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Comptons !Problème générique
A ensemble d'objets dis
rets

An ensemble des objets de taille nQuestion : évaluer, estimer, 
ara
tériser le nombre A[n] d'objets de taille nRéponse :

A[n] = · · · , A[n] ∼ · · · , A[n] ≤ · · · , ou encore A(x) = · · · ,où A(x) est la série génératri
e (ordinaire ou exponentielle) asso
iée :

Ao(x) =
∑

n≥0

A[n]xn, Ae(x) =
∑

n≥0

A[n]
xn

n!



Au 
entre du dénombrement : la stru
ture des objets

des objets de grande taille

• Compter les objets • Génération aléatoire

• Codage

Objets aléatoires

plusieurs paramètres

(
ompa
t, e�
a
e)

• Dénombrement selon

• Prédire les propriétés statistiques

Résultats asymptotiques
Dé
ouvrir une dé
ompositionnon-ambiguë des objets



Comptage de graphes à mineurs ex
lus

Un sujet très a
tif...[Bender-Gao-Wormald 02℄ � [Bender-Can�eld-Ri
hmond 08℄ � [Bernardi-Noy-Welsh 07℄ � [Boni
hon-Gavoille-Hanusse-Poulalhon-S
hae�er 06℄ �[Bodirsky-Gröpl-Kang 0?℄ [Bodirsky-Fusy-Kang-Vigerske 07℄ � [Fusy 07℄ �[Gagarin-Labelle-Leroux-Walsh 07℄ � [Gimenez-Noy 05℄ � [M
Diarmid-Steger-Welsh 05℄ � [M
Diarmid 08℄ � [Norine-Seymour-Thomas-Wollan 06℄ �... basé sur des résultats vénérables :[Harary-Palmer 73℄ � [Mullin-S
hellenberg 68℄ � [Tutte 63℄ � [Trakhtenbrot58℄ � [Walsh 82℄ � [Wormald 79℄ �Mer
i aux hommes en rose !



Comptage de graphes à mineurs ex
lus

... et surtout planaires.Oui mais...
Quels graphes planaires ?



Étiquetés, non étiquetés, pointés, plongés, enra
inés...

• 1 arbre non étiqueté à 8 sommets
• 7 arbres pointés (un sommet distingué)
• 8!

2 arbres étiquetés par {1,2, . . . ,8}

• 3 arbres plongés (= dessinés dans la sphère)
• 3 × 2 × 7 arbres plongés enra
inés (une arête orientée)2 plongements6.2 +3.2 plongements enra
inés!!!



A. Compter des arbres

A1. Arbres plongés et enra
inésA2. Arbres étiquetésA3. Arbres non-étiquetés



A1. Arbres plongés enra
inés (�plans�)Un arbre plan est la 
on
aténation de deux arbres plans.

≡

≡

P [1] = 1 et P [n] =
n−1
∑

k=1

P [k]P [n − k]

P(x) :=
∑

n≥1

P [n]xn = x + P(x)2 ⇒ P(x) =
1 −√

1 − 4x

2
=

∑

n≥1

1

n

(2n − 2

n − 1

)

xn

Nombres de Catalan



A2. Arbres étiquetés

• Un arbre étiqueté pointé est la 
on
aténation d'un sommet et d'un ensembled'arbres étiquetés pointés.
i ℓ

k

j

≡234 5 1 6
≡

ij

k

ℓ

7 8 6 73154 82

• Un arbre étiqueté de taille n admet n pointages di�érents

• En séries exponentielles

E′(x) :=
∑

n≥1

nE[n]
xn

n!
= exp(xE′(x)) ⇒ E(x) =

∑

n≥1

xn

n!
nn−2

Il y a E[n] = nn−2 arbres étiquetés sur n sommets (formule de Cayley)



A3. Arbres non étiquetés

≡

≡

• Les arbres non étiquetés pointés (sur un sommet) sont formés d'un sommetet d'un multi-ensemble d'arbres non-étiquetés pointés : la SG ordinaire de 
esarbres satisfait

N•(x) = x exp

(

N•(x) +
1

2
N•(x2) +

1

3
N•(x3) + · · ·

)

• Théorème de dissymétrie [Otter 48℄:
N(x) :=

∑

n≥1

xnN [n] = N•(x) − 1

2
N•(x)2 +

1

2
N•(x2)



Ra�nements, asymptotique, lois limites



Arbres plans (= plongés, enra
inés)

P(x) =
∑

n≥1

P [n]xn =
1 −

√
1 − 4x

2

• Étude des singularités de la série génératri
e :

P [n] ∼ − 1

2Γ(−1/2)
4nn−3/2



Arbres plans (= plongés, enra
inés)

P(x) =
∑

n≥1

P [n]xn =
1 −

√
1 − 4x

2

• Étude des singularités de la série génératri
e :

P [n] ∼ − 1

2Γ(−1/2)
4nn−3/2

• Ra�nement : 
omptage selon le nombre de sommets (x) et de feuilles (s)

P(x, s) =
∑

n≥1

P [n, ℓ]xnsℓ =
1 − x(s − 1) −

√

1 − 2x(s + 1) + x2(s − 1)2

2(1 + t(1 − s))

E(Fn) ∼ n

2
, var(Fn) ∼ σ2net les variations autour de la moyenne, normalisées, sont gaussiennes :

Fn − n/2

σ
√

n
→ N (0,1)



Asymptotique des arbres : des exposants universelsEnra
inés Non enra
inésPlongés κ14
nn−3/2 κ44

nn−5/2Pointés Non pointésÉtiquetés κ2enn−3/2 n! κ5enn−5/2 n!Quel
onques κ3µnn−3/2 κ6µnn−5/2 µ > eUn arbre pointé a en moyenne un nombre exponentiel d'automorphismes



B. Compter des graphes planaires

B1. Graphes plongés et enra
inésB2. Graphes étiquetésB3. Graphes non-étiquetés (?)



B1. Graphes plongés et enra
inés : des 
artes !Exemple : 
omptage de toutes les 
artes planaires (multigraphes 
onnexesplongés et enra
inés) selon sommets (x), arêtes (y) et degré de la fa
e ra
ine(u).Série M(x, y, u) ≡ M(u)



Comptage des 
artes planaires enra
inées

= + +xM(u) yu2M(u)2
yu

u − 1
(uM(u)− M(1))

Don
 [...℄ M(x, y;u) est une série algébrique. En parti
ulier, la SG selonsommets (x) et arêtes (y) est de degré 4 :
M(x, y; 1) = x

4(U + V + 1)

(U + 2)(V + 2)ave


y =
U(U + 2)

4(U + V + 1)2
et xy =

V (V + 2)

4(U + V + 1)2[Tutte 68℄



Cartes planaires enra
inées : séries algébriques

• Cartes planaires simples :
M(s)(x, y) =

4U(U + 1)(U + V + 2)

V (U + 2)(V + 2)2ave


x =
U(U + 2)

V (V + 2)
, y =

V (V + 2)((U + 2)2 − UV )

4(U + 1)2(U + 2)(U + V + 2)
.

• Cartes planaires 3-
onnexes [Mullin-S
hellenberg 68℄:

M(3)(x, y) = x2y2

(

1

1 + xy
− y

1 + y
− (1 + U)2(1 + V )2

(1 + U + V )3

)

ave


U = xy(1 + V )2, V = y(1 + U)2

• Exposant universel : pour �toute� famille de 
artes planaires enra
inées,

M [n] ∼ κµnn−5/2



B2. Graphes planaires étiquetés : des
ente en 
onnexité

• Les graphes planaires 3-
onnexes sont des 
artes (plongement unique)

• Les graphes planaires 2-
onnexes sont obtenus en remplaçant 
haque arêted'un 3-
onnexe par un 2-
onnexe bipointé (substitution)

• Les graphes planaires 
onnexes sont des arbres de graphes 2-
onnexes (dé-
omposition en blo
s 2-
onnexes)
• Les graphes planaires sont des ensembles de graphes planaires 
onnexes.

⇒ Un ensemble d'équations fon
tionnelles 
onnu depuis (au moins) 1982...



Connexité

• Un graphe est 
onnexe (1-
onnexe) s'il a au moins 1 sommet et si deuxsommets quel
onques sont liés par un 
hemin

• Pour k ≥ 2, un graphe est k-
onnexe si pour tout ℓ < k, la destru
tion de ℓsommets et des arêtes adja
entes ne le dé
onne
te pas.

G(k)(x, y) =
∑

G k−connexe

xv(G)

v(G)!
ye(G)

a

a

∅

G(0) = 1 + x
1! + x2

2!(1 + y) + x3

3!(1 + 3y + 3y2 + y3) +O(x4)

G(1) = x
1! + x2

2!(y) + x3

3!(3y2 + y3) +O(x4)

G(2) = x2

2!(y) + x3

3!(y
3) +O(x4)

G(3) = + x3

3!(y
3) +O(x4)



I. Des graphes planaires aux planaires 
onnexes

• Un graphe planaire (étiqueté) est un ensemble de graphes planaires 
onnexes.

12

3

4

5 6

78

9

10

11 12 13

G(0)(x, y) = exp(G(1)(x, y))



II. Des graphes planaires 
onnexes aux planaires 2-
onnexes

• Un graphe planaire 
onnexe pointé est un ensemble de graphes 2-
onnexespointés où 
haque sommet non-pointé a été rempla
é par un graphe 
onnexepointé (!)

G
(1)
x = exp

(

G
(2)
x

(

xG
(1)
x , y

))

ave


G
(k)
x (x, y) =

∂G(k)

∂x
(x, y)



II.1. Des graphes planaires 2-
onnexes aux... réseauxRéseau : graphe planaire ayant 2 sommets pointés d'étiquettes 0 et ∞ (lesp�les), tel que le (multi-)graphe obtenu en ajoutant l'arête (0,∞) soit 2-
onnexe. 13
6

∞0 5 4 2
R(x, y) :=

∑

n,m

xn

n!
ym R[n, m]où R[n, m] est le nombre de réseaux à n + 2 sommets et m arêtes.

1
1

R(x, y) =
x0

0!
(1 + y) +

x

1!
(y2 + y3) + O(x2)



II.1. Des graphes planaires 2-
onnexes aux... réseauxRéseau : graphe planaire ayant 2 sommets pointés d'étiquettes 0 et ∞ (lesp�les), tel que le (multi-)graphe obtenu en ajoutant l'arête (0,∞) soit 2-
onnexe. 13
6

∞0 5 4 2
R(x, y) :=

∑

n,m

xn

n!
ym R[n, m] =

2(1 + y)

x2
G

(2)
yoù R[n, m] est le nombre de réseaux à n + 2 sommets et m arêtes.



Trois types de réseaux (2 arêtes au moins)

• Type I : Réseaux série • Type II : Réseaux parallèle

7 8
9

10

13

13
6

13 6

∞

2
5

4
0∞

4 20 5

∞

2
4 5

0
11

• Type III : Les autres...



II.2. Dé
omposition des réseaux

• 0 ou 1 arête : 1 + y

• Type I : Réseaux série

13
6

∞5 4 20
Rs =

x(R − 1)2

1 + x(R − 1)

� Un réseau (à au moins 1 arête) est une suite de réseaux non-série.� Un réseau-série est une suite d'au moins 2 réseaux non-série



II.2. Dé
omposition des réseaux

• Type II : Réseaux parallèle

13 ∞

2
5

4
0

Rp = R − 1 − y − log
R

1 + y

� Un réseau à p�les non-adja
ents est un ensemble de réseaux non-parallèleà p�les non-adja
ents



II.2. Dé
omposition des réseaux

• Type III : Les autres sont obtenus à partir d'une CARTE 3-
onnexe enra
inéeen remplaçant 
haque arête non-ra
ine par un réseau.

7 8
9

10

11 2

1

13 6 ∞

2
4 5

0

Ra =
M(3)(x, R − 1)

2x2(R − 1)où M(3)(x, y) 
ompte les 
artes planaires 3-
onnexes enra
inées (à 4 sommetsau moins)



On y est !

• Soient U , V et M(3) dé�nies par : U = xy(1 + V )2, V = y(1 + U)2,

M(3) = x2y2

(

1

1 + xy
− y

1 + y
− (1 + U)2(1 + V )2

(1 + U + V )3

)

• Dé�nissons R(x, y) impli
itement par :

x(R − 1)2

1 + x(R − 1)
− log

R

1 + y
+

M(3)(x, R − 1)

2x2(R − 1)
= 0

• puis G(2)(x, y) par
R =

2(1 + y)

x2
G

(2)
y et G(2)(x,0) = 0,

• puis G(1)(x, y) par

G
(1)
x = exp

(

G
(2)
x

(

xG
(1)
x , y

))

et G(1)(0, y) = 0,

• et en�n

G(0) = exp(G(1))Alors G(k)(x, y) 
ompte les graphes planaires k-
onnexes selon sommets etarêtes. Tout ça est disponible depuis (au moins) 1982.



Asymptotique et lois limites des graphes planaires étiquetés[Gimenez-Noy 05℄

• Nombre de graphes planaires étiquetés à n sommets :

G[n] ∼ κγnn−7/2où κ et γ ≃ 27.226... sont �expli
ites�.
• Distribution du nombre d'arêtes :

E(An) ∼ µn et var(An) ∼ σ2net les �u
tuations autour de la moyenne, normalisées par √
n, sont asympto-tiquement gaussiennes.

• Estimation du nombre de graphes planaires à n sommets et ⌊αn⌋ arêtes, pour

1 < α < 3.



Asymptotique et lois limites des graphes planaires étiquetés

• Pour tout graphe planaire H, le nombre d'o

urren
es pendantes de H dansun graphe planaire aléatoire à n sommets est linéaire en moyenne, de varian
elinéaire et à variations gaussiennes.
30

228 10
• En parti
ulier, les graphes planaires ont en moyenne un nombre exponentield'automorphismes (é
hange de deux feuilles voisines)
• Un graphe planaire de taille n est 
onnexe ave
 probabilité ∼ 0.96. Le nombrede 
omposantes 
onnexes est distribué 
omme 1+ P(1.03...), où P(ν) désigneune loi de Poisson. ETC !

• Génération aléatoire en taille appro
hée et temps linéaire [Fusy 07℄



B3. Graphes planaires non étiquetés

• Existen
e d'une 
onstante de 
roissan
e [Denise-Vas
on
ellos-Welsh 96℄:

(Gu[n])1/n → γu

• Borne inférieure :
Gℓ[n]

n!
≤ Gu[n] ⇒ γℓ = 27.22... ≤ γuEn fait l'inégalité est stri
te [M
Diarmid-Steger-Welsh 05℄ .

• Borne supérieure

γu < 30.061...[Boni
hon-Gavoille-Hanusse-Poulalhon-S
hae�er 06℄(Borne fournie par les 
artes planaires simples (graphes plongés enra
inés) :34.26...)



C. Ex
lure d'autres mineurs ?



C1. Des problèmes plus simples : sous-familles de graphes planaires

• Du déjà vu : les arbres (et les forêts) (pas de K3)Énumération des forêts� plongées et enra
inées,� étiquetées,� non étiquetées F [n] ∼ κµnn−5/2

• Pas très très loin : graphes planaires extérieurs (ni K4 ni K2,3)[Bodirsky-Fusy-Kang-Vigerske 07℄Énumération des graphes planaires extérieurs� plongés et enra
inés,� étiquetés,� non étiquetés PE[n] ∼ κγnn−5/2

• Graphes série-parallèle étiquetés [Bodirsky-Gimenez-Kang-Noy 07℄

SP [n] ∼ κηnn−5/2n!



C2. Problèmes plus durs : graphes plongeables dans une surfa
edonnée

• Graphes plongés et enra
inés : en
ore des 
artes [Bender, Can�eld, Gao,Ri
hmond...℄ Séries algébriques
• Graphes étiquetés [M
Diarmid 08℄ : Pour toute surfa
e S, le nombre degraphes étiquetés plongeables dans S satisfait

(

GS,ℓ[n]

n!

)1/n

→ γℓoù la 
onstante γℓ est la même que dans le 
as planaire (γ = 27.22...)

• Graphes non-étiquetés [M
Diarmid 08℄ : Pour toute surfa
e S, le nombre degraphes non étiquetés plongeables dans S satisfait
(

GS,u[n]
)1/n → γuoù la 
onstante γu est en
ore indépendante de la surfa
e (et in
onnue !)



C3. Problèmes en
ore plus durs : ex
lure des mineurs quel
onques

• Graphes étiquetés [Norine et al. 06℄ : pour toute famille de mineurs ex
lus,il existe une 
onstante γ, dépendant de 
ette famille, telle que

Gℓ[n] ≤ γnn!(à 
omparer ave
 le nombre total de graphes étiquetés, 2n(n−1)/2)

• Ra�nements [Bernardi et al. 07℄ Par exemple :

soit n! ≤ Gℓ[n] ≤ γnn!, soit Gℓ[n] ≤ εnn! pour tout ε > 0 et n grand

• À voir : pour les graphes non étiquetés à mineurs ex
lus,

Gu[n] ≤ γn



Quelques questions

• Asymptotique des graphes étiquetés plongeables dans une surfa
e S :

GS,ℓ[n]

n!
∼ κ γn

ℓ n! n???(
onnu pour les 
artes enra
inées : κ µn n5(g−1)/2 [Bender-Can�eld 86℄)

• Autres familles de graphes (largeur arbores
ente bornée...)



Quelques questions

• Asymptotique des graphes étiquetés plongeables dans une surfa
e S :

GS,ℓ[n]

n!
∼ κ γn

ℓ n! n???(
onnu pour les 
artes : κ µn n5(g−1)/2)
• Autres familles de graphes (largeur arbores
ente bornée...)

• Z'avez d'aut' questions ?


