Comptage de graphes planaires,

voire a mineurs exclus

Mireille Bousquet-Mélou



Comptons !

Probleme générique

A ensemble d'objets discrets

A, ensemble des objets de taille n

Question : évaluer, estimer, caractériser le nombre A[n] d’objets de taille n

Réponse
Anl=---, An]~---, A[n]<---, ouencore A(x)=---,

ol A(x) est la série génératrice (ordinaire ou exponentielle) associée :

Ao(z) = Z Aln]z", Ae(x) = Z A[n]i—?
n>0 n=>0 -



Au centre du dénombrement : la structure des objets

e Compter les objets e (Génération aléatoire

N7

Découvrir une décomposition

e Dénombrement selon

plusieurs parametres ] ]
*~.| non-ambigué& des objets

N

e Prédire les propriétés statistiques e Codage

des objets de grande taille (compact, efficace)
Objets aléatoires
Résultats asymptotiques



Comptage de graphes a mineurs exclus

Un sujet trés actif...

[Bender-Gao-Wormald 02] — [Bender-Canfield-Richmond 08] — [Bernardi-
Noy-Welsh 07] — [Bonichon-Gavoille-Hanusse-Poulalhon-Schaeffer 06] —
[Bodirsky-Gropl-Kang 07] [Bodirsky-Fusy-Kang-Vigerske 07] — [Fusy 07] —
[Gagarin-Labelle-Leroux-Walsh 07] — [Gimenez-Noy 05] — [McDiarmid-Steger-
Welsh 05] — [McDiarmid 08] — [Norine-Seymour-Thomas-Wollan 06] —

. basé sur des résultats vénérables :

[Harary-Palmer 73] — [Mullin-Schellenberg 68] — [Tutte 63] — [Trakhtenbrot
58] — [Walsh 82] — [Wormald 79] —

Merci aux hommes en rose !



Comptage de graphes a mineurs exclus

. et surtout planaires.

Oui mais...

Quels graphes planaires ?



Etiquetés, non étiquetés, pointés, plongés, enracinés...

S

1 arbre non étiqueté a 8 sommets

7 arbres pointés (un sommet distingué)

87! arbres étiquetés par {1,2,...,8}

3 arbres plongés (= dessinés dans la sphére)

3 x 2x 7 arbres plongés enracinés (une aréte orientée)

2 plongements
6.2 +3.2 plongements enracinés



A. Compter des arbres

Al. Arbres plongés et enracinés
A2. Arbres étiquetés

A3. Arbres non-étiquetés



A1l. Arbres plongés enracinés (“plans’)

Un arbre plan est la concaténation de deux arbres plans.

= K
> - >

n—1
P[1]=1 et P[n]= ) P[k]P[n— k]
k=1
P(z):= Y Plle" =« + P(2)? = P(z) = - Vzl v 1L
n>1 n>1

Nombres de Catalan



A2. Arbres étiqueteés

e Un arbre étiqueté pointé est |la concaténation d’'un sommet et d'un ensemble
d'arbres étiquetés pointés.

3 3‘
2
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—eo—QO
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6 6 Q\.
7 8 7 38

>

e Un arbre étiqueté de taille n admet n pointages différents
e En séries exponentielles

[ JEN
[ X&)
o

n n

B'(2) =} nBlnl — = exp(al(2)) = E(e) = 3~ n"?
n>1 ) n>1""

Ily a E[n] = n" 2 arbres étiquetés sur n sommets (formule de Cayley)



A3. Arbres non étiqueteées

e Les arbres non étiquetés pointés (sur un sommet) sont formés d'un sommet

et d'un multi-ensemble d'arbres non-étiquetés pointés : la SG ordinaire de ces
arbres satisfait

N®(x) = zexp (N'(a:) -+ %N‘(a:Q) + %N‘(a:?’) + .. )

e Théoréme de dissymétrie [Otter 48]:

N(z) = Y &"Nn] = N*(z) — %N'(w)z n %N'(:LQ)

n>1



Raffinements, asymptotique, lois limites



Arbres plans (= plongés, enracinés)

1—+v1—4x

P(z) = > Pn]a" = 5

n>1

e Etude des singularités de la série génératrice :

~ _ 1 nn—3/2
Plnl or(—1/2)




Arbres plans (= plongés, enracinés)

1—+v1—4x

P(z) = > Pn]a" = 5

n>1

e Etude des singularités de la série génératrice :

~ 1 nn—3/2
Pt~ =y *

e Raffinement : comptage selon le nombre de sommets (x) et de feuilles (s)

1—2(s—1) —\/1—2:U(s—|—1)—|—x2(s— 1)2
P(z,s) = Pln, f]a"st =
(@, 5) %31 [, 4 2(1 4+ ¢(1 —s))

E(E,) ~ g var(E,) ~ o2n

et les variations autour de la moyenne, normalisées, sont gaussiennes :
o+\/Nn

> N(0,1)



Asymptotique des arbres : des exposants universels

Enracinés Non enracinés
Plongés m14nn_3/2 /4344”77,_5/2

Pointés Non pointés
Etiquetés K,Qe”n_3/2 n! /4:56”77,_5/2 n!

Quelconques | k3un—3/2 keun /2 ©n>e

Un arbre pointé a en moyenne un nombre exponentiel d'automorphismes



B. Compter des graphes planaires

B1l. Graphes plongés et enracinés
B2. Graphes étiquetés

B3. Graphes non-étiquetés (7)



B1l. Graphes plongés et enracinés : des cartes !

Exemple : comptage de toutes les cartes planaires (multigraphes connexes
plongés et enracinés) selon sommets (z), arétes (y) et degré de la face racine

Série M (x,y,u) = M(u)



Comptage des cartes planaires enracinées

e @D

M(uw) = =z + yu’ M (u)? (uM(u) M(1))
Donc [...] M(xz,y;u) est une série algébrique. En particulier, la SG selon
sommets (x) et arétes (y) est de degré 4 :

4U+V 4+ 1
M(z,y1) =0 o0 TV 4 1)
(U+2)(V+2)
avec
U(U + 2) . V(v +42)

TaU+v+12 O YT aUurvFie
[Tutte 68]



Cartes planaires enracinées : séries algébriques

e Cartes planaires simples :

AU(U 4+ 1) (U 4+ V + 2)

() (. ) —
M) = G oy +2)2

avec
=0t VA2 +2) - UV)
V(V+2) AU+ 1)2(U4+2)(U+V+2)
e Cartes planaires 3-connexes [Mullin-Schellenberg 68]:

1 y <1+U)2(1+V)2>

(3) — 22,2 _
M) =y <1+:cy 1+y QA+ U+V)3

avec
U=xzy(14+V)? V=y(l+U)?
e Exposant universel : pour “toute” famille de cartes planaires enracinées,

M[n] ~ ﬁ;unn_5/2



B2. Graphes planaires étiquetés : descente en connexité

e Les graphes planaires 3-connexes sont des cartes (plongement unique)

e Les graphes planaires 2-connexes sont obtenus en remplacant chaque aréte
d'un 3-connexe par un 2-connexe bipointé (substitution)

e Les graphes planaires connexes sont des arbres de graphes 2-connexes (dé-
composition en blocs 2-connexes)

e Les graphes planaires sont des ensembles de graphes planaires connexes.

= Un ensemble d'équations fonctionnelles connu depuis (au moins) 1982...



Connexiteée

e Un graphe est connexe (1-connexe) s'il a au moins 1 sommet et si deux
sommets quelconques sont liés par un chemin

e Pour kK > 2, un graphe est k-connexe si pour tout £ < k, la destruction de /¢
sommets et des arétes adjacentes ne le déconnecte pas.

2V(G)

G (z,y) = S oy
G k—connexe v(G)!
o [ o
) L L L *——o0 *——=0 .a A.
a
® @ ®
GO =1+ § 4+ 504y + HO 332+ 06
G = i+ 50+ 5G4y +0(2)
G2 = (W) + %—é(y‘q’) +0(z*)
a3 = + () +0(z)



I. Des graphes planaires aux planaires connexes

e Un graphe planaire (étiqueté) est un ensemble de graphes planaires connexes.

3e

10 8 7
/I/'4
® ® @ ® 5 6

2 11 1 12 13 9

G(0) (z,y) = exp(G(l)(a:, Yy))



II. Des graphes planaires connexes aux planaires 2-connexes

e Un graphe planaire connexe pointé est un ensemble de graphes 2-connexes
pointés ou chaque sommet non-pointé a été remplacé par un graphe connexe

pointé (1) V V
A N\

G = exp( (2)< él),y»

aG (k)

avecC

G (z,y) = (z,y)



II.1. Des graphes planaires 2-connexes aux... réseaux

Réseau : graphe planaire ayant 2 sommets pointés d'étiquettes 0 et co (les
pbles), tel que le (multi-)graphe obtenu en ajoutant l'aréte (0,00) soit 2-
connexe.

6 4 2 1
.A o0
O & 95 P
wn
. m
R(z.y) == Y 4™ Rln,m]
nm 1!

ou R[n,m] est le nombre de réseaux a n + 2 sommets et m arétes.

? 1
e .o q—/o;c\o/aA

~ ' _— ="

a:o | 9 |
Rz,y) = 5;(14v) + 3@2 +43) + 0(2?)



II.1. Des graphes planaires 2-connexes aux... réseaux

Réseau : graphe planaire ayant 2 sommets pointés d'étiquettes 0 et co (les
pbles), tel que le (multi-)graphe obtenu en ajoutant l'aréte (0,00) soit 2-
connexe.

§) 4 2 1
.A o0
0 & 7
" 2(L+y) (2
R(z,y) =3 = y™ Rln,m] = =% G
n,m T

ou R[n,m] est le nombre de réseaux a n + 2 sommets et m arétes.



Trois types de réseaux (2 arétes au moins)

o Type I : Réseaux série e Type Il : Réseaux parallele

e Type IIl : Les autres...



II.2. Décomposition des réseaux
eOoularéte: 144y

e Type I : Réseaux série

0 {C<.6 4\/ 2 1
N

- z(R — 1)2

14 2z(R-1)

S

— Un réseau (a au moins 1 aréte) est une suite de réseaux non-série.
— Un réseau-série est une suite d'au moins 2 réseaux non-série



II.2. Décomposition des réseaux

e Type Il : Réseaux paralléle

0
© Q)
Yl
R
Ry=R—-1—-y—log
Y 14y

— Un réseau a podles non-adjacents est un ensemble de réseaux non-paralléle
a poles non-adjacents



II.2. Décomposition des réseaux

e Typelll : Les autres sont obtenus a partir d'une CARTE 3-connexe enracinée
en remplacant chaque aréte non-racine par un réseau.

MO (z,R-1)
T 222(R-1)

ot M3 (z,y) compte les cartes planaires 3-connexes enracinées (3 4 sommets
au moins)



On y est !

e Soient U, V et M(3) définies par : U =ay(1+ V)2, V =y(1+U)2
_M@):x%ﬁ< L y _<1+UYNL+VP>

l+ay 1+y (QA+U+V)3
e Définissons R(x,y) implicitement par :

(R —1)2 Cog R +M(3)(:U,R—1)_
1+z(R-1) gl—l—y 222(R—1)

e puis G2 (z,vy) par

_2(1 +y)

R
72

ci? et ¢@(z,0) =0,

e puis GV (z,y) par

él):exp( :(1;2) (a: él),y)) et G1(0,y) =0,

e et enfin
GO = exp(GD))

Alors G(k)(:c,y) compte les graphes planaires k-connexes selon sommets et
arétes. Tout ca est disponible depuis (au moins) 1982.



Asymptotique et lois limites des graphes planaires étiquetés
[Gimenez-Noy 05]

e Nombre de graphes planaires étiquetés a n sommets :

G[n] ~ /m/nn_7/2

ou k et v~ 27.226... sont “explicites".

e Distribution du nombre d’'arétes :

E(Ap) ~un et var(Ap) ~ on

et les fluctuations autour de la moyenne, normalisées par /n, sont asympto-
tiguement gaussiennes.

e Estimation du nombre de graphes planaires a n sommets et |an| arétes, pour
1l <a<3.



Asymptotique et lois limites des graphes planaires étiquetés

e Pour tout graphe planaire H, le nombre d'occurrences pendantes de H dans
un graphe planaire aléatoire a n sommets est linéaire en moyenne, de variance
linéaire et a variations gaussiennes.

8 22

30 -l

e En particulier, les graphes planaires ont en moyenne un nombre exponentiel
d'automorphismes (échange de deux feuilles voisines)

e Un graphe planaire de taille n est connexe avec probabilité ~ 0.96. Le nombre
de composantes connexes est distribué comme 1 4+ P(1.03...), ou P(v) désigne

une loi de Poisson. ETC |

e Génération aléatoire en taille approchée et temps linéaire [Fusy 07]



B3. Graphes planaires non étiqueteés

e Existence d'une constante de croissance [Denise-Vasconcellos-Welsh 96]:

(G =
e Borne inférieure :
G*[n]

n!
En fait I'inégalité est stricte [McDiarmid-Steger-Welsh 05] .

< GY[n] = vy = 27.22... <

e Borne supérieure

Yu < 30.061...

[Bonichon-Gavoille-Hanusse-Poulalhon-Schaeffer 06]

(Borne fournie par les cartes planaires simples (graphes plongés enracinés) :
34.26...)



C. Exclure d’autres mineurs 7



C1l. Des problemes plus simples : sous-familles de graphes planaires

e Du dé&ja vu : les arbres (et les foréts) (pas de K3)
Enumération des foréts

— plongées et enracinées,

— étiquetées,

— non étiquetées F[n] ~ ku"'n—>5/2

e Pas trés trés loin : graphes planaires extérieurs (ni K4 ni Kj 3)
[Bodirsky-Fusy-Kang-Vigerske 07]

Enumération des graphes planaires extérieurs

— plongés et enracinés,

— étiquetés,

— non étiquetés PE[n] ~ ky"n—°/2

e Graphes série-paralléle étiquetés [Bodirsky-Gimenez-Kang-Noy 07]
SP[n] ~ kn"n—5/2p!



C2. Problemes plus durs : graphes plongeables dans une surface
donnée

e Graphes plongés et enracinés : encore des cartes [Bender, Canfield, Gao,
Richmond...] Séries algébriques

e Graphes étiquetés [McDiarmid 08] : Pour toute surface S, le nombre de
graphes étiquetés plongeables dans S satisfait

(Gs,e[n]> 1/n
— Y

n!

ol la constante v, est la méme que dans le cas planaire (y = 27.22...)

e Graphes non-étiquetés [McDiarmid 08] : Pour toute surface S, le nombre de
graphes non étiquetés plongeables dans S satisfait

(G5u1n]) " = 5

ou la constante v, est encore indépendante de la surface (et inconnue !)



C3. Problemes encore plus durs : exclure des mineurs quelconques
e Graphes étiquetés [Norine et al. 06] : pour toute famille de mineurs exclus,
il existe une constante ~, dépendant de cette famille, telle que
Gtn] < 4™n!

(2 comparer avec le nombre total de graphes étiquetés, 2”(”—1>/2)

e Raffinements [Bernardi et al. 07] Par exemple :

soit n! < Gfn] <~™!, soit GYn] <e"™m!  pour tout € >0 et n grand

~

e A voir : pour les graphes non étiquetés a mineurs exclus,

G%[n] < A"



Quelques questions

e Asymptotique des graphes étiquetés plongeables dans une surface S :

G5t n]

n!

no.| 777
~ Ky nln

(connu pour les cartes enracinées : x u" n°9—1)/2 [Bender-Canfield 86])

e Autres familles de graphes (largeur arborescente bornée...)



Quelques questions

e Asymptotique des graphes étiquetés plongeables dans une surface S :
GS’E[n]

n!

2727
~ Ky nlntt

(connu pour les cartes : & p n°0—-1)/2)
e Autres familles de graphes (largeur arborescente bornée...)

e /Z'avez d'aut’ questions 7




