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La combinatoire énumeérative...

e C’est quoi 7

e Pour quoi ?

e Comment ?



L’art de compter

COMPTER [k 0t e ]. I. V. tr. 1. Déterminer (une quantité) par le calcul ;
spécialt. Etablir le nombre de = chiffrer, dénombrer, nombrer. Compter les
moutones.

Probleme générique

A ensemble des moutons

A, ensemble des moutons a n pattes

Question

évaluer, estimer, caractériser le nombre



L’art de compter

COMPTER [k 0t e ]. I. V. tr. 1. Déterminer (une quantité) par le calcul ;
spécialt. Etablir le nombre de = chiffrer, dénombrer, nombrer. Compter les
moutons.

Probleme générique

A ensemble des moutons

An.p ensemble des moutons a n pattes et p cornes

Question

évaluer, estimer, caractériser le nombre

a'nap — |An,p| :



Le coefficient binomial
ou la combinatoire de Monsieur Jourdain

CF = nombre de combinaisons de p éléments pris parmi n

= nombre de sous-ensembles de {1,2,...,n} ayant p éléments

. (n): n! :n(n—l)---(n—p—l—l)
p’  pl(n—p) p!

Exemple : n=4,p=2

{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4}



Plan des exposeés

e Compter quoi, et pour quoi ?

e Qu'est ce qu'une (bonne) réponse ?

e Comment compter 7 : approche récursive, approche bijective, exemples.
Séries génératrices rationnelles, algébriques. Quelques mystéeres algébriques.

U URR I P >

e Un (gros) exemple : triangulations et marches dans le quart de plan

41O D> Db

e Autour de I'énumération : asymptotique, manipulation effective de séries,
preuves automatiques d'identités, logiciels...



Pourquoi compter 7?7

e Probabilités : modeles discrets ;: approximation de phénomenes continus par
des modeles discrets.
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Pourquoi compter 7?7

e Probabilités : modeles discrets ;: approximation de phénomenes continus par
des modeles discrets.

e Algébre : structures définies par générateurs et relations (représentation de
Sn ; fonctions symétriques, tableaux de Young...)

e Analyse d'algorithmes : énumération des entrées selon la taille et le colt de
traitement — analyse en moyenne.



Stockage d’une liste :

les arbres binaires de recherche
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Arbres binaires de recherche




Pourquoi compter 7?7

e Probabilités : modeles discrets ;: approximation de phénomenes continus par
des modeles discrets.

e Algébre : structures définies par générateurs et relations (représentation de
Sn ; fonctions symétriques, tableaux de Young...)

e Analyse d'algorithmes : énumération des entrées selon la taille et le colt de
traitement — analyse en moyenne.

e Physique statistique : modeles discrets décrivant les interactions entre com-
posants microscopiques — prédiction du comportement macroscopiqgue



Un modéle de cristal ferromagnétique [Lenz] : le modéle d’Ising

A une échelle microscopique...

N atomes

But : Calculer la somme suivante, portant sur tous les coloriages possibles des
sommets :
Z(N)= > z*°,
conf.
ou x est un nombre dépendant de la température et du matériau.



Pourquoi compter 7?7

e Probabilités : modeles discrets ;: approximation de phénomenes continus par
des modeles discrets.

e Algébre : structures définies par générateurs et relations (représentation de
Sn ; fonctions symétriques, tableaux de Young...)

e Analyse d'algorithmes : énumération des entrées selon la taille et le colt de
traitement — analyse en moyenne.

e Physique statistique : modéeles discrets décrivant les interactions entre com-
posants microscopiques — prédiction du comportement macroscopiqgue

e Pour élucider la structure des objets



Une réponse (premiére partie)

EXxpression

can= Y (n>2(n:k)2 —, simplification ?

m-+n

. )] o — évaluation 7
m+i—7/11<i,j<p

® am np = det [(

Relation de récurrence

e n3a, 1 — (17n? +17n+5)(2n + 1)an + (n+ 1)3a,41 =0 — solution ?

Estimation asymptotique

e an ~ k(17 4+ 12/2)"n—3/2 o 4y~ /24 /DB nll/32



Une réponse (premiére partie)

EXxpression
e ap =31
< n\ 2 (n+k\2 : lificati -
® ay, = kzo(k) ( i ) — simplification =

m n p Y
- m+n. évaluation 7 It
o amnp=det ("] 1<ij<p oo z’l;Il jl;ll kl;ll i+j+k—2

Relation de récurrence

e n3a, 1 — (17n? +17n+5)(2n + 1)an + (n+ 1)3a,41 =0 — solution ?

Estimation asymptotique

o an ~ k(17 4+ 12v/2)"n=3/2 o an~ k242 Y 11/32






Chemins auto-évitants : réseau carré

Conjecture :

an ~ 1 " n11/32



Séries génératrices

La série génératrice ordinaire des objets de A, comptés selon leur taille, est

AR) = S ant" = Y ol

n>0 acA
H. Wilf : “A clothesline on which we hang up a sequence of numbers for display’.

La série génératrice exponentielle des objets de A, comptés selon leur taille,
est

n a|
A=Y an—= 31

n=0 n: aEAwa“

Plusieurs variables : possibilité de séries mixtes

xn
A(x,y) = Z an,m m ym

n,m=0

(graphes a n sommets et m arétes par exemple).



Séries formelles :  A(t) = ) ant™.

n=>0

Somme A(t) + B(t) = ) _ (an + bp)t"
n=0
Produit A().B(t) = > t" Y ab;
n=z0 14j=n
Quasi-inverse 1 =) A@®" (si ag = 0)
1-A(t) ;>

Substitution B(A(t)) = ) bpA®)" (si ag = 0)

n=>0
Dérivée At = Y nant™ L.

n>1

Remarque : si les séries ont un rayon de convergence strictement positif, ces
opérations coincident avec les opérations usuelles sur les fonctions d'une vari-
able complexe.



Une réponse (deuxiéme partie)

EXxpression de la série génératrice

o A(t) = 1_3_752 (Fibonacci)

e A()=(1—-1)[1— 2v/2
( 3\/5—\/(1+t)/(1—t)(1—t+\/1—6t+t2)

— 1
* A = ara o ma -

Equation fonctionnelle
e Algébrique

A+ t2(B+4)A)2 +t(3 =29t +6tD)AL)? + (1 =7t + 292 +4t3)A(t) — (1 —¢t)3 =0

e Différentielle (linéaire)

(t —B)A(t) + (Tt2 — 112t + 1) A'(t) + 3t(2t2 —= 51t + 1) A”(t) + t2(t2 — 34t + 1) AG) () = 0.

— solution 7



Exemple :
eap=nl=n-(n—-1)---2-1

® ay ~ (%)n\/an quand n — oo

e Série génératrice exponentielle

e Série génératrice ordinaire

la factorielle

Z antn —
n




Comment compter?

A. Approches réecursives



Compositions d’entiers

Soit n € N. Une composition de n a k parts est un k-uplet ¢ = (n1,...,ng) ol
n; € {1,2,...} pour touti et ny+---+n,=mn. Le poids de c est w(c) :=n.
Soit a(n) le nombre de compositions de n.

(1) (2) (1,1) 3 =1 (@1,2) ((1,1,1)

Décomposition récursive :

(nl’ T 7nk—1) SI nE = 1

a(n) =a(n—1) +a(n—1)



Arbres binaires

8 noeuds
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Arbres binaires : approche récursive

1. Factorisation

n noeuds

a(n)

— k — 1 noeuds
k noeuds "

n—1

a(n) =) a(k)aln —k—1) a(0) =1

k=0



Arbres binaires : approche récursive

1. Factorisation

n noeuds

a(n)

n —k—1 noeuds

k noeuds
a(n) = ni a(k)a(n —k — 1) a(0) =1
k=0

Série génératrice ordinaire : A(t) = Y >0 a(n)t"

A(t) = 1+ tA(t)?



Arbres binaires : approche récursive

1. Factorisation

n noeuds

a(n)

n —k — 1 noeuds

k noeuds
a(n) = ni a(k)a(n —k —1) a(0) =1
k=0

Série génératrice ordinaire : A(t) = Y >0 a(n)t"

A(t) = 1+ tA(1)?

2. Résolution

1¢1_7

A(t) =

2
( n) t" Nombres de Catalan.
mn



Dictionnaire des séries génératrices ordinaires

Union disjointe AU B A(t) + B®) =) (an 4+ bn)t"
n
Produit cartésien A x B A().B(t) =) _t" > ab;
nidj=n
[(a,b)| = |a| + [b]
1
Suites d’éléments de A =Y A®*  (ag=0)
1 — A(t) ES0
|<Cl,,b,"',2)| — |Cl,| ++ |Z|

Exemple :

A:{e}+/<>\

A(t) = 1 4+ tA)A(R).




Compositions, partitions



Chemins dans un demi-plan

’

l—!_!.l"'"

I'l_l I




Chemins dans un demi-plan : approche récursive




Arbres binaires de recherche

6471523

Soit a(n, k) le nombre de permutations de longueur n menant a £k comparaisons,
et A(t,q) = S paln, k)Lq".

Alors, par décomposition en deux sous-arbres,

0A

1
—(t,q) = A(tq,q)° et A(t,1)=——.
5 (b (tq,q) 1) =1—



Graphes planaires étiqueteés

n sommets

m arétes g
=

an,m

Série génératrice mixte :

xn
o m
Go(l‘,y) E an,m o Yy

n,m=0

xr £C2 2 3$3
L+ 1o+ @)+ @ +3y+30° + 975+



Equations pour les graphes planaires

Soient A = A(x,y) et B = B(x,y) les séries formelles en x et y données par :

A=zy(l4+ B)? et B=uy(l4+ A
La SG des graphes planaires 3-connexes est :

M@mn=x%2< - y _x1+AFu+4ﬂ1‘

_|_
142y 14y (1+ A+ B)3
Soit Y =Y (x,y) la série formelle solution de
M(z,Y 14+Y Y2
(z,Y) 0g + I S
212Y 14y 1+ 2Y
La SG des graphes planaires 2-connexes est :

2y (14 Y (x,
Gz(w,y)=%/o< +1+(a; Z)—1>dz.

Soit F' = F(x,y) la solution de I'équation

F = zexp (yF + %(R:ﬁ) :
xr

La SG des graphes planaires connexes (resp. généraux) est alors :

ey = [T Va0 Goey) = exn(Ga e, v)).

0] U



Comment compter ?

B. Approches bijectives



Arbres binaires

8 noeuds

n-+1



Arbres binaires et chemins (mots) de Dyck

Complétion

\

(n + 1 feuilles)

n noeuds

Codage

aaaabbbabbaababb(b) +——

Mot de Dyck Chemin de Dyck Y.
2n + 1 pas



Arbres binaires et chemins de Dyck

1 2n 1 2n +1
an:n—l—l(n) :2n—|—1( n )
L
Chemin de Dyck ‘e (2n 4+ 1)a, = <2n+ 1)
2n + 1 pas .




Arbres binaires et chemins de Dyck

pas marqué ’

(2n + 1)a,



Animaux sur réseau

Un animal sur le réseau carré




Animaux sur réseau

Un animal sur le réseau carré

Conjecture :

an ~ ku''n~



Animaux sur réseau

One calls these configurations “animals’” since they have a certain similarity with
multicellular living beings which might enter your nightmares if you counted
them too long.

D. STAUFFER

Introduction to percolation theory

The number g4 is also called the number of (lattice) animals since it refers
to the question: “How many different species of multicellular organisms can
Nature form out of s different cells?’. The word is due to HARARY.

D. STAUFFER

Scaling theory of percolation clusters



Animaux dirigés sur réseaux carré et triangulaire

ALK
NN/

source




Animaux dirigés sur réseau triangulaire

Nbre de sommets n Animaux dirigés—e . Qn
1 o 1
5 I
S N 2
/ : /—0 ®* o PS PS i
3 < 10
: e

35



Animaux dirigés sur réseau triangulaire

Nbre de sommets n Animaux dirigés—e

1 o

2 SN

AN R
NV N TN <

< 1,2n
Le nombre d’AD a n cellules est  a, = —( )
2\ n



Animaux dirigés sur réseau triangulaire

< 1,2n
Le nombre d'AD a n cellules est  a, = —( )
2\ n

[Dhar 83]

Preuve bijective 7

1,2
an = 5( n) — Nombre de chemins formés de n pas Nord et n pas Sud, com-
n

mencant par un pas Nord.
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Séries algébriques

e La série formelle A(t) est algébrique (sur Q(¢)) si elle satisfait une équation
polynomiale (non-triviale) :

P(t,A(t)) = 0.

e Généralisation a plusieurs variables :

P(t,u, A(t,u)) = O.



Séries génératrices algébriques
intuition combinatoire

En (trés) gros :

“Une classe d'objets a une série génératrice algébrique si ces objets ont une
structure algébrique : ils admettent une description récursive basée sur la con-
catenation d'objets de méme type plus petits.

Alt) = 1 + tA(t)?




Chemins dans un demi-plan : approche récursive




Quelques mysteres algébriques



Chemins dans un plan incisé

n pas

.
S(’LL,’U,t) = Zijna’(iaja n)uivjtn 1
IJ ) : . .
‘ a(i, j,n)

e Pourquoi S(u,v;t) est-elle algébrique 7 Soit u =1/u et v = 1/v. Alors

(1—2t(1+a)+m)1/2 (1+2t(1 — @) + VI T &)

1/2
1 —t(u+a+v+2) '

S(u,v;t) =

e Pourquoi S; ;(t) := >, a(i,j, n)t" est-elle algébrique pour tous i et j 7

a(1,0;2n+1) =Cop41, a(0,1;2n+1) =4"Cp, a(—1,1;2n) =Chy,...

~

1 2
C, = ( n) = n®M€ hombre de Catalan
n+1\n




Chemins “de Kreweras’ dans un quart de plan

{

n pPas

a(n)

Q(t) :=> a(n)t" ¢

n

e Pourquoi Q(t) est-elle algébrique ? Soit W = ¢(2 + W3). Alors

L @wo)y1-w? 1
Q) =2 1— 3t ot

e Pourquoi a(7,0;n), le nombre de chemins finissant en (7,0), est-il si simple ?

4”(27; —|— 1) <22) <3n —|— 27;)

a(i,0;3n + 2i) = (n+i+1)(2n+2i+ 1)

1 n

[Kreweras 65], [Niederhausen 83], [Gessel 86],
[IMBM 04], [Bernardi 05, in preparation]



Triangulations d’un polygone

1 1

Polygone a 7 cOtés
n triangles

a(i,n)

A(u; t) = X, a(d, n)u't”

e Pourquoi A(u;t) est-elle algébrique 7
Soit U=U(t) =t+ O(t2) tg. U =1t4+2U3. Alors

A(u: t) =%(3— 1— (%— 1) \/1—4uU2/t>.

t

e Pourquoi a(i,n) est-il si simple 7
. N 2n(2i 4+ 1) 2i\ 3n + 2i
a(i+2,2n +14) = (n—l—i—l—l)(2n—|—2i—|—1)<z’)< " )




