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La ombinatoire énumérative...

• C'est quoi ?

• Pour quoi ?

• Comment ?



L'art de ompterCOMPTER [κ õ t e ℄. I. V. tr. 1. Déterminer (une quantité) par le alul ;spéialt. Établir le nombre de ⇒ hi�rer, dénombrer, nombrer. Compter lesmoutons.
Problème générique

A ensemble des moutons
An ensemble des moutons à n pattesQuestionévaluer, estimer, aratériser le nombre

an = |An|.



L'art de ompterCOMPTER [κ õ t e ℄. I. V. tr. 1. Déterminer (une quantité) par le alul ;spéialt. Établir le nombre de ⇒ hi�rer, dénombrer, nombrer. Compter lesmoutons.
Problème générique

A ensemble des moutons
An,p ensemble des moutons à n pattes et p ornesQuestionévaluer, estimer, aratériser le nombre

an,p = |An,p|.



Le oe�ient binomialou la ombinatoire de Monsieur Jourdain

C
p
n = nombre de ombinaisons de p éléments pris parmi n= nombre de sous-ensembles de {1,2, . . . , n} ayant p éléments= (n

p

)

=
n!

p!(n − p)!
=

n(n − 1) · · · (n − p + 1)

p!

Exemple : n = 4, p = 2
(4

2

)

=
4.3.2.1

2.1.2.1
= 6.

{1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {3,4}



Plan des exposés

• Compter quoi, et pour quoi ?

• Qu'est e qu'une (bonne) réponse ?

• Comment ompter ? : approhe réursive, approhe bijetive, exemples.Séries génératries rationnelles, algébriques. Quelques mystères algébriques.

⊳ ⊳ ⋄ ⊲ ⊲

• Un (gros) exemple : triangulations et marhes dans le quart de plan

⊳ ⊳ ⋄ ⊲ ⊲

• Autour de l'énumération : asymptotique, manipulation e�etive de séries,preuves automatiques d'identités, logiiels...



Pourquoi ompter ?

• Probabilités : modèles disrets ; approximation de phénomènes ontinus pardes modèles disrets.
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Pourquoi ompter ?

• Probabilités : modèles disrets ; approximation de phénomènes ontinus pardes modèles disrets.
• Algèbre : strutures dé�nies par générateurs et relations (représentation de

Sn ; fontions symétriques, tableaux de Young...)

• Analyse d'algorithmes : énumération des entrées selon la taille et le oût detraitement → analyse en moyenne.
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Arbres binaires de reherhe

56 6 64 9 40 30 75 12 38

383812



Arbres binaires de reherhe

56 6 64 9 40 30 75 12 38

12
3838



Arbres binaires de reherhe

56 6 64 9 40 30 75 12 38

12
3875



Arbres binaires de reherhe

56 6 64 9 40 30 75 12 38

12
38

12
38

75



Arbres binaires de reherhe

30

56 6 64 9 40 30 75 12 38

12
38

75



Arbres binaires de reherhe

56 6 64 9 40 30 75 12 38

12
38

12
38

30
7575



Arbres binaires de reherhe

56 6 64 9 40 30 75 12 38

12
38

4030
75
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Arbres binaires de reherhe

56 6 64 9 40 30 75 12 38
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Pourquoi ompter ?

• Probabilités : modèles disrets ; approximation de phénomènes ontinus pardes modèles disrets.
• Algèbre : strutures dé�nies par générateurs et relations (représentation de

Sn ; fontions symétriques, tableaux de Young...)

• Analyse d'algorithmes : énumération des entrées selon la taille et le oût detraitement → analyse en moyenne.
• Physique statistique : modèles disrets dérivant les interations entre om-posants mirosopiques → prédition du omportement marosopique



Un modèle de ristal ferromagnétique [Lenz℄ : le modèle d'IsingÀ une éhelle mirosopique...
N atomes

But : Caluler la somme suivante, portant sur tous les oloriages possibles dessommets :

Z(N) =
∑onf. x•−•,où x est un nombre dépendant de la température et du matériau.



Pourquoi ompter ?

• Probabilités : modèles disrets ; approximation de phénomènes ontinus pardes modèles disrets.
• Algèbre : strutures dé�nies par générateurs et relations (représentation de

Sn ; fontions symétriques, tableaux de Young...)

• Analyse d'algorithmes : énumération des entrées selon la taille et le oût detraitement → analyse en moyenne.
• Physique statistique : modèles disrets dérivant les interations entre om-posants mirosopiques → prédition du omportement marosopique

• Pour éluider la struture des objets



Une réponse (première partie)Expression
• an = 3n−1

• an =
n
∑

k=0

(n

k

)2(n + k

k

)
2

→ simpli�ation ?

• am,n,p = det
[(

m+n
m+i−j

)]

16i,j6p
→ évaluation ?

Relation de réurrene

• n3an−1 − (17n2 + 17n + 5)(2n + 1)an + (n + 1)3an+1 = 0 → solution ?

Estimation asymptotique

• an ∼ κ (17 + 12
√

2)n n−3/2 • an ∼ κ
√

2 +
√

2
n

n11/32



Une réponse (première partie)Expression
• an = 3n−1

• an =
∑n

k=0

(

n
k

)2(n+k
k

)2 → simpli�ation ?

• am,n,p = det
[(

m+n
m+i−j

)]

16i,j6p
→ évaluation ? m

∏

i=1

n
∏

j=1

p
∏

k=1

i + j + k − 1

i + j + k − 2

Relation de réurrene

• n3an−1 − (17n2 + 17n + 5)(2n + 1)an + (n + 1)3an+1 = 0 → solution ?

Estimation asymptotique

• an ∼ κ (17 + 12
√

2)n n−3/2 • an ∼ κ
√

2 +
√

2
n

n11/32



Chemins auto-évitants : réseau hexagonal

Conjeture :

an ∼ κ

√

2 +
√

2
n

n11/32



Chemins auto-évitants : réseau arré

Conjeture :

an ∼ κ µn n11/32



Séries génératries

La série génératrie ordinaire des objets de A, omptés selon leur taille, est

A(t) =
∑

n>0

antn =
∑

a∈A
t|a|.

H. Wilf : �A lothesline on whih we hang up a sequene of numbers for display�.La série génératrie exponentielle des objets de A, omptés selon leur taille,est

A(t) =
∑

n>0

an
tn

n!
=

∑

a∈A

t|a|

|a|!
.

Plusieurs variables : possibilité de séries mixtes
A(x, y) =

∑

n,m>0

an,m
xn

n!
ym

(graphes à n sommets et m arêtes par exemple).



Séries formelles : A(t) =
∑

n>0

antn.

Somme A(t) + B(t) =
∑

n>0

(an + bn)t
n

Produit A(t).B(t) =
∑

n>0

tn
∑

i+j=n

aibj

Quasi-inverse 1

1 − A(t)
=

∑

n>0

A(t)n (si a0 = 0)

Substitution B(A(t)) =
∑

n>0

bnA(t)n (si a0 = 0)

Dérivée A′(t) =
∑

n>1

nantn−1.

Remarque : si les séries ont un rayon de onvergene stritement positif, esopérations oïnident ave les opérations usuelles sur les fontions d'une vari-able omplexe.



Une réponse (deuxième partie)Expression de la série génératrie

• A(t) = 1
1−t−t2

(Fibonai)
• A(t) = (1 − t)



1 − 2
√

2

3
√

2−
√

(1+t)/(1−t)(1−t+
√

1−6t+t2)





• A(t) = 1
(1−t)(1−t2)(1−t3)(1−t4)···Équation fontionnelle

• Algébrique

t3A(t)4 + t2(3 + 4t)A(t)3 + t(3 − 29t + 6t2)A(t)2 + (1 − 7t + 29t2 + 4t3)A(t)− (1 − t)3 = 0

• Di�érentielle (linéaire)

(t − 5)A(t) + (7t2 − 112t + 1)A′(t) + 3t(2t2 − 51t + 1)A′′(t) + t2(t2 − 34t + 1)A(3)(t) = 0.

→ solution ?



Exemple : la fatorielle

• an = n! = n · (n − 1) · · ·2 · 1

• an ∼
(

n
e

)n √
2πn quand n → ∞

• Série génératrie exponentielle
∑

n
an

tn

n!
=
∑

n
tn =

1

1 − t
.

• Série génératrie ordinaire
∑

n
antn =

1

1 − t

1 − t

1 − 2t

1 − 2t

1 − 3t

1 − · · ·



Comment ompter?

A. Approhes réursives



Compositions d'entiersSoit n ∈ N . Une omposition de n à k parts est un k-uplet c = (n1, . . . , nk) où

ni ∈ {1,2, . . .} pour tout i et n1 + · · · + nk = n. Le poids de c est w(c) := n.Soit a(n) le nombre de ompositions de n.
(1,1)(1) (1,2) (1,1,1)(2,1)(3)(2)

Déomposition réursive :

(n1, . . . , nk) 7→
{

(n1, . . . , nk−1, nk − 1) si nk > 1
(n1, . . . , nk−1) si nk = 1

a(n) = a(n − 1) + a(n − 1)



Arbres binaires

8 noeuds



Nbre de sommets n 12
5

14

Arbres an12
3

4

42



Arbres binaires : approhe réursive1. Fatorisation
a(n)

n noeuds

k noeuds n − k − 1 noeuds

a(n) =
n−1
∑

k=0

a(k)a(n − k − 1) a(0) = 1



Arbres binaires : approhe réursive1. Fatorisation
a(n)

n noeuds

k noeuds n − k − 1 noeuds

a(n) =
n−1
∑

k=0

a(k)a(n − k − 1) a(0) = 1

Série génératrie ordinaire : A(t) =
∑

n>0 a(n)tn

A(t) = 1 + tA(t)2



Arbres binaires : approhe réursive1. Fatorisation
a(n)

n noeuds

k noeuds n − k − 1 noeuds

a(n) =
n−1
∑

k=0

a(k)a(n − k − 1) a(0) = 1Série génératrie ordinaire : A(t) =
∑

n>0 a(n)tn

A(t) = 1 + tA(t)22. Résolution

A(t) =
1 −

√
1 − 4t

2t
=

∑

n>0

1

n + 1

(2n

n

)

tn Nombres de Catalan.



Ditionnaire des séries génératries ordinaires

Union disjointe A ∪ B A(t) + B(t) =
∑

n
(an + bn)t

n
Produit artésien A× B A(t).B(t) =

∑

n
tn

∑

i+j=n

aibj

|(a, b)| = |a| + |b|

Suites d'éléments de A 1

1 − A(t)
=

∑

k>0

A(t)k (a0 = 0)

|(a, b, · · · , z)| = |a| + · · · + |z|Exemple : = {ǫ} +

A(t) = 1 + tA(t)A(t).



Compositions, partitions



Chemins dans un demi-plan



Chemins dans un demi-plan : approhe réursive

+

+

= +

+tC(t) tC(t)

t2C(t)2+

=C(t) 1 +

cn =
1

n + 2

(2n + 2

n + 1

)



Arbres binaires de reherhe
5

7
6

2
1

6 4 7 1 5 2 3

4
3

Soit a(n, k) le nombre de permutations de longueur n menant à k omparaisons,et A(t, q) =
∑

n,k a(n, k)tn

n!q
k.Alors, par déomposition en deux sous-arbres,

∂A

∂t
(t, q) = A(tq, q)2 et A(t,1) =

1

1 − t
.



Graphes planaires étiquetés
1 2

3

5
678 9 1310 12

411
14an,m

m arêtesn sommets

Série génératrie mixte :

G0(x, y) =
∑

n,m>0

an,m
xn

n!
ym

= 1 + 1.
x

1!
+ (1 + y)

x2

2!
+ (1 + 3y + 3y2 + y3)

x3

3!
+ · · ·



Équations pour les graphes planairesSoient A ≡ A(x, y) et B ≡ B(x, y) les séries formelles en x et y données par :

A = xy(1 + B)2 et B = y(1 + A)2.La SG des graphes planaires 3-onnexes est :

M(x, y) = x2y2

(

1

1 + xy
+

y

1 + y
− (1 + A)2(1 + B)2

(1 + A + B)3

)

.Soit Y ≡ Y (x, y) la série formelle solution de

M(x, Y )

2x2Y
− log

(

1 + Y

1 + y

)

+
xY 2

1 + xY
= 0.La SG des graphes planaires 2-onnexes est :

G2(x, y) =
x2

2

∫ y

0

(

1 + Y (x, z)

1 + z
− 1

)

dz.Soit F ≡ F(x, y) la solution de l'équation
F = x exp

(

yF +
∂G2

∂x
(F, y)

)

.La SG des graphes planaires onnexes (resp. généraux) est alors :
G1(x, y) =

∫ x

0

F(u, y)

u
du G0(x, y) = exp(G1(x, y)).



Comment ompter ?

B. Approhes bijetives



Arbres binaires

8 noeuds

an =
1

n + 1

(2n

n

)



Arbres binaires et hemins (mots) de Dyk

Complétion

Codage

Mot de Dyk
n noeuds

Chemin de Dyk
2n + 1 pas

(n + 1 feuilles)
aaaabbbabbaababb(b)



Arbres binaires et hemins de Dyk

Chemin de Dyk
an =

1

n + 1

(2n

n

)

(2n + 1)an =
(2n + 1

n

)

=
1

2n + 1

(2n + 1

n

)

2n + 1 pas



Arbres binaires et hemins de Dyk

pas marqué
(2n + 1)an

(2n + 1

n

)



Animaux sur réseau

Un animal sur le réseau arré



Animaux sur réseau

Un animal sur le réseau arréConjeture :

an ∼ κµn n−1



Animaux sur réseau

One alls these on�gurations �animals� sine they have a ertain similarity withmultiellular living beings whih might enter your nightmares if you ountedthem too long.
D. STAUFFERIntrodution to perolation theory

The number gst is also alled the number of (lattie) animals sine it refersto the question: �How many di�erent speies of multiellular organisms anNature form out of s di�erent ells?�. The word is due to HARARY.

D. STAUFFERSaling theory of perolation lusters



Animaux dirigés sur réseaux arré et triangulaire

soure



Animaux dirigés sur réseau triangulaire

3
12

4

1
2

35

anAnimaux dirigésNbre de sommets n

10



Animaux dirigés sur réseau triangulaire

=
1

2

(2

1

)

=
1

2

(4

2

)

=
1

2

(8

4

)

=
1

2

(6

3

)3
12

4

1
2

35

anAnimaux dirigésNbre de sommets n

10

Le nombre d'AD à n ellules est an =
1

2

(2n

n

)



Animaux dirigés sur réseau triangulaire

Le nombre d'AD à n ellules est an =
1

2

(2n

n

)

[Dhar 83℄Preuve bijetive ?
an =

1

2

(2n

n

) = Nombre de hemins formés de n pas Nord et n pas Sud, om-mençant par un pas Nord.





















Séries algébriques

• La série formelle A(t) est algébrique (sur Q (t)) si elle satisfait une équationpolynomiale (non-triviale) :
P(t, A(t)) = 0.

• Généralisation à plusieurs variables :
P(t, u, A(t, u)) = 0.



Séries génératries algébriques :intuition ombinatoire

En (très) gros :�Une lasse d'objets a une série génératrie algébrique si es objets ont unestruture algébrique : ils admettent une desription réursive basée sur la on-atenation d'objets de même type plus petits.
= +

A(t) = 1 + tA(t)2

ǫ



Chemins dans un demi-plan : approhe réursive

+

+

= +

+tC(t) tC(t)

t2C(t)2+

=C(t) 1 +

cn =
1

n + 2

(2n + 2

n + 1

)



Quelques mystères algébriques



Chemins dans un plan inisé

i
j

S(u, v, t) :=
∑

i,j,n a(i, j, n)uivjtn

a(i, j, n)

n pas

• Pourquoi S(u, v; t) est-elle algébrique ? Soit ū = 1/u et v̄ = 1/v. Alors

S(u, v; t) =

(

1 − 2t(1 + ū) +
√

1 − 4t
)1/2 (

1 + 2t(1 − ū) +
√

1 + 4t
)1/2

1 − t(u + ū + v + v̄)
.

• Pourquoi Si,j(t) :=
∑

n a(i, j;n)tn est-elle algébrique pour tous i et j ?

a(1,0; 2n + 1) = C2n+1, a(0,1; 2n + 1) = 4nCn, a(−1,1; 2n) = C2n . . .

Cn =
1

n + 1

(2n

n

)

= nème nombre de Catalan



Chemins �de Kreweras� dans un quart de plan

Q(t) :=
∑

n

a(n)tn

a(n)

n pas

• Pourquoi Q(t) est-elle algébrique ? Soit W = t(2 + W3). Alors

Q(t) = 2
(1/W − 1)

√

1 − W2

1 − 3t
− 1

t
.

• Pourquoi a(i,0;n), le nombre de hemins �nissant en (i,0), est-il si simple ?

a(i,0; 3n + 2i) =
4n(2i + 1)

(n + i + 1)(2n + 2i + 1)

(2i

i

)(3n + 2i

n

)

[Kreweras 65℄, [Niederhausen 83℄, [Gessel 86℄,[MBM 04℄, [Bernardi 05, in preparation℄



Triangulations d'un polygone
2

a(i, n)

n trianglesPolygone à i �tés 12
3 5 6

7
4A(u; t) =

∑

i,n a(i, n)uitn

3
4 5 6

71

• Pourquoi A(u; t) est-elle algébrique ?Soit U ≡ U(t) = t + O(t2) tq. U = t + 2U3. Alors
A(u; t) =

1

2

(

u

t
− 1 −

(

u

U
− 1

)
√

1 − 4uU2/t

)

.

• Pourquoi a(i, n) est-il si simple ?

a(i + 2,2n + i) =
2n(2i + 1)

(n + i + 1)(2n + 2i + 1)

(2i

i

)(3n + 2i

n

)


