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Résumé de l'épisode préédent

• Approhe réursive ; équations sur les séries génératries

• Approhe bijetive
• L'exemple des arbres binaires et des hemins de Dyk : équations algébriques/lemme ylique

• Quelques mystères algébriques



Il était une fois...

Triangulations

et hemins dans un quart de plan



Chemins �de Kreweras� dans un quart de plan

j

i

n pas

q(i, j, n)

Q(u, v; t) :=
∑

i,j,n

q(i, j;n)uivjtn



Chemins �de Kreweras� dans un quart de plan

j

i

n pas

q(i, j, n)

Q(u, v; t) :=
∑

i,j,n

q(i, j;n)uivjtn

• Pourquoi Q(u, v; t) est-elle algébrique ? Soit W = t(2 + W3). Alors

Q(u, v; t) =
(1/W − ū)

√

1 − uW2 + (1/W − v̄)
√

1 − vW2

uv − t(u + v + u2v2)
−

1

uvt
.



Chemins �de Kreweras� dans un quart de plan

j

i

n pas

q(i, j, n)

Q(u, v; t) :=
∑

i,j,n

q(i, j;n)uivjtn

• Pourquoi Q(u, v; t) est-elle algébrique ? Soit W = t(2 + W3). Alors

Q(u, v; t) =
(1/W − ū)

√

1 − uW2 + (1/W − v̄)
√

1 − vW2

uv − t(u + v + u2v2)
−

1

uvt
.

• Pourquoi q(i,0;n), le nombre de hemins �nissant en (i,0), est-il si simple ?

q(i,0; 3n + 2i) =
4n(2i + 1)

(n + i + 1)(2n + 2i + 1)

(2i

i

)(3n + 2i

n

)

[Kreweras 65℄, [Niederhausen 83℄, [Gessel 86℄,[MBM 04℄, [Bernardi 05, en préparation℄



Triangulations d'un polygone

n trianglesPolygone à i �tés
t(i, n)

T(u; t) =
∑

i,n

t(i + 2, n)uitn

1 2
345
6

7



Triangulations d'un polygone

n trianglesPolygone à i �tés
t(i, n)

T(u; t) =
∑

i,n

t(i + 2, n)uitn

1 2
345
6

7
• Pourquoi T(u; t) est-elle algébrique ?Soit U tq. U(0) = 0 et U = t + 2U3. Alors

T(u; t) =
1

2u2

(

u

t
− 1 −

(

u

U
− 1

)
√

1 − 4uU2/t

)

.

• Pourquoi t(i, n) est-il si simple ?

t(i + 2,2n + i) =
2n(2i + 1)

(n + i + 1)(2n + 2i + 1)

(2i

i

)(3n + 2i

n

)

[Mullin 65℄, [Poulalhon-Shae�er 03℄



Chemins et triangulations...

q(i,0; 3n + 2i) = 2n t(i + 2,2n + i)

=
4n(2i + 1)

(n + i + 1)(2n + 2i + 1)

(2i

i

)(3n + 2i

n

)

Exemple : pour i = 0

21



A. Énumération réursive des triangulations

[Mullin 65℄



Séries génératries

• Pour i > 2, soit t(i, n) le nombre de triangulations d'un polygone à i �tés en

n triangles
• Soit T(t, u) la série génératrie assoiée :

T(u, t) =
∑

i,n>0

t(i + 2, n) tn ui

=
∑

i>0

ui Ti(t)

• En partiulier,

T(0, t) = T0(t) = 1 + t2 + 4t4 + O(t6)ompte les triangulations d'un digone.

Notation : T(u, t) ≡ T(u) et Ti(t) ≡ Ti



2
3

1
0Nombre de triangles

1

u

1 + 2u2

4u + 5u3

T(u, t) = 1 + tu + t2(1 + 2u2) + t3(4u + 5u2) + t4(4 + 15u2 + 14u4) + O(t5)



Une équation fontionnelle

Ti : Polygones à i + 2 �tés
=

Ti = 1i=0 +
+



Une équation fontionnelle

Ti : Polygones à i + 2 �tés
��
��
��
��= +

Ti = 1i=0 +
+



Une équation fontionnelle

Ti : Polygones à i + 2 �tés
��
��
��
��= +

Ti = 1i=0 +
+

+t
∑

k+ℓ=i−1

TkTℓ



Une équation fontionnelle

Ti : Polygones à i + 2 �tés
��
��
��
��= +

Ti = 1i=0 +
+
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k+ℓ=i−1

TkTℓ t Ti+1+



Une équation fontionnelle

Ti : Polygones à i + 2 �tés
��
��
��

��
��
��= +

Ti = 1i=0 +
+

t
∑

k+ℓ=i−1

TkTℓ t Ti+1+

= 1 +T (u) = +
∑

i>0 Ti ui

t
T (u) − T (0)

u
tu T (u)2



Une équation fontionnelle bizarre

T(u) = 1 + tuT(u)2 + t
T(u) − T(0)

u

• Faire u = 0 ?



Une équation fontionnelle bizarre

T(u) = 1 + tuT(u)2 + t
T(u) − T(0)

u

• Faire u = 0 ?

• La �réurrene� sur les Ti n'en est pas une :
T0 = 1 + tT1, T1 = tT2

0 + tT2, T2 = 2tT0T1 + tT3, . . .Elle ne dé�nit omplètement les Ti qu'en tant que séries formelles en t



Une équation fontionnelle bizarre

T(u) = 1 + tuT(u)2 + t
T(u) − T(0)

u

• Faire u = 0 ?

• La �réurrene� sur les Ti n'en est pas une :
T0 = 1 + tT1, T1 = tT2

0 + tT2, T2 = 2tT0T1 + tT3, . . .Ne dé�nit omplètement les Ti qu'en tant que séries formelles en t

• Pourquoi la solution est-elle don algébrique ?
T(u; t) =

1

2u2

(

u

t
− 1 −

(

u

U
− 1

)
√

1 − 4uU2/t

)

,ave U tq. U(0) = 0 et U = t + 2U3.



La �méthode quadratique� de Brown tirée au lair

• On part d'une équation
P(T(u), T0, t, u) = 0où P(x, y, t, v) est un polyn�me, T(u) ≡ T(u; t) une série formelle en t à oe�-ients polynomiaux en u et T0 = T(0).

• Pour toute série U ≡ U(t) telle que� la série T(U) ≡ T(U, t) est bien dé�nie,� ∂P
∂x (T(U), T0t, U) = 0,on a

∂P

∂v
(T(U), T0, t, U) = 0.Et bien sûr

P(T(U), T0, t, U) = 0.



Cas des triangulations

• Équation de départ :
P(T(u), T0, t, u) = uT(u) − u − tu2T(u)2 − t(T(u) − T0) = 0

• Première dérivée :
∂P

∂x
(T(u), T0, t, u) = u − 2tu2T(u) − t

⇒ Il existe une (unique) série formelle U ≡ U(t) telle que

U = t + 2tU2T(U ; t)Don on a

P(T(U), T0, t, U) = UT(U) − U − tU2T(U)2 − t(T(U) − T0) = 0

∂P
∂x (T(U), T0, t, U) = U − 2tU2T(U) − t = 0

∂P
∂v (T(U), T0, t, U) = T(U) − 1 − 2tUT(U) = 0

⇒ 3 équations algébriques liant les séries T(U), T0 et U .



Série génératrie des triangulations

• Soit U ≡ U(t) l'unique série formelle en t telle que U(0) = 0 et

U = t + 2U3.Alors

T(u; t) =
1

2u2

(

u

t
− 1 −

(

u

U
− 1

)
√

1 − 4uU2/t

)

• Développement en u ⇒ SG des polygones à i + 2 �tés :

Ti =
U2i+1

ti+2

(

tCi − U3Ci+1

)

où Ci =
(

2i
i

)

/(i + 1) est le ième nombre de Catalan.



Le nombre de triangulationsFormule d'inversion de LagrangeSoit Φ(t) une série formelle, et U ≡ U(t) l'unique série sans terme onstanttelle que
U = tΦ(U)Alors pour N > 0, k > 0, le oe�ient de tN dans Uk est :

[tN ]Uk =
k

N
[tN−k]

(

Φ(t)N
)

Preuve : double omptage d'arbres généraux par l'approhe réursive et lelemme ylique.



Le nombre de triangulationsFormule d'inversion de LagrangeSoit Φ(t) une série formelle, et U ≡ U(t) l'unique série sans terme onstanttelle que
U = tΦ(U) U =

t

1 − 2U2Alors pour N > 0, k > 0,
[tN ]Uk =

k

N
[tN−k]

(

Φ(t)N
)

=
k 2n

k + 2n

(k + 3n − 1

n

) si N = k + 2n

Puisque

Ti =
U2i+1

ti+2

(

tCi − U3Ci+1

)

,alors

t(i + 2,2n + i) =
2n(2i + 1)

(n + i + 1)(2n + 2i + 1)

(2i

i

)(3n + 2i

n

)



Un peu de reul :Équations polynomiales à une variable atalytiqueSoit T(u; t) =
∑

i Ti(t)u
i une série formelle en t à oe�ients polynomiaux en

u, dé�nie par une équation �bien fondée� de la forme

P(T(u), T0, T1, . . . , Tk, t, u) = 0.Alors T(u; t) est algébrique.
⊳ ⊳ ⋄ ⊲ ⊲

⇒ Nouveau ritère d'algébriité
⇒ Appliation à de très nombreuses familles de artes (et autres).

[mbm-Jehanne 05℄



B. Énumération réursive des hemins de Kreweras(ébauhe)[Kreweras 65℄, [Niederhausen 83℄, [Gessel 86℄,[mbm 04℄

j

i



Séries génératries

• Pour i, j, n > 0, soit q(i, j;n) le nombre de hemins de K. de longueur n�nissant en (i, j)

• Soit Q(x, y; t) la série génératrie assoiée :

Q(x, y; t) =
∑

i,j,n>0

q(i, j;n) xiyj tn

• En partiulier,

Q(x,0; t) =
∑

i,n>0

q(i,0;n)xi tnompte les hemins �nissant sur l'axe horizontal.

Notation : Q(x, y; t) ≡ Q(x, y)



Une équation fontionnelle

= + + +



Une équation fontionnelle

=

=Q(x, y) 1 +
+ + +



Une équation fontionnelle

=

=Q(x, y) 1 +
+ + +

+Q(x, y) txy



Une équation fontionnelle

=

=Q(x, y) 1 +
+ + +

+Q(x, y) txy +t

y
(Q(x, y) − Q(x,0))

sauf



Une équation fontionnelle

=

=Q(x, y) 1 +
+ + +

+Q(x, y) txy +t

y
(Q(x, y) − Q(x,0))

t

x
(Q(x, y) − Q(0, y))

sauf



Une équation fontionnelle bizarre

(xy − t(x + y + x2y2))Q(x, y) = xy − txQ(x,0) − tyQ(0, y)

Équation linéaire à deux variables atalytiques, u et vPourquoi la solution est elle algébrique ?
= + + +



Quelques ingrédients de la preuve

(xy − t(x + y + x2y2))Q(x, y) = xy − txQ(x,0) − tyQ(0, y)

• Cherher à annuler le noyau (xy − t(x + y + x2y2))

(x̄ȳ, y)

(x̄ȳ, x)

(x, y)

(x, x̄ȳ)

(y, x̄ȳ)

(y, x)

Φ

ΨΦ

Ψ

Φ Ψ

• Le groupe assoié à e noyau est �ni (ordre 6)
• Les fontions symétriques des raines Y0 et Y1 dunoyau ne ontiennent que des puissanes négatives de
x

Y0 + Y1 =
x̄

t
− x̄2 et Y0Y1 = x̄ave x̄ = 1/x.



Un peu de reul :Équations linéaires à deux variables atalytiques (ou plus)

Chemins dans le quart de planChemins de Kreweras :
(xy − t(x + y + x2y2))Q(x, y) = xy − txQ(x,0) − tyQ(0, y)Pas Nord, Sud, Est, Ouest :

(xy − t(x + y + x2y + xy2))Q(x, y) = xy − txQ(x,0) − tyQ(0, y)

• Cherher à annuler le noyau (oe�ient de Q(x, y))
• Étudier le groupe assoié au noyau
⇒ La solution n'est pas toujours algébrique (hemins N,S,E,O), mais elle est(peut-être) holonome dès que le groupe est �ni.[Fayolle, Iasnogorodski, Malyshev 99℄



C. Triangulations et hemins du quart de plan :Un lien ombinatoire

[Bernardi 05℄



Objetif

Expliquer ombinatoirement les deux identités suivantes (as i = 0):

q(0,0; 3n) =
4n

(n + 1)(2n + 1)

(3n

n

)

= 2n t(2; 2n)

21

Note : 2n triangles ⇔ n + 2 sommets ⇔ 3n + 1 arêtes



C1. Quelques transformations élémentaires



Retournons les hemins

a

b

c

w = aaaabbcbcbbccac

• Dans tout pré�xe w′ de w, il y a- plus de a que de c, |w′|a > |w′|c- plus de b que de c, |w′|b > |w′|c

• Ces inégalités sont des égalités si w′ = w.



Généralisation : hemins dans un demi-plan

w = aaaacabbbbccabbcbcbbccac

a

b

c

∆

• Dans tout pré�xe w′ de w,
|w′|a + |w′|b > 2|w′|c

• Cette inégalité devient une égalité si w′ = w.



Généralisation : hemins dans un demi-plan

w = aaaacabbbbccabbcbcbbccac

a

b

c

∆

• Dans tout pré�xe w′ de w,
|w′|a + |w′|b > 2|w′|c

• Cette inégalité devient une égalité si w′ = w.
• Failes à ompter ! (lemme ylique) Chemins à 3n pas dont n pas diagonaux :

4n

2n + 1

(3n

n

)



Triangulations d'un digone et d'un triangle
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= t(3,2n − 1)t(2,2n)



Le vrai visage d'une triangulation

Une arte enrainée sur la sphère



Carte duale d'une triangulation



Carte duale d'une triangulation



Carte duale d'une triangulation



Carte duale d'une triangulation

arête raine
ontration d'arête

Carte ubique (sommets de degré 3) à 3n arêtes ⇔ 2n sommets



C2. Une bijetion

q(0,0; 3n) =
4n

(n + 1)(2n + 1)

(3n

n

)

= 2n t(2; 2n)



Arbres d'explorationUn arbre ouvrant d'une arte ubique est d'exploration si� toute arête qui n'est pas dans l'arbre relie un sommet à l'un de ses anêtres� l'arête raine n'est pas dans l'arbre

NONOUI



Une bijetion...

... entre� les hemins dans le demi-plan (longueur 3n)� les artes ubiques portant un arbre d'exploration et une arête marquée, situéeen dehors de l'arbre (2n sommets).Prinipe : leture du hemin (mot) lettre à lettre → onstrution réursived'une arte à pattes et d'un arbre ouvrant



Une bijetionExemple :
w = aaaabbcbcaaccac
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Une bijetionExemple :
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Une bijetionExemple :
w = aaaabbcbcaaccac



Une bijetion

Théorème [Bernardi 05℄
• Cette transformation Φ est une bijetion entre� les hemins dans le demi-plan (longueur 3n)� les artes ubiques portant un arbre d'exploration, dont une arête, située endehors de l'arbre, est marquée (2n sommets).
• De plus, w est un hemin de Kreweras (-à-d. on�né dans le quart de plan)ssi l'arête marquée de Φ(w) est l'arête raine.



• De plus, w est un hemin de Kreweras (-à-d. on�né dans le quart de plan)ssi l'arête marquée de Φ(w) est l'arête raine.Preuve : Dans tout pré�xe w′ de w,

|w′|a > |w′|c et |w′|b > |w′|c

L'opérateur a rée une patte à gauhe de la raine

L'opérateur b rée une patte à droiteL'opérateur c �onsomme� une patte à droite et une à gauhe
⇒ La patte raine ne disparaît pas.



Le as des hemins du quart de planExemple :
w = aaaabbcbcbbccac
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Le as des hemins du quart de planExemple :
w = aaaabbcbcbbccac



Corollaire énumératif : omptage des hemins de Kreweras

Chemins du demi-planLongueur 3n

2n sommets

Chemins du quart de planLongueur 3n

Cartes ubiques + arbre+ arête marquée hors de l'arbre Cartes ubiques + arbre

2n sommets

qn(0,0,3n) =

bij. bij.
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Corollaire énumératif : omptage des hemins de Kreweras

Chemins du demi-planLongueur 3n

2n sommets

Chemins du quart de planLongueur 3n

Cartes ubiques + arbre+ arête marquée hors de l'arbre
4n

(n + 1)(2n + 1)

(3n

n

)

4n

2n + 1

(3n

n

)

Cartes ubiques + arbre

2n sommets

4n

2n + 1

(3n

n

)

3n arêtes, dont 2n − 1 dans l'arbre

qn(0,0,3n) =

bij. bij.

diviser par
n + 1



Corollaire énumératif : omptage des hemins de Kreweras

Chemins du demi-planLongueur 3n

2n sommets

Chemins du quart de planLongueur 3n
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4n

2n + 1
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n

)

3n arêtes, dont 2n − 1 dans l'arbre

qn(0,0,3n) =

bij. bij.

diviser par
n + 1



Comptage des artes ubiquesDéjà vu : Le nombre de artes ubiques à 2n sommets portant un arbred'exploration est :
4n

(n + 1)(2n + 1)

(3n

n

)



Comptage des artes ubiquesDéjà vu : Le nombre de artes ubiques à 2n sommets portant un arbred'exploration est :
4n

(n + 1)(2n + 1)

(3n

n

)

Prop. Toute arte ubique à 2n sommets admet 2n arbres d'exploration (neontenant pas la raine).Exemple : n=3



Comptage des artes ubiquesDéjà vu : Le nombre de artes ubiques à 2n sommets portant un arbred'exploration est :
4n

(n + 1)(2n + 1)

(3n

n

)

Prop. Pour toute arte ubique de taille n (3n arêtes) il existe 2n arbresd'exploration (ne ontenant pas la raine).Exemple : n=3

Corollaire : Il y a

2n

(n + 1)(2n + 1)

(3n

n

)

artes ubiques à 2n sommets.



Quelques perspetives

• Chemins et triangulations : as général

q(i,0; 3n + 2i) = 2n t(i + 2,2n + i)

=
4n(2i + 1)

(n + i + 1)(2n + 2i + 1)

(2i

i

)(3n + 2i

n

)

• Dérire la onstrution sur les hemins eux-mêmes



Corollaire énumératif : omptage des hemins de Kreweras

Chemins du demi-planLongueur 3n

2n sommets

Chemins du quart de planLongueur 3n

Cartes ubiques + arbre+ arête marquée hors de l'arbre
4n

(n + 1)(2n + 1)

(3n

n

)

4n

2n + 1

(3n

n

)

Cartes ubiques + arbre

2n sommets

4n

(n + 1)(2n + 1)

(3n

n

)

4n

2n + 1

(3n

n

)

3n arêtes, dont 2n − 1 dans l'arbre

qn(0,0,3n) =

bij. bij.

diviser par
n + 1

?



Quelques perspetives

• Chemins et triangulations : as général

q(i,0; 3n + 2i) = 2n t(i + 2,2n + i)

=
4n(2i + 1)

(n + i + 1)(2n + 2i + 1)

(2i

i

)(3n + 2i

n

)

• Dérire la onstrution sur les hemins eux-mêmes

• Autres familles de artes ?


