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A. Un peu d'asymptotique



L'art de ompterCOMPTER [κ õ t e ℄. I. V. tr. 1. Déterminer (une quantité) par le alul ;spéialt. Établir le nombre de ⇒ hi�rer, dénombrer, nombrer. Compter lesmoutons.
Problème générique

A ensemble des moutons
An ensemble des moutons à n pattesQuestionestimer, évaluer, aratériser le nombre

an = |An|.



L'art de ompter... approximativementCOMPTER [κ õ t e ℄. I. V. tr. 1. Déterminer (une quantité) par le alul ;spéialt. Établir le nombre de ⇒ hi�rer, dénombrer, nombrer. Compter lesmoutons.
Problème générique

A ensemble des moutons
An ensemble des moutons à n pattesQuestionestimer

an = |An|.

an ∼ fn, an = O(fn), an 6 fnoù fn est une fontion �simple� de n.



Pourquoi faire de l'énumération approhée ?

• C'est moins dur que l'énumération exate



Chemins auto-évitants : réseau arré

Théoreme [Hammersley-Welsh 62℄ : Il existe µ et β tels que
µn

6 an 6 µn β
√

n

Conjeture :

an ∼ κ µn n11/32



Pourquoi faire de l'énumération approhée ?(même quand on sait faire de l'énumération exate...)

• C'est moins dur
• C'est (parfois) plus informatif



Chemins auto-évitants : universalité

Conjeture :

a
(c)
n ∼ κc µc

n n11/32

a
(t)
n ∼ κt µt

n n11/32

a
(h)
n ∼ κh µh

n n11/32 ave µh =
√

2 +
√

2



Animaux dirigés : universalité

soureThéorème : Énumération exate
⇒















a
(c)
n ∼ κc 3

n n−1/2

a
(t)
n ∼ κt 4

n n−1/2

Conjeture :

a
(h)
n ∼ κh µn n−1/2



Pourquoi faire de l'énumération approhée ?(même quand on sait faire de l'énumération exate...)

• C'est moins dur
• C'est (parfois) plus informatif
• Pour omparer des lasses d'objets



Animaux sur réseau

Un animal sur le réseau arré



Enore des animaux...

• Pour une famille plus générale que les animaux dirigés (sur réseau arré)

A(t) =
Q

(1 − Q)



1 −
∑

k>1

Qk+1

1 − Qk(1 + Q)





,

où

Q(t) =
1 − t −

√

(1 + t)(1 − 3t)

2test la SG de ertains animaux dirigés.



Enore des animaux...

• Pour une famille plus générale que les animaux dirigés (sur réseau arré)

A(t) =
Q

(1 − Q)



1 −
∑

k>1

Qk+1

1 − Qk(1 + Q)





,

où

Q(t) =
1 − t −

√

(1 + t)(1 − 3t)

2test la SG des animaux dirigés.
• Asymptotique ?

an ∼ κµn ave µ = 3.58789436...



Enore des animaux...

• Pour une famille plus générale que les animaux dirigés (sur réseau arré)

A(t) =
Q

(1 − Q)



1 −
∑

k>1

Qk+1

1 − Qk(1 + Q)





,

où

Q(t) =
1 − t −

√

(1 + t)(1 − 3t)

2test la SG des animaux dirigés.
• Asymptotique ?

an ∼ κµn ave µ = 3.58789436...

• À omparer ave� les animaux dirigés κ3n/
√

n



Enore des animaux...

• Pour une famille plus générale que les animaux dirigés (sur réseau arré)

A(t) =
Q

(1 − Q)



1 −
∑

k>1

Qk+1

1 − Qk(1 + Q)





,

où

Q(t) =
1 − t −

√

(1 + t)(1 − 3t)

2test la SG des animaux dirigés.
• Asymptotique ?

an ∼ κµn ave µ = 3.58789436...

• À omparer ave� les animaux dirigés κ3n/
√

n� les animaux généraux κ µn/n où µ ≃ 4.06...



Pourquoi faire de l'énumération approhée ?(même quand on sait faire de l'énumération exate...)

• C'est moins dur
• C'est (parfois) plus informatif
• Pour omparer des lasses d'objets
• Pour omprendre à quel point une ondition est ontraignante



Permutations à motifs exlus

• Soit σ = σ1σ2 · · · σn une (longue) permutation et τ = τ1 · · · τk une (petite)permutation. On dit que τ est un motif de σ s'il existe dans σ une sous-suite

σi1σi2 · · ·σik de même forme que τ .Exemple : la permutation σ = 8 6 3 5 7 1 4 2 9 ontient le motif τ = 3 4 2 1.



Permutations à motifs exlus

• Soit σ = σ1σ2 · · · σn une (longue) permutation et τ = τ1 · · · τk une (petite)permutation. On dit que τ est un motif de σ s'il existe dans σ une sous-suite

σi1σi2 · · ·σik de même forme que τ .Exemple : la permutation σ = 8 6 3 5 7 1 4 2 9 ontient le motif τ = 3 4 2 1.

• Question : étant donné τ , ombien de permutations de longueur n évitent lemotif τ ?

• Résultats exats : pour τ de longueur 6 4 (sauf 1324...), et τ = 12 · · · k.



Permutations à motifs exlus

• Soit σ = σ1σ2 · · · σn une (longue) permutation et τ = τ1 · · · τk une (petite)permutation. On dit que τ est un motif de σ s'il existe dans σ une sous-suite

σi1σi2 · · ·σik de même forme que τ .Exemple : la permutation σ = 8 6 3 5 7 1 4 2 9 ontient le motif τ = 3 4 2 1.

• Question : étant donné τ , ombien de permutations de longueur n évitent lemotif τ ?

• Résultats exats : pour τ de longueur 6 4 (sauf 1324...), et τ = 12 · · · k.

• Théorème [Marus-Tardos 04℄ : pour tout motif τ , il existe une onstante µtelle que le nombre de permutations de longueur n évitant le motif τ soit bornépar µn.(Conjeturé vers 1992 par Stanley et Wilf.)Rappel : il y a n! ∼
(

n
e

)n √
2πn permutations de longueur n



Pourquoi faire de l'énumération approhée ?(même quand on sait faire de l'énumération exate...)

• C'est moins dur
• C'est (parfois) plus informatif
• Pour omparer des lasses d'objets
• Pour omprendre à quel point une ondition est ontraignante

• Pour prouver qu'une série est transendante (ou non-holonome, ou...)



Coe�ients d'une série algébrique

• Théorème : Si la série ∑n a(n)tn est algébrique, alors, �typiquement� :

a(n) ∼ α

Γ(γ + 1)
µnnγoù α et µ sont des nombres algébriques (sur Q ), et γ ∈ Q \ {−1,−2, . . .}.

• Appliation : hemins dans le quart de planExo : Le nombre de hemins dans le quart de plan partant et �nissant en (0,0),faisant des pas N, S, E et O, est
a2n =

∑

k

(2n

2k

)

CkCn−k = CnCn+1

=
1

(2n + 1)(2n + 4)

(2n + 2

n + 1

)
2

∼ 42n+1

πn3

⇒ La série génératrie assoiée est don transendante.



Pourquoi faire de l'énumération approhée ?(même quand on sait faire de l'énumération exate...)

• C'est moins dur
• C'est (parfois) plus informatif
• Pour omparer des lasses d'objets
• Pour omprendre à quel point une ondition est ontraignante

• Pour prouver qu'une série est transendante (ou non-holonome, ou...)

• Pour établir des résultats sur des modèles limites ontinus



Arbres binaires plongés dans Z
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Galerie de pro�ls vertiaux
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xPro�ls vertiaux d'arbres binaires aléatoires à 1000 n÷uds.



Limite ontinue

Lorsque l'arbre est hoisi aléatoirement et uniformément parmi tous les arbres à

n sommets, la distribution de probabilités assoiée devient elle-même aléatoire(puisqu'elle dépend de l'arbre).Convenablement normalisée, elle onverge vers une distribution aléatoire on-tinue appelée ISE (Integrated SuperBrownian Exursion) [JF Le Gall℄.
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⇒ Étudier les arbres binaires pour étudier ISE



Le nombre de n÷uds à l'absisse jSoit Vj ≡ Vj(t, u) la série génératrie des arbres binaires, omptés selon leurtaille (variable t) et le nombre de n÷uds à l'absisse j (variable u) :

Vj(t, u) =
∑

n,k

v(n, k)tnuk

où v(n, k) est le nombre d'arbres binaires à n n÷uds dont k sont à l'absisse j.Alors

+= ∅

j j

V0 = 1 + utV 2
1Pour j > 0, Vj = 1 + tVj+1Vj−1

Il n'y a pas de raison partiulière pour que Vj soit algébrique. Mais...



Le nombre de n÷uds à l'absisse j

Soit Vj ≡ Vj(t, u) la série génératrie des arbres binaires, omptés selon lenombre de n÷uds (variable t) et le nombre de n÷uds à l'absisse j (variable

u).Proposition [mbm 04℄: les séries Vj sont algébriques. De plus,

Vj = A
(1 + MZj)(1 + MZj+5)

(1 + MZj+2)(1 + MZj+3)où A est la série génératrie des arbres binaires,
Z = t

(

1 + Z2
)2

(

1 − Z + Z2
),et M ≡ M(t, u) est l'unique série en t telle que

M = (u − 1)
Z(1 + MZ)2(1 + MZ2)(1 + MZ6)

(1 + Z)2(1 + Z + Z2)(1 − Z)3(1 − M2Z5)
.



Le pro�l vertial moyen d'un arbre binaireProposition : Le nombre moyen de n÷uds à l'absisse ⌊λn1/4⌋ dans un arbrebinaire à n n÷uds est équivalent à

n3/4Φ(λ)ave
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1√
2π

∑
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(−
√

2|λ|)m

m!
cos
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4
Γ

(

m + 3

4

)

.
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Le nombre de n÷uds d'absisse 0Théorème [mbm 04℄ : Soit Yn(0) le nombre de n÷uds d'absisse 0 dans unarbre binaire aléatoire à n n÷uds. La variable aléatoire

Yn(0)

n3/4
,donnant le nombre (normalisé) de n÷uds d'absisse 0, onverge en loi vers unevariable Y(0), dont les moments sont :

E
(

Y (0)k
)

=

(√
2

3

)k
Γ(1 + 3k/4)

Γ(1 + k/2)
.�Don�

Y (0) =

√
2

3
√

T2/3

,où T2/3 suit une loi stable unilatérale de paramètre 2/3.
E(e

−aT2/3) = e−a2/3 pour a > 0.

• Résultats analogues pour Yn(⌊λn1/4⌋) ⇒ loi de la densité d'ISE en un point.



Comment faire de l'énumération approhée ?(quand on sait faire de l'énumération exate...)

• À partir d'une expression de anExemple :
an =

∑

j

(n

j

)( n

j + k

)(2j + k

j − ℓ

)

=
33/2

4π

9n

n
(1 + O(1/n)) .

• À partir d'une expression de la série génératrie A(t) =
∑

n antn, ou d'uneéquation fontionnelle qu'elle satisfait
⇒ Outils d'analyse omplexe

• RéférenesOdlyzko, A. M., Asymptoti enumeration methods, Handbook of ombina-toris, Vol. 1, 2, 1995, http://www.dt.umn.edu/∼odlyzko/do/enumeration.htmlPh. Flajolet, R. Sedgewik, Analyti Combinatoris.http://pauilla.inria.fr/algo/flajolet/Publiations/books.html



Prinipe de base

Considérer la SG A(z) =
∑

n anzn omme une fontion de la variable omplexe

z et se penher sur ses singularités (les points où elle esse d'être holomorphe).Exemple : le rayon de onvergene de A(z) est R ssi lim sup a
1/n
n = 1/R. Donpour tout ǫ > 0

an 6 (1/R + ǫ)npour n assez grand.



Théorèmes de transfert : un exemple

• Si, dans un domaine �amembert�, la seule singularité

R0

de A(z) est R, et que, pour z → R,

A(z) ∼ F(z).Alors an ∼ fn pour n → ∞ [Flajolet-Odlyzko 90℄.

• Appliation :

A(z) = (1 − z)











1 − 2
√

2

3
√

2 +

√

(1 + z)/(1 − z)(1 − z +
√

1 − 6z + z2)











= c0 + c1

√

1 − z/R (1 + o(1))ave R = 3 − 2
√

2, c0 et c1 dans R . �Don�
an ∼ c1[z

n]
√

1 − z/R ∼ c1
Γ(−1/2)

R−nn−3/2

• Implémentation en Maple



B. Séries algébriques, séries holonomes,et divination



Chemins �de Kreweras� dans un quart de plan

j

i

• Chemins �nissant en (0,0) : premières valeurs
q(0,0;n) = 1,2,16,192,2816,46592,835584, 15876096, ...

• Est-e que ette suite est onnue ?
→ The on-line Enylopedia of Integer Sequeneshttp://www.researh.att.om/∼njas/sequenes/





Chemins �de Kreweras� dans un quart de plan

j

i

• Chemins �nissant en un point quelonque : premières valeurs

q(n) = 1,1,3,7,17,47,125,333,939,2597,7183, ...

• Est-e que ette suite est onnue ?
→ The on-line Enylopedia of Integer Sequeneshttp://www.researh.att.om/∼njas/sequenes/





Chemins �de Kreweras� dans un quart de plan

j

i

• Chemins �nissant en un point quelonque : premières valeurs

q(n) = 1,1,3,7,17,47,125,333,939,2597,7183, ...

• Est-e que ette suite est onnue ? NON
• Est-e que ette suite est simple ?

• Est-e que la série assoiée appartient à une famille simple de séries ?



Séries algébriques, séries holonomes

• La série formelle A(t) est algébrique (sur Q (t)) si elle satisfait une équationpolynomiale (non-triviale) :
d
∑

i=0

Pi(t)A(t)i = 0

• Elle est holonome (ou di�érentiellement �nie, ou D-�nie) si elle satisfait uneéquation di�érentielle linéaire (à oe�ients polynomiaux) :

d
∑

i=0

Pi(t)A
(i)(t) = 0Note : A(i)(t) =

∑

n n(n − 1) · · · (n − i + 1)antn−i

⇒ De façon équivalente, les oe�ients an satisfont une relation de réurrenelinéaire à oe�ients polynomiaux :
e
∑

i=0

qi(n)an−i = 0



Séries holonomes : exemples

• Chemins du quart de plan à pas N, S, E, O, �nissant en (0,0):

an =
1

(2n + 1)(2n + 4)

(2n + 2

n + 1

)
2

Don

4(3 + 2n)(2n + 1)an = (n + 3)(n + 2)an+1C'est une réurrene linéaire à oe�ients polynomiaux. Ou enore :

2 + 2(−1 + 6t)A(t) + 4t(−1 + 12t)A′(t) + t2(16t − 1)A′′(t) = 0.

• Toute série algébrique est holonome.



Quelques propriétés de l�ture

• La somme, le produit, la dérivée d'une série algébrique [holonome℄ est enorealgébrique [holonome℄.
• La primitive d'une série holonome l'est aussi.

• L'inverse d'une série algébrique est algébrique.

• Les n premiers oe�ients d'une série holonome se alulent en un nombrelinéaire d'opérations (via la réurrene).
e
∑

i=0

qi(n)an−i = 0

Ces résultats sont e�etifs, et implémentés dans le paquetage Maple �GFUN�.



Séries algébriques et holonomes : divinationHypothèse : on onnaît a0, a1, . . . , an. On reherhe

d
∑

i=0

Pi(t)A(t)i = 0ou

d
∑

i=0

Pi(t)A
(i)(t) = 0ave des polyn�mes Pi de degré au plus e :

Pi(t) =
e
∑

j=0

pi,jt
j.

⇒ système de n + 1 équations linéaires en (d + 1)(e + 1) inonnues.

• Si n est assez grand, on peut� onjeturer la valeur des Pi(t)� ou prouver qu'ils n'existent pas.



Divination : exemples

Chemins dans le quart de plan ommençant en (0,0) : di�érentes variantes

Kreweras Gessel ???Calul par réurrene de q(i, j;n), le nombre de hemins de longueur n �nissantau point (i, j)



C. Preuves automatiques d'identitéshypergéométriques

A = B [Petkov²ek, Wilf, Zeilberger℄http://www.is.upenn.edu/∼wilf/AeqB.html



Identités hypergéométriques

n
∑

k=0

(n

k

)

= 2n

n
∑

k=0

(n

k

)(m

k

)

=
(m + n

m

)

∑

k

(n

k

)2(3n + k

2n

)

=
(3n

n

)2

∑

k

(−1)k
(x − k + 1

k

)(x − 2k

n − k

)

= 1

∑

k

(−1)k
(a + b

a + k

)(a + c

c + k

)(b + c

b + k

)

=
(a + b + c)!

a!b!c!



Deux questions1. Soit G(n, k) =
(

n
k

). Trouver une réurrene (linéaire, à oe�ients polyno-miaux) satisfaite par
g(n) =

n
∑

k=0

G(n, k)



Deux questions1. Soit G(n, k) =
(

n
k

). Trouver une réurrene (linéaire, à oe�ients polyno-miaux) satisfaite par
g(n) =

n
∑

k=0

G(n, k) g(n) − 2g(n − 1) = 0



Deux questions1. Soit G(n, k) =
(

n
k

). Trouver une réurrene (linéaire, à oe�ients polyno-miaux) satisfaite par
g(n) =

n
∑

k=0

G(n, k) g(n) − 2g(n − 1) = 0

Même question ave G(n, k) = 1
k+1

(

2k
k

)(

n
2k

).



Deux questions1. Soit G(n, k) =
(

n
k

). Trouver une réurrene (linéaire, à oe�ients polyno-miaux) satisfaite par
g(n) =

n
∑

k=0

G(n, k) g(n) − 2g(n − 1) = 0

Même question ave G(n, k) = 1
k+1

(

2k
k

)(

n
2k

).
3(n + 1)g(n) + (2n + 5)g(n + 1) − (n + 4)g(n + 2) = 0



Deux questions1. Soit G(n, k) =
(

n
k

). Trouver une réurrene (linéaire, à oe�ients polyno-miaux) satisfaite par
g(n) =

n
∑

k=0

G(n, k) g(n) − 2g(n − 1) = 0

Même question ave G(n, k) = 1
k+1

(

2k
k

)(

n
2k

).
3(n + 1)g(n) + (2n + 5)g(n + 1) − (n + 4)g(n + 2) = 0

2. Y a t-il des solutions �simples� à la réurrene
g(n) − ng(n − 1) = 0 ?



Deux questions1. Soit G(n, k) =
(

n
k

). Trouver une réurrene (linéaire, à oe�ients polyno-miaux) satisfaite par
g(n) =

n
∑

k=0

G(n, k) g(n) − 2g(n − 1) = 0

Même question ave G(n, k) = 1
k+1

(

2k
k

)(

n
2k

).
3(n + 1)g(n) + (2n + 5)g(n + 1) − (n + 4)g(n + 2) = 0

2. Y a t-il des solutions �simples� à la réurrene
g(n) − ng(n − 1) = 0 ? g(n) = n!



Deux questions1. Soit G(n, k) =
(

n
k

). Trouver une réurrene (linéaire, à oe�ients polyno-miaux) satisfaite par
g(n) =

n
∑

k=0

G(n, k) g(n) − 2g(n − 1) = 0

Même question ave G(n, k) = 1
k+1

(

2k
k

)(

n
2k

).
3(n + 1)g(n) + (2n + 5)g(n + 1) − (n + 4)g(n + 2) = 0

2. Y a t-il des solutions �simples� à la réurrene
g(n) − ng(n − 1) = 0 ? g(n) = n!

Même question ave

(3n + 1)g(n) − n2g(n − 1) − 8g(n − 2) = 0



Deux questions1. Soit G(n, k) =
(

n
k

). Trouver une réurrene (linéaire, à oe�ients polyno-miaux) satisfaite par
g(n) =

n
∑

k=0

G(n, k) g(n) − 2g(n − 1) = 0

Même question ave G(n, k) = 1
k+1

(

2k
k

)(

n
2k

).
3(n + 1)g(n) + (2n + 5)g(n + 1) − (n + 4)g(n + 2) = 0

2. Y a t-il des solutions �simples� à la réurrene
g(n) − ng(n − 1) = 0 ? g(n) = n!

Même question ave

(3n + 1)g(n) − n2g(n − 1) − 8g(n − 2) = 0 NON



Termes hypergéométriques

• La suite g(n) est hypergéométrique (en n) si g(n + 1)/g(n) est une frationrationnelle en n.Exemples : n2+2n+5
2n+7 , 2n(n + 1)!,

(

2n
n+1

)

(8n + 3)!

• La suite G(n, k) est doublement hypergéométrique (en n et k)si G(n + 1, k)/G(n, k) et G(n, k + 1)/G(n, k) sont des frations en n et k.

Exemples : n2+3kn+k3+5
k3+n2+kn+1

,
(

n
k

)

, (n+k2)(3n+1)!
(n+k)3k

• La suite G(n, k) est (doublement) hypergéométrique propre si
G(n, k) = P(n, k)xk

∏

i(ain + bik + ci)!
∏

i(αin + βik + γi)!
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• La suite g(n) est hypergéométrique (en n) si g(n + 1)/g(n) est une frationrationnelle en n.Exemples : n2+2n+5
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2n
n+1

)

(8n + 3)!

• La suite G(n, k) est doublement hypergéométrique (en n et k)si G(n + 1, k)/G(n, k) et G(n, k + 1)/G(n, k) sont des frations en n et k.

Exemples : n2+3kn+k3+5
k3+n2+kn+1

,
(

n
k

)

, (n+k2)(3n+1)!
(n+k)3k

• La suite G(n, k) est (doublement) hypergéométrique propre si
G(n, k) = P(n, k)xk

∏

i(ain + bik + ci)!
∏

i(αin + βik + γi)!



1. Constrution d'une réurrene linéaire

• Donnée : G(n, k), doublement hypergéométrique propre

• Résultat (souhaité) : une réurrene linéaire (oe�s. polynomiaux) pour

g(n) =
∑

k

G(n, k)

• Théorème : une telle réurrene existe, et peut-être obtenue automatique-ment

• Appliations� expliiter le aratère holonome d'une série génératrie� aluler rapidement ses termes� ouplage ave la bibliothèque GFUN� preuve d'identités hypergéométriques� résolution sous forme lose, simpli�ation de somme (f. question 2)



Preuve automatique d'identités hypergéométriques

Conjeture :
∑

k

F(n, k) = f(n)où F(n, k) est f(n) sont données, hypergéométriques.

Preuve : aluler la réurrene satisfaite par
g(n) :=

∑

k

F(n, k)

f(n)
.Véri�er que 1 est solution de la réurrene et que les premiers termes de lasuite g(n) sont égaux à 1.



2. Résolution d'une réurrene linéaire

• Forme �lose� :
f(n) = h1(n) + h2(n) + · · · + hr(n) (1)ave r indépendant de n et hi(n) hypergéométrique.Exemple

f(n) =
(2n + 1

n

)

+ 3n n + 1

n2 + 3

(4n + 5

n + 2

)(9n + 1

4n

)

.

Théorème : Les solutions sous forme lose de la réurrene

e
∑

i=0

qi(n)f(n − i) = 0sont les suites de la forme (1) où haque hi est solution de la réurrene.

⇒ Reherhe de toutes les solutions hypergéométriquesThéorème : Cette reherhe peut être faite de manière automatique.



Le pathwork
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