Calcul des suites de récurrence linéaire

Trouver une formule explicite permettant de calculer chacun des termes des suites suiv-
antes :

i) Fibonacci : Fy=0
Fo=1 i) 4 R =1
=1 Fop1 =4F, —4F,
Fop1=Fy+ Fr
Fy=1
FO =-1 . F1 =0
i) { F=1 V) B =0
Fop =3F, —2F, Foy3=>5F, 12— 8F, 1 +4F,

Pour chacune des suites, vous utiliserez la méthode classique puis la méthode utilisant les
séries génératrices.

Méthode classique appliquée a la suite de Fibonacci :

Le but est de trouver une formule explicite de la suite :

Initialisation : Fp=1et F1 =1
Formule de rcurence : F,11 = F,, + Fj,—1

La méthode classique consiste s’intéresser au probléme général suivant : existe-t-il une formule
explicite pour les suites vérifiant la formule de récurrence précédente. On note S l'ensemble
des ces suites :

S = {(un)nen|Vn > 1, tupt1 = Up + up—1}.

Nous allons d’abord caractériser les propriétés de S.
1) Trouver deux suites appartenant & S. Vous noterez (uy)nen €t (vn)nen ces deux suites.
2) Vérifier que la suite (un)nen + (Vn)nen := (Un + Un)nen est encore un suite de S.

3) Soit o un nombre complexe. Vérifier que la suite a.(uy)nen := (@ X up)nen est encore un
suite de S.

4) Soit @ un nombre complexe. Vérifier que la suite o.(up)neny + (Vn)nen €st encore un suite
de S.

Lorsque I'on connait deux suites (uy )nen et (v )nen appartenant a .S, il est facile de calculer
de nouvelles suites appartenant a S. Il suffit pour cela de prendre une combinaison linéaire
de (Un)neN et de (Un)nEN :

a'(un)neN + ﬁ-(vn)nEN‘

5) Donner a l'aide de (un)nen et de (vp)nen deux nouvelles suites de S.

Lorsqu’un ensemble vérifie un certain nombre de propriétés dont la propriété précédente,
on dit qu’il s’agit d'un espace vectoriel.



6)

10)

11)

12)

13)

(optionel) Prouver que S est un C-espace vectoriel.

Pour caractériser .S, il suffit donc de trouver un sous-ensemble B de S tel que .S est obtenu
en faisant des combinaisons linéaires des suites de B. On dit alors que B est un ensemble
générateur de S.

S = {a1.(ul)nen + 2. (u2)pen + - . . |(18))nen € B et les oy sont presque tous nuls}.

(optionel) Est-ce que la base B = {uy, vy} est un ensemble générateur de S7

Si B est un ensemble de suites indépendantes, c’est-a-dire qu’aucune suite de B ne peut
s’exprimer comme une combinaison linéaire d’autres suites de B, alors on dit que B est
une base.

(optionel) Les suites (uy,) et (v,) sont-elles indépendantes ? Forment-elles une base de S?
Une question naturelle est de savoir si on peut trouver B de facon & ce qu’il soit fini. La
réponse est oui. On peut méme démontrer que toute base B de S posséde exactement 2
vecteurs. La taille de B correspond la diffrence entre le plus grand indice et le plus petit
indice de la formule de récurrence.

(optionel) Prouver que toute base B de S est finie et posséde exactement 2 vecteurs.
Ainsi, si vous avez choisi (up)nen €t (Upn)nen tels que (up)nen # a.(vp)nen alors 'ensemble
B = {(un)nen, (Vn)nen} forme une base de S. Vous pouvez donc exprimer n’importe quelle
suite de S a l'aide de (up)nen €t (Vn)nen-

Trouver a et 3 tels que F, = a X u, + 0 X vy,.

Pour trouver une formule explicite de F},, il nous suffit donc de trouver une base B que
I'on sait calculer explicitement. Pour cela il suffit de remarquer que pour certains entiers k
et pour certains nombres complexes 7, les suites definies par s, = n® x r™ appartienent &

S.

Prouver que la suite définie par s, = r™ appartient & S si et seulement si r est une racine
du polynme P(t) = t?> —t — 1. Calculer ces racines que 1’on notera r; et r_.
Veérifier que B = {(r} )nen, (" )nen} forme bien une base de S.
Comme la suite de Fibonacci appartient a .5, elle va donc étre une combinaison linéaire de
(rﬁ)neN et (r)nen.

Fo=axr +pxrl

Calculer « et 3 et donner une formule explicite de Fi,.

Méthode utilisant les séries génératrices :

Cette méthode consiste a étudier la série suivante :

S(t)= > Fut"

n>=0

On commence par prouver que cette série est égale & une fraction rationnelle. Ensuite, le calcul
d’une formule explicite de F;, s’obtient en réalisant une décomposition en éléments simples de
S(t) et en écrivant chaque terme & l’aide de séries. Voici la méthode détaillée pour 'exercice
utilisant la suite :



Fy=-1
=1
Fn+1:3Fn_2anl

1) Ecrire explicitement les premiers termes des séries suivantes : S(t), t x S(t) et t2 x S(t)
2) Montrer qu’il existe deux polynmes P(t) et Q(t) tels que S(t) x P(t) = Q(t). En déduire
une expression de S(t) a l’aide d’une fraction rationnelle.
Toute fraction rationnelle peut étre écrite & ’aide de fractions rationnelles élémentaires en
utilisant la technique de décomposition en éléments simples (voir prérequis 1).
~1+4 3 -1
(t—1/2)(t—1) t—1 +t—1/2'
Chaque fraction élémentaire peut alors étre écrite a ’aide de séries (voir prérequis 2). Ainsi,

3) Prouver que S(t) = 5

1 1
l—t=1+t+t2+t3+... et 17%:1+2t+(2t)2—|—(2t)3—|—...

4) Ecrire S(t) a l'aide de séries.

5) En identifiant les termes de S(¢) = >
déduire une formule explicite de F,.

ns—o Fnt™ et ceux obtenus a la question précédente,

Prérequis 1 : décomposition en éléments simples

Décomposer en éléments simples les fractions suivantes :

1 0 2+t i) t3 ) 5+ 4
1) —m—m—————— 111 1
(t=1)(t—2) (t —2)2(t —3) 2+1 Vs et

Mthode :

i)

La décomposition en éléments simples consiste & écrire toute fraction rationnelle % ol

P(t) et Q(t) sont des polynomes a l'aide de fractions élémentaires de la forme W ou k

est un entier positif. En effet toute fraction rationnelle % peut s’écrire de maniére unique

P) _ o~ Cik
Q) RO 22 G

%

comme :

ou Q(t) = [[;(t —ri)* avec ¢, des coefficients a valeurs dans les nombres complexes et R(t)
un polynome.
Par exemple, si 'on pose P(t) = t* et Q(t) = t3 — 4t> + 5t — 2 alors, Q(t) = (t — 1)2(t — 2)

et
t* g0 1 16
3 — 42 +5t—2 t—1 (t—-1)2 t-2
I existe plusieurs méthodes pour calculer les coefficients ¢; ;. En voici deux :
Méthode 1 :

1) Mettre au méme dénominateur la fraction de la partie de gauche et celle de la partie de
droite.




2) Identifier les numérateurs. En déduire une équation linéaire en les ¢; .
3) Résoudre I’équation pour obtenir les coefficients ¢; .

Méthode 2 :

Vous pouvez calculer rapidement les coefficients des fractions ﬁ Par exemple, pour

t—

calculer le coefficient ¢1 o de I’exemple précédent, on multiplie la fraction % = R(t)+

AL+ (;_1712)2 + £ par (¢t — 1)? ce qui donne :

4 c
=R(t)x (t—1)%+ec11 X (t—1) +c1o+ —=

x (t—1)2.

t—2
En remplacant ¢ par 1, on obtient alors le résultat souhaité :

14
1-2

=—-1= C1,2-

La formule exacte s’écrit de la facon suivante :

Cia, = lim <(t - ri)a'iP(t)> .

t—r;

1) Calculer tous les coefficients associés aux fractions W
LD

Prérequis 2 : calcul de séries

Calculer les séries suivantes :

' 1 . 1 1 . 1
i) Ry=—— ii) RQZW iii) R3:(1—t)3 iv) anm

Aide :
Le calcul de R; se déduit de ’étude de la somme fozo tN lorsque t < 1 et N — oo.
Les fractions rationnelles Ry, R3 et R, sont obtenues par dérivation successive de Rj.



