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Introduction

o Réaliser la décomposition en éléments simples a |'aide d’operation sur
les posets (ensemble partiellement ordonné)
@ Coder chaque poset p a I'aide des fractions rationnelles suiva,tes:

1
(x1 —x2)(x2 — x3) ... (Xn—1 — Xn)

V12,0 =

= > Y

weL(P)
ou L(P) sont les extension linéaire de P.
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Plan

@ Dsfinitions
© Quelques résultats
© Quelques opérations sur les posets et les fractions

@ Décomposition en éléments simples

[m] = =
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Plan

@ Dsfinitions

@ Poset et diagramme de Hasse

@ Extensions linéaires d'un poset
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Decomposition en éléments simples et dessin

[m]

=



Poset et diagramme de Hasse

Poset ou ensemble partiellement ordonné
2 5

e

Diagramme de Hasse DH(P) :
3

[y
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1<3 1<5
2<3 2<5
2,1 minimaux et 5,3 maximaux

1<2 1<3 1<4
2<4 3<4
1 minimaux et 4 maximaux
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Extensions linéaires d'un poset

Ensemble totallement ordonné compatible avec |'ordre de P

Extensions linéaires du poset ci dessus :

L(P) = {1235,1253,2135, 2153}
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Rappel : Objet principal

1
V12..n =

(x1 —x2)(x2 — x3) ... (Xn—1 — Xn)

Vp= ) tu

weL(P)
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Exemple

2 4
P = % 5 2143 + 2134 + 1243 + 1234

Vp = 10143 + V2134 + V1243 + Y1234

X2+ X1 — X4 — X3

Ve = (2 —xa) - (x2 —x3) - (X1 — xa) - (31 — x3)
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Plan

© Quelques résultats
@ Dénominateur de Up
@ Posets non connexes
@ Posets sans cycle
@ Posets avec un unique cycle
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Dénominateur de la fraction réduite

Théoreme

Soit P un poset, et D(Vp) le dénominateur de la fraction réduite de Wp

alors,
Dp)= ] (—x)
(a,b)eDH(P)

Le degrés du numérateur est égal au nombre de cycles du diagramme de
Hasse de P.
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Exemple

N(Wp) = —x1x0X3 + X1X0X6 + XoX3X4 + X1X3X6 + X1 X4X5 + X2X3X5

— X1X4Xg — X2X3Xg — X2X4X5 — X1X5Xg — X3X4X5 + X4X5Xg

D(Wp) = (x1 —x)(x1 — x3)(x2 — xa)(x3 — xa) (xa — x6)(x3 — x5) (X5 — X6)
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Poset non connexes

Propriété
Soit P un poset, le diagramme de Hasse de P est connexe si et seulement
si \VP 75 0

Exemple :
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Poset sans cycle

Propriété

Si le diagramme de Hasse de P ne posséde pas de cycle alors

N(Vp) =1
Exemple
2 3 4
1
: (1 — x3)(x2 — x3)(x3 — xa)
Adrien BOUSSICAULT (IGM) Decomposition en éléments simples et dessin Séminaire IGM

13 /31



Poset possédant 1 seul cycle

Propriété
Si le diagramme de Hasse de P posséde un seul cycle noté C alors

N(WVp) = Z Xj — Z X

i€emin(C) Jj€max(C)

Exemple : Num(Wp) = x1 + xo — x4 — x7

6 9 10

2 5

2 5/8

cycle 7
P = orcle,
7

1

1
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Plan

© Quelques opérations sur les posets et les fractions
@ Tri d'un sous poset
@ Inclusion-Exclusion
@ Factorisation par chaine
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Tri d'un sous-poset : Exemple
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[m]

=



Tri d'un sous-poset : Exemple
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3
1 6
Choix d'un ‘(0
sous-poset 2 5

[m]

&
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Tri d'un sous-poset :
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Exemple

o P
Choix d'un 2
sous-poset /> 5

[m]

&
Decomposition en éléments simples et dessin



Tri d'un sous-poset : Exemple

Choix d'un
—
2

sous-poset
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[m]

=



Tri d'un sous-poset : Exemple

3
L 6 Choix d'un
L —
2 sous-poset

W= e—e—o—0—0

W= eo—e—o—0—o
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Tri d'un sous-poset : Exemple

3
L 6 Choix d'un
L —
2 sous-poset
Wy = 1 2 3 4 6 Tri de P
selon wy
Wy = 2 1 3 4 6 Tri de P
selon wy

Adrien BOUSSICAULT (IGM) Decomposition en éléments simples et dessin Séminaire IGM 16 / 31



Tri d'un sous-poset : Exemple

3
1 . 6 Choix d'un 16
L cool N>
) sous-poset 25

Tri de P

wy = 1 2 3 4 6 ri de :
selon wy
Tri de P

Wy = 2 1 3 4 6 ri de 5
selon wy
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Tri d'un sous-poset : Exemple

LA . 13 S
r Choix d'un r "0
2 sous-poset /> 5
_ 1 2 3 4 6
Wy = 1 2 3 4 6 Tri de P r T
selon wy
(]

2 1 3 4 6 Tri de P
W2 = o —eo—o—0—o — L :
2 selon wy 5
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Tri d'un sous poset

Propriété
Soit P un poset, | C P et Py le poset induit par | alors,

LPy= || £(Pw)

WEL‘,(P/)

ou Py, est le poset obtenu par réunion des relations d’ordre de P et de w.

v

Conséquence :

Up= Y Vp,

WEE(P/)
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Inclusion-Exclusion
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[m]

=



Inclusion-Exclusion
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[m]

=



Inclusion-Exclusion
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[m]

=



Inclusion-Exclusion
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Inclusion-Exclusion
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Inclusion-Exclusion
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Inclusion-Exclusion

Théoreme

Soit C un circuit obtenu en orientant un cycle de DH(P). Soit HE(C)

I'ensemble des arétes qui ont les méme orientations que celles de DH(P),

alors
— E|-1
Vp= Y (1)
ECHE(C)
4
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Factorisation par chaine : composantes connexes et leurs
adhérences

9 10 11 12 15
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Factorisation par chaine : composantes connexes et leurs
adhérences

9 10 11 12 15
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Factorisation par chaine : composantes connexes et leurs
adhérences

9 10 11 12 15
e—o oo

17

1878719
—o—9o—o

—_
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Factorisation par chaine : composantes connexes et leurs
adhérences

9 10 11 12 15

2 34 17

1878719
—o—9o—o

—_
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Factorisation par chaine : composantes connexes et leurs
adhérences

10 11 12 15
*—o
‘/rz/:>_< 17
1878 19 1
*—o—0—0
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Factorisation par chaine : composantes connexes et leurs

adhérences

10 11 12 15
PR
oﬁ Y
1878 1
o—o—o—o
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Factorisation par chaine : composantes connexes et leurs
adhérences

2 4 11 12 15
17
187819

—_
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Factorisation par chaine : composantes connexes et leurs

adhérences

9 10
2 4 11 12
*—0
3 4 56

oG
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15
17

—_
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Factorisation par chaine : composantes connexes et leurs
adhérences

2 4 11 12 15
*—0

17

—_

3 4 5 6
KA
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Factorisation par chaine : composantes connexes et leurs
adhérences

9 10

Wi S0
17

N
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Factorisation par chaine : composantes connexes et leurs
adhérences

10 11 12
.
1 17

3 4 5 6

N
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Factorisation par chaine

9 10 11 12 15

15

N(Z@())'N(fZ)'N(?Xf).N @7
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Factorisation par chaine (autre exemple)

7
3

vl L2 NS 6|
9
8
s |-

%
(i) (st ()
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Factorisation par chaine (théoreme)

Théoréme

Soient P un poset, ¢ une chaine de P et Cy,...,Ck les composantes
connexes associées a c, alors

N(Vp) = ﬁ N (wc—j)

=1

De plus, C; = PH.|&.
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Plan

@ Décomposition en éléments simples
@ Rappel
@ Cas sans numérateur
@ Cas avec numérateur

o
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Rappel au sujet de la décomposition en éléments simples

x-3 1 2 -
(x—1)2(x—2) x—-1 (x—1)2 x-2
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Cas sans numérateur

1 B .
(—a)(—b) <
o r a b r b a
= oo o + oo
1
 (x—a)(a—»b) (x — b)(b—a)
1 1
_ a—b b—a
X —a + x—b
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Cas sans numérateur (autre exemple)

b
1 X a
(x—a)2(x—b) a
r b a
a
b b
— k : . z a b a x .
. Gop Gk
o a—b b—a b—a
T (x—a)? + x—a + x—b
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Cas avec numérateur

X —C x/ a ¢
(x —a)?(x — b) = (@=c)b=c)
— xX a c +
b
— x a C + x a - b " .
b b
1 + 1 —1 1
(a—c)(b—c) (a—c)(a—b) i (b—a)2(a—c) i (b—a)2(a—c)
(x — a)? x—a x—b
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Cas avec numérateur (autre exemple)

o) (o paoasoa) . Ay
(x —a)?(x — b) »
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Cas avec numérateur (cas général)

Soit (a;); et (bj); tels que pour tout indices i et j, a; est différent de bj,
alors

[T;(ai — bi)(ai+1 — bi)
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Conclusion

Points positifs:
@ Décomposition en éléments simples a |'aide de dessins

@ Liens entre posets et décomposition en éléments simples

Points négatifs:
o Méthode lente
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