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Introduction

Etudes des fractions rationnelles

Les fractions de Greene :

1

(x1 —x2) - (2 —=x3) - ...+ (Xn—1 — Xn)

Y123..n =

But: caractériser le numérateur et le dénominateur.
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Introduction (suite)

2 4
P = % — 2143 4 2134 + 1243 + 1234

Vp = 12143 + Y2134 + V1243 + V1234

. X2 + X1 — Xa — X3
(2 —xa) - (2 —x3) - (x1 — xa) - (X1 — x3)

Vp
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Introduction (suite)

La somme s'écrit simplement lorsque les poset sont sans cycle.
Cas des poset avec plusieurs cycles 7

Motivation : mieux comprendre les variétés de Schubert.

Une variété indexée par une permutation o est non-singuliere si et
seulement si o évite 1324 et 2143.

Comprendre le cas des permutations qui n'évitent pas 1324 et 2143

pourrait nous aider a mieux cerner les cas singulier des variétés de
Schubert.
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Plan

@ Théoreme de Greene

@ Fonctions symétriques

© Opérations sur les poset et les fractions
@ Conséquences de ces opérations

© Quelques numérateurs particuliers

@ Factorisation par chaine de couvertures

o =
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Plan

© Théoreme de Greene
@ Poset et diagramme de Hasse
@ Extensions linéaires d'un poset
@ Poset planaires et théoréme de Greene
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Poset et diagramme de Hasse

Poset ou ensemble partiellement ordonné

2 5 1<3 1<5
1 g 3 2<3 2<5
2,1 minimaux et 5,3 maximaux
3

1<2 1<3 1<4
! 4 2<4 3<4
1 minimaux et 4 maximaux

Diagramme de Hasse H(P) :
3

Ny
—
A
w
A
S

1<2<4
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Extensions linéaires d'un poset

Ensemble totallement ordonné compatible avec |'ordre de P

Extensions linéaires du poset ci dessus :

L(P) = {1235, 1253,2135, 2153}
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L'objet de I'étude (rappel)

2 4
P = % — 2143 4 2134 + 1243 + 1234

Vp = 12143 + Y2134 + V1243 + V1234

. X2 + X1 — Xa — X3
(2 —xa) - (2 —x3) - (x1 — xa) - (X1 — x3)

Vp
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Poset planaires

Un poset est planaire si sont diagramme de Hasse auquel (ou I'on ajoute

un élément minimal et un élément maximal) peut étre déssiné dans le plan
sans chevauchement d'arétes.

1 4 Adjonction d'un élément

maximal et d'un élément minimal
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Poset non planaires

4
2 4 1
18 3 -
3
Adjonction Adjonction
d’un élément l l d'un élément
maximal et d'un maximal et d'un

élément minimal élément minimal
2 4
DG
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Fonction de Mobius d'un poset

Soit P un poset et x et y deux éléments du poset alors

1 six=y
pp(X,y) = = Dx<zay HP(x,2)  six <y
0 sinon
4 pp(1,1) =1 pp(1,5) =2
1 5 MP(]-’2) =-1 MP(275) =-1
/1’73(1’3) =-1 /1“7)(37 5) =-1
M'P(la4) =-1 MP(47 5) =-1
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Théoréme de Greene

Théoreme
Soit P un poset planaire

Vp = Z Yy = H (xy — x)HP:2)

weL(P) y,ZEP

2 6

H(a,b) aréte de H(P)(Xa — Xp)
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Plan

© Fonctions symétriques
@ Fonctions symétriques mondmial, élémentaires et complete
@ Fonctions de Schur
@ Poset bipartites complets
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Anneaux des fonctions symétriques

Zlxa, ... ,x,,]s"

ol S, est I'ensemble des permutations de taille n.

Exemples de fonctions symétriques a 3 variables :
X1+ X2 + X3
x12 + x22 + x§

ﬁ+é+é+n+&+&

Adrien BOUSSICAULT (IGM) Chaines de couvertures et sommes de Greene ESCS 2007 15 / 50



Fonctions symétriques mondémiales

Soit A = (A1, A2,...,\,) une partition et le mondme x* = xl)‘1x2)‘2 X

Ll
my = g m

me{x*-g|loeSy}

Exemple de fonction mondmiale a 3 variables :

2
mo10 = X12X2 + X12X3 + X22X1 + X22X3 + X32X1 + X3 X2
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Fonctions élémentaires

e = m(lr) = E Xig Xiy « +

h<ir<...<iy

1

Et:Ze;-ti:H(l—l—x;-t)

Les fonctions élémentaires a 3 variables :

€1 =X1+Xx1+Xx
€ = X1X2 + X1X3 + X2X3

€3 = X1X2X3
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Fonctions completes

h, == ZmA

A-r
. 1
Ho=) bt =1l

Exemples de fonctions complétes a 3 variables :

h1 =x1+x2+ x3
hy = x2 + X3 + x2 + +x1x0 + X1X3 + X0x3

2
h3 = x13 + xg’ + x33 + X12x2 + X12X3 + x22x1 + X22X3 + x??xl + X3X2 + X1X0X3
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Fonctions complétes sur des différences d'alphabet

Hi-E ;=1
Ht(X + Y) = Ht(X) . Ht(Y)

Si on pose :
Hy(X = Y) = Hy(X) - He(Y) ™1

On obtient alors que :

He(X = Y) = He(X) - E_¢(Y)

On peut définir une fonction compléte sur une différence d'alphabets :

n

ha(X = Y) = (1) hpi(X) - e(Y)

i=0
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Fonctions de Schur

Soit v un vecteur de Z", X = {x1,x2, ..., xa} et Y ={y1,)2,...,¥Ym}
deux ensembles de variables.

Su(X = Y) = |hy—ipj(X - Y)|1§i,j§k

Exemple de fonction de Schur a 3 variables (X = {xq, x2, x3}):

hoy3 h-112 hoop1 hs h1 h_y
S321(X) =1 hiy3 hoy2 ho1y1 |=| ha ha ho
hayz  hit2 hoya hs h3 M

Par convention h_1 =0 et hy = 1.
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Poset bipartites complets

5

2
4

P: 1
3

Num(¥p) = Sqy2(1+2 —3— 4 —5)

Proposition

Soit P un poset dont le diagramme de Hasse est bipartite et complet, alors

Num(Vp) = S(card(max(P))—1)Caramine -1 (Min(P) — max(P))
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Poset de partitions

On note Y les polynémes de Schubert.

ay by

Pssz3 =

Num(V¥p,,;;) = Y0322

Proposition

Soit A une partition, alors

Num(Vp,) = Yo r—1,.. An—1

Le numérateur de la fraction rationelle associée a ce poset n'est en général

pas symétrique.
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Plan

© Opérations sur les poset et les fractions
@ Contractions et résidus
@ Suppression d'un élément extremal
° Emondage
@ Ordonnancement
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Contractions et résidus

Condition de contraction : I'aréte choisie doit étre une aréte appartenant
au diagramme de Hasse

2 4 2

lD. de Hasse D. de Hassel

. 5 4=s 2
H(P) = @ ——— H(P4=s) = 1\3 oy
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Contractions et Résidus (suite)

Théoreme
Soient a et b deux éléments d’'un poset P.

si (a, b) est une aréte de H(P),

Vp, .
((xa — xb) - wp)|xb:Xa - { 0 . sinon.
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Suppression d'un élément extremal

3 3
0 1 4 Suppression de 0 1
I'élément extremal 4 9
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Suppression d'un élément extremal (suite)

Théoreme
Soit a un élément d’un poset P.

—Vp\, siaest maximal,
lim (xa-Wp)=1< VWp\, siaestminimal,
Xa—+00 .
’ 0 sinon.
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Emondage

Sommet libre : Sommet appartenant a une unique aréte.

3 3
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Emondage (suite)

Proposition

Soit a un élément d’un poset connexe tel que a est un sommet libre du
diagramme de Hasse de P. Soit b I'unique sommet tel que b < a or
a=b. Alors

Vp\(a} - oo SF @ est minimal,

Vp = ' .
i Vp\(a} " o S @ est maximal.

Adrien BOUSSICAULT (IGM) Chaines de couvertures et sommes de Greene ESCS 2007 29 / 50



Ordonnancement
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Ordonnancement

Sous-poset

de P
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Ordonnancement

3
1 6 Sous-poset
Pttt
2 de P
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Ordonnancement

3
1 6 Sous-poset
L —
2 de P
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Ordonnancement

Sous-poset
Pttt

2 de P

Wi= e—eo—0o—0o—o
W2:21346
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Ordonnancement

) 3 1 . 6
6 Sous-poset (o
L — V’
2 de P />
5
1 2 3 4 6 Ordonancement
Wi= e—eo—0o—0o—o _—

de P selon w;

.0,
W= 21 3 46 2
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Ordonnancement

) 3 1 . 6
6 Sous-poset (o
L — V’
2 de P /> 5

1 2 3 4 6 Ordonancement
Wi= oe—eo—o—o—o - 5
de P selon w;
P.Oy
Wy = 2 1 3 4 6 2 '—Y’—‘
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Ordonnancement

3

1 . 6 Sous-poset 16

L — L V’
2 de P 5
1 2 3 4 6
W 1 2 3 4 6 Ordonancement r
= o—o—o—o—o e

! de P selon wy 5
L

P.Ow
Wy = 2 1 3 4 6 2 ﬁT
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Ordonnancement (suite)

Proposition

Soit X un sous-poset d’un poset P, alors

Adrien BOUSSICAULT (IGM)

Chaines de couvertures et sommes de Greene

[m]

=



Plan

@ Conséquences de ces opérations
@ Poset non connexes
@ Numérateur et dénominateur de la fraction réduite Wp
@ Décontraction et poset bipartite
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Poset non connexes

Proposition

Soit P un poset, le diagramme de Hasse de P est connexe si et seulement
si \Up 7é 0.

P =

VUp =0

Preuve : contraction + théoréme de Greene.
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Dénominateur réduit

Corollaire
Soit P un poset connexe, alors :

Denominateur(Vp) = H (Xa — Xp).
(a,b) aréte de H(P)

Den(Vp) =
(x1—x3)-(x1—x2) (x5 —x6) - (xa—x6) - (x3—x5) - (x2—x5) - (x3—xa) - (x2 — Xa)
Preuve : la contraction + théoréme sur les composantes connexes.
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Degré du numérateur

Corollaire

Soit P un poset connexe, le degré du numérateur de Vp est égal au
nombre de cycles dans le diagramme de Hasse non orienté de P.

Num(W132546) = —x1X2X3 + X1X2X6 + X2X3Xa + X1X3X6 + X1 X4X5 + X2 X3X5 —
X1X4Xe — X2X3Xg — X2 XaX5 — X1X5X6 — X3X4X5 + X4X5X6
Preuve : Formule d'Euler et caractérisation de dénominateur réduit.
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Décontraction et poset bipartite

Tout calcul de fraction rationnelle d'un poset peut se ramener au calcul
d’'une fraction rationelle associée a un poset bipartite a I'aide des
opérations de contraction et de décontraction.

4 4
2 4 4—4 3=3
5 o 9 LT
1 _— 5 —
décontraction 1 décontraction
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Plan

© Quelques numérateurs particuliers
@ Poset acycliques

@ Poset possédant 1 cycle
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Poset acyclic

Proposition

Le diagramme de Hasse est sans cycle si et seulement si Num(P) = 1.

2 3 4
1

Vp =

(x2 = x3) (31— x3) - (x5 — xa)
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Poset possédant 1 cycle

Proposition

Soit P un poset connexe possédant un unique cycle, alors

Num(Vp) = Z Xj — Z X;.

i€min(Emonl(P)) i€ max(Emon(P))

Num(Wp) = x1 + x0 — x4 — X7

6 9 10
2 5
2 5/8 )
Emondage 7
P= - —Tmoncaee,
1
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Plan

@ Factorisation par chaine de couvertures
@ Factorisation par arc
@ Factorisation par chaine
@ D’autres factorisations
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Les arcs

(a, b, c) est un arc d'un poset P si les seules relations de couvertures
possédant comme sommet b sont a < bet b < c.

a b c
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Factorisation par arc

Proposition

Soient P un poset et (a, b, c) un arc de P alors,

Num(Vp) = Num(Vpc, ,) = Num(Vpc, ).

avec

sinon.

s'il existe une suite
t1,...,t de A tq
azt1=x...3t <g¢,
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Composantes connexes et leurs adhérences

9 10 11 12 15
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Composantes connexes et leurs adhérences

9 10 11 12 15
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Composantes connexes et leurs adhérences

9 10 11 12 15
—eo oo

17
1878 719 1
—o—9o—o
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Composantes connexes et leurs adhérences

9 10 11 12 15
—o
%// 3;4 17
1878 719 1
—o—9o—o
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Composantes connexes et leurs adhérences

10 11 12 15
‘/m/:>_< 17
187819 1

*—o—0—0
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Composantes connexes et leurs adhérences

10 11 12 15
oﬁ Y
1878 1
o—o—o—o
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Composantes connexes et leurs adhérences

2 4 11 12 15
17
18748 719

—_
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Composantes connexes et leurs adhérences

9 10
2 4 11 12 15
*—0
3 4 56 17

1\ 7819

—_
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Composantes connexes et leurs adhérences
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Composantes connexes et leurs adhérences

9 10

Wi i
17

N
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Composantes connexes et leurs adhérences

10 11 12
L
1 17

3 4 5 6

G
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Factorisation par chaine

9 10 11 12 15

7
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Factorisation par chaine (autre exemple)
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Factorisation par chaine (théoreme)

Théoréme

Soient P un poset, ¢ une chaine de P et Cy, .
connexes associées a c, alors

K
[Ive
j=1

et ’

pi—1
H wCiCi+1

Jj=1

Vp

ou i = Card( {/ ‘ (C,', C,'+1) S FC—,H}})
De plus, C; = P.H.|z.

..,Ck les composantes
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Preuve (esquisse)

L(P)= || £(P.0ow)

weL(X)
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Preuve (esquisse)

L(P)= || £(P.0ow)
weL(X)

@ _ Z
- =
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Preuve (esquisse)

L(P)= || £(P.0ow)

weL(X)
S a— _ E :
S =
weL(Cr)
wowew, wew,
- : 7: we, wy,
WEE(Cl)
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Esquisse de preuve (suite)

weL(Cy)
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Chaines de couvertures et sommes de Greene

[m]

=

R

p)



Esquisse de preuve (suite)

w W, w
w we, W, Woy wn
o @ @ @
5 © & —
weL(Cy)
w Wy, Woy
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Esquisse de preuve (suite)

Wy, Wyy Wy
wy Wy, wy, Wy, wy
5 & 4 —
— @ =
oo o
weL(Cy)
Wy, Wy, Wy
wy Wy, W, Wy wy
g B — o @ @ @
oo
WEﬁ(Cl
W,
1 —— @
We e W
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D’autres factorisations
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Conclusion

Remerciements : Je remercie A. Lascoux pour m'avoir proposé ce
probleme concernant les fractions rationnelles ainsi que J.G. Luque pour le
concours qu'il a apporté a I'élaboration de ce travail.
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Les variétés de Schubert

Soit E et V deux drapeaux de C".

V: icWwc...cV,=C"

On peut s'intéresser aux intersections des sous-espaces des drapeaux entre
VetE:

d/m(\/, N EJ) = b,'J

Soit V'’ un nouveau drapeau de C",

V' ~ V si et seulement si Vi, j dim(V] N E;) = b;

On appelle variété de Schubert I'ensemble des drapeaux équivalents a V.
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