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Introduction

Études des fractions rationnelles

Les fractions de Greene :

ψ123...n =
1

(x1 − x2) · (x2 − x3) · . . . · (xn−1 − xn)

But: caractériser le numérateur et le dénominateur.
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Introduction (suite)

P = 1

2

3

4

→ 2143 + 2134 + 1243 + 1234

ΨP = ψ2143 + ψ2134 + ψ1243 + ψ1234

ΨP =
x2 + x1 − x4 − x3

(x2 − x4) · (x2 − x3) · (x1 − x4) · (x1 − x3)
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Introduction (suite)

La somme s’écrit simplement lorsque les poset sont sans cycle.
Cas des poset avec plusieurs cycles ?

Motivation : mieux comprendre les variétés de Schubert.

Une variété indexée par une permutation σ est non-singulière si et
seulement si

←
σ évite 1324 et 2143.

Comprendre le cas des permutations qui n’évitent pas 1324 et 2143
pourrait nous aider à mieux cerner les cas singulier des variétés de
Schubert.
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Poset et diagramme de Hasse

Poset ou ensemble partiellement ordonné

1

2

3

5 1 ≤ 3 1 ≤ 5
2 ≤ 3 2 ≤ 5

2, 1 minimaux et 5, 3 maximaux

1

2

3

4

1 ≤ 2 1 ≤ 3 1 ≤ 4
2 ≤ 4 3 ≤ 4

1 minimaux et 4 maximaux

Diagramme de Hasse H(P) :

1

2

3

4
1 � 3 � 4
1 � 2 � 4
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Extensions linéaires d’un poset

Ensemble totallement ordonné compatible avec l’ordre de P

1

2

3

5

Extensions linéaires du poset ci dessus :

L(P) = {1235, 1253, 2135, 2153}
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L’objet de l’étude (rappel)

P = 1

2

3

4

→ 2143 + 2134 + 1243 + 1234

ΨP = ψ2143 + ψ2134 + ψ1243 + ψ1234

ΨP =
x2 + x1 − x4 − x3

(x2 − x4) · (x2 − x3) · (x1 − x4) · (x1 − x3)
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Poset planaires

Un poset est planaire si sont diagramme de Hasse auquel (où l’on ajoute
un élément minimal et un élément maximal) peut être déssiné dans le plan
sans chevauchement d’arêtes.

1

2

3

4 Adjonction d’un élément−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
maximal et d’un élément minimal

1

2

3

40 5

Adrien BOUSSICAULT (IGM) Châınes de couvertures et sommes de Greene ESCS 2007 10 / 50



Poset non planaires

1

2

3

4 1

2

3

4

Adjonction
d’un élément

maximal et d’un
élément minimal

y y
Adjonction

d’un élément
maximal et d’un
élément minimal

1

2

3

4

0 5

1

2

3

4

0 5
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Fonction de Möbius d’un poset

Soit P un poset et x et y deux éléments du poset alors

µP(x , y) =


1 si x = y
−

∑
x≤z<y µP(x , z) si x < y

0 sinon

1

2

3

4

5

µP(1, 1) = 1
µP(1, 2) = −1
µP(1, 3) = −1
µP(1, 4) = −1

µP(1, 5) = 2
µP(2, 5) = −1
µP(3, 5) = −1
µP(4, 5) = −1
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Théorème de Greene

Théorème

Soit P un poset planaire

ΨP =
∑

w∈L(P)

ψw =
∏

y ,z∈P
(xy − xz)

µP (y ,z)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10 11 12

ΨP =
(x1 − x5).(x5 − x10)

2.(x1 − x10)∏
(a,b) arête de H(P)(xa − xb)
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Anneaux des fonctions symétriques

Z[x1, . . . , xn]
Sn

où Sn est l’ensemble des permutations de taille n.

Exemples de fonctions symétriques à 3 variables :

x1 + x2 + x3

x2
1 + x2

2 + x2
3

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x1 + x2 + x3
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Fonctions symétriques monômiales

Soit λ = (λ1, λ2, . . . , λn) une partition et le monôme xλ = xλ1
1 xλ2

2 . . . xλn
n .

mλ :=
∑

m∈{xλ·σ|σ∈Sn}

m

Exemple de fonction monômiale à 3 variables :

m210 = x2
1x2 + x2

1x3 + x2
2x1 + x2

2x3 + x2
3x1 + x2

3x2
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Fonctions élémentaires

er := m(1r ) =
∑

i1<i2<...<ir

xi1xi2 . . . xir

Et =
∑

i

ei · t i =
∏
i

(1 + xi · t)

Les fonctions élémentaires à 3 variables :

e1 = x1 + x1 + x2

e2 = x1x2 + x1x3 + x2x3

e3 = x1x2x3
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Fonctions complètes

hr :=
∑
λ`r

mλ

Ht =
∑

i

hi · t i =
∏
i

1

1− xi · t

Exemples de fonctions complètes à 3 variables :

h1 = x1 + x2 + x3

h2 = x2
1 + x2

2 + x2
3 + +x1x2 + x1x3 + x2x3

h3 = x3
1 + x3

2 + x3
3 + x2

1x2 + x2
1x3 + x2

2x1 + x2
2x3 + x2

3x1 + x2
3x2 + x1x2x3
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Fonctions complètes sur des différences d’alphabet

Ht · E−t = 1

Ht(X + Y ) = Ht(X ) · Ht(Y )

Si on pose :
Ht(X − Y ) = Ht(X ) · Ht(Y )−1

On obtient alors que :

Ht(X − Y ) = Ht(X ) · E−t(Y )

On peut définir une fonction complète sur une différence d’alphabets :

hn(X − Y ) =
n∑

i=0

(−1)i · hn−i (X ) · ei (Y )
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Fonctions de Schur

Soit v un vecteur de Zn, X = {x1, x2, . . . , xn} et Y = {y1, y2, . . . , ym}
deux ensembles de variables.

Su(X − Y ) = |hvi−i+j(X − Y )|1≤i ,j≤k

Exemple de fonction de Schur à 3 variables (X = {x1, x2, x3}):

S321(X ) =

∣∣∣∣∣∣
h0+3 h−1+2 h−2+1

h1+3 h0+2 h−1+1

h2+3 h1+2 h0+1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
h3 h1 h−1

h4 h2 h0

h5 h3 h1

∣∣∣∣∣∣
Par convention h−1 = 0 et h0 = 1.
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Poset bipartites complets

P =
1

2

3

4

5

Num(ΨP) = S(1)2(1 + 2− 3− 4− 5)

Proposition

Soit P un poset dont le diagramme de Hasse est bipartite et complet, alors

Num(ΨP) = S(Card(max(P))−1)(Card(min(P))−1)(min(P)−max(P))
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Poset de partitions

On note Y les polynômes de Schubert.

P5433 =

a1

a2

a3

a4

b1

b2

b3

b4

b5

Num(ΨP5433) = Y0,3,2,2

Proposition

Soit λ une partition, alors

Num(ΨPλ
) = Y0,λ2−1,...,λn−1

Le numérateur de la fraction rationelle associée à ce poset n’est en général
pas symétrique.
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Suppression d’un élément extremal
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Contractions et résidus

Condition de contraction : l’arête choisie doit être une arête appartenant
au diagramme de Hasse

P =
1

2

3

4

5 4=5−−−−→ P4=5 =
1

2

3

4= 5

yD. de Hasse D. de Hasse

y
H(P) =

1

2

3

4

5 4=5−−−−→ H(P4=5) =
1

2

3

4= 5
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Contractions et Résidus (suite)

Théorème

Soient a et b deux éléments d’un poset P.

((xa − xb) ·ΨP)|xb=xa
=

{
ΨPb=a

si (a, b) est une arête de H(P),
0 sinon.
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Suppression d’un élément extremal

1

2

3

40 Suppression de−−−−−−−−−−−−→
l’élément extremal 4

1

2

3

0
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Suppression d’un élément extremal (suite)

Théorème

Soit a un élément d’un poset P.

lim
xa→+∞

(xa ·ΨP) =


−ΨP\a si a est maximal,
ΨP\a si a est minimal,
0 sinon.
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Émondage

Sommet libre : Sommet appartenant à une unique arête.

1

2

3

40 −−−−→ 1

2

3

4
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Émondage (suite)

Proposition

Soit a un élément d’un poset connexe tel que a est un sommet libre du
diagramme de Hasse de P. Soit b l’unique sommet tel que b � a or
a � b. Alors

ΨP =

{
ΨP\{a} · 1

xa−xb
si a est minimal,

ΨP\{a} · 1
xb−xa

si a est maximal.
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Ordonnancement

L
1

2

3

4

6 Sous-poset←−−−−−−
de P

L

1

2

3

4

5

6

‖ ‖

w1 = 1 2 3 4 6 Ordonancement−−−−−−−−−→
de P selon w1

L
1 2 3 4

5

6

t

w2 = 12 3 4 6 P.Ow2−−−−→ L
12 3 4

5

6

...
...

...
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Adrien BOUSSICAULT (IGM) Châınes de couvertures et sommes de Greene ESCS 2007 30 / 50



Ordonnancement (suite)

Proposition

Soit X un sous-poset d’un poset P, alors

ΨP =
∑

w∈L(X )

ΨP.Ow
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Poset non connexes

Proposition

Soit P un poset, le diagramme de Hasse de P est connexe si et seulement
si ΨP 6= 0.

P =
1 2

ΨP = 0

Preuve : contraction + théorème de Greene.

Adrien BOUSSICAULT (IGM) Châınes de couvertures et sommes de Greene ESCS 2007 33 / 50



Dénominateur réduit

Corollaire

Soit P un poset connexe, alors :

Denominateur(ΨP) =
∏

(a,b) arête de H(P)

(xa − xb).

P = 1

2

3

4

5

6

Den(ΨP) =
(x1−x3) ·(x1−x2) ·(x5−x6) ·(x4−x6) ·(x3−x5) ·(x2−x5) ·(x3−x4) ·(x2−x4)
Preuve : la contraction + théorème sur les composantes connexes.
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Degré du numérateur

Corollaire

Soit P un poset connexe, le degré du numérateur de ΨP est égal au
nombre de cycles dans le diagramme de Hasse non orienté de P.

P = 1

2

3

4

5

6

Num(Ψ132546) = −x1x2x3 + x1x2x6 + x2x3x4 + x1x3x6 + x1x4x5 + x2x3x5 −
x1x4x6 − x2x3x6 − x2x4x5 − x1x5x6 − x3x4x5 + x4x5x6

Preuve : Formule d’Euler et caractérisation de dénominateur réduit.
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Décontraction et poset bipartite

Tout calcul de fraction rationnelle d’un poset peut se ramener au calcul
d’une fraction rationelle associée à un poset bipartite à l’aide des
opérations de contraction et de décontraction.

1

2

3

4

5
4̄=4←−−−−−−−

−−−−−−−−→
décontraction 1

2

3

4

5

4

3̄=3←−−−−−−−
−−−−−−−−→
décontraction

1

2

3

4

5

3

4
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Poset acyclic

Proposition

Le diagramme de Hasse est sans cycle si et seulement si Num(P) = 1.

P =
1

2 3 4

ΨP =
1

(x2 − x3) · (x1 − x3) · (x3 − x4)
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Poset possédant 1 cycle

Proposition

Soit P un poset connexe possédant un unique cycle, alors

Num(ΨP) =
∑

i∈min(Emonl(P))

xi −
∑

i∈max(Emon(P))

xi .

Num(ΨP) = x1 + x2 − x4 − x7

P =

1

2

3

4

5

6

7

8

9 10

Émondage−−−−−−→
1

2

4

5

7
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Les arcs

(a, b, c) est un arc d’un poset P si les seules relations de couvertures
possédant comme sommet b sont a � b et b � c .

a b c

A
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Factorisation par arc

Proposition

Soient P un poset et (a, b, c) un arc de P alors,

Num(ΨP) = Num(ΨP.Ca=b
) = Num(ΨP.Cb=c

).

a b c

A
=
G · a b c

a c

avec

G =



a c

A

s’il existe une suite
t1, . . . , tk de A tq
a � t1 � . . . � tk � c ,

a c

A
sinon.
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Composantes connexes et leurs adhérences

1 2 3 4 5 6

7 8

9 10 11 12

13 14

15

16

17

18 19
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Composantes connexes et leurs adhérences

9 10

18 7 8 19

11 12 15

16

171 2 13 3 4 5 6 14
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Factorisation par châıne

9 10

18 7 8 19

11 12 15

16

171 2 13 3 4 5 6 14 =

2 3 4

9 10

13
·

3 4 5 6

7 818 19
· 5 6

11 12

· 14

15

16

17

3 4 · 5 6
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Factorisation par châıne (autre exemple)

1 2 3 4 5 6

7 8

9

=

1 2 3 4

7

·
2 3 4 5

8

·
3 4 5 6

9

2 3 ·
(

3 4
)2 · 4 5
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Factorisation par châıne (théorème)

Théorème

Soient P un poset, c une châıne de P et C1, . . . , CK les composantes
connexes associées à c, alors

ΨP =

K∏
j=1

ΨCj

|c|−1∏
j=1

Ψµi−1
cici+1

,

où µi = Card( {l | (ci , ci+1) ∈ ΓCl .H}}).
De plus, Ci = P.H.|Ci

.
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Preuve (esquisse)

L(P) =
⊔

w∈L(X )

L(P.Ow )

wv1
wv2

wv3

S

i
Ci

C1

=
∑

w∈L(C1)

w1 wn
wv1

wv2
wv3

S

i
Ci

=
∑

w∈L(C1)

wv1
wv2

wv3

S

i
Ci · w1 wn

wv1
wv2

wv3

w
v1

w
v2

w
v3
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Adrien BOUSSICAULT (IGM) Châınes de couvertures et sommes de Greene ESCS 2007 47 / 50



Esquisse de preuve (suite)

wv1
wv2

wv3

S

i
Ci
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=
∑

w∈L(C1)

wv1
wv2

wv3
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i
Ci · w1 wn

wv1
wv2

wv3

w
v1

w
v2

w
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=

wv1
wv2

wv3

S

i
Ci

w
v1

w
v2

w
v3

·
∑

w∈L(C1)

w1 wn
wv1

wv2
wv3

=
1

w
v1

w
v2

w
v3

·

wv1
wv2

wv3

S

i
Ci ·

w
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w
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w
v3

C1
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Adrien BOUSSICAULT (IGM) Châınes de couvertures et sommes de Greene ESCS 2007 48 / 50



D’autres factorisations

1

2

3

4

5

6

7

8

9
=

1

2

3

5

6 ·
3

4

5

6

7

8

9

3

5

6
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Conclusion
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Les variétés de Schubert

Soit E et V deux drapeaux de Cn.

V : V1 ⊂ V2 ⊂ . . . ⊂ Vn = Cn

On peut s’intéresser aux intersections des sous-espaces des drapeaux entre
V et E :

dim(Vi ∩ Ej) = bi ,j

Soit V ′ un nouveau drapeau de Cn,

V ′ ∼ V si et seulement si ∀i , j dim(V ′i ∩ Ej) = bi ,j

On appelle variété de Schubert l’ensemble des drapeaux équivalents à V .
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