RECHERCHE

Diffusion en mode commutation de circuits dans les tores de dimension k

Olivier Delmas et SteÂphane Perennes

Projet SLOOP � Laboratoire I3S - CNRS URA 1376 930 Route des Colles, B.P. 145 06903 Sophia Antipolis Cedex Courrier eÂlectronique : –delmas, sp˝@unice.fr.

� SLOOP (Simulation, Langages OrienteÂs Objets et ParalleÂlisme) est un projet commun entre le CNRS, l’INRIA et l’UniversiteÂ de Nice - Sophia Antipolis.

REÂSUMEÂ . Dans cet article, nous eÂtudions la diffusion en mode commutation de circuits dans le

tore de dimension k en supposant qu’un núud peut envoyer des messages simultaneÂment sur tous ses canaux de sortie. Nous consideÂrons le protocole de diffusion comme une succession d’eÂtapes et durant chacune d’elles les communications se font selon des chemins arc-disjoints. Nous donnons des protocoles de diffusion optimaux en nombre d’eÂtapes et quasi-optimaux pour les longueurs des chemins. Ceci geÂneÂralise le reÂsultat de Peters et Syska [PET 96] obtenu pour k = 2. Pour ce faire, nous utilisons des codes lineÂaires. Nous deÂtaillons en particulier les cas des tores de dimension 3 et 4.

ABSTRACT. This paper deals with broadcasting in k�dimensional torus network under the circuit-

switched routing model. We suppose that a node can send a message simultaneously on all its out-links. Here, we consider a broadcast protocol as a succession of rounds ; during each round, the communication dipaths used by the algorithm must be arc-disjoint. We give optimal protocols for the number of rounds and near of the optimal for the length of communication dipaths. This work generalizes that of Peters and Syska [PET 96] concerning the case k = 2. We use tools of linear coding theory and describe in details the cases k = 3 and k = 4.

MOTS-CLEÂ S : diffusion, commutation de circuits, tore, theÂorie des codes.

KEY WORDS : broadcasting, circuit-switching, torus network, coding theory.

1.Introduction

En algorithmique paralleÁle et distribueÂe il est important de disposer d’une part d’un protocole de routage efőcace (fonction de routage) [FRA 95] et d’autre part d’algorithmes de communications globales [PER 96]. L’eÂtude d’algorithmes classiques montre qu’il existe un certain nombre de communications globales qui apparaissent treÁs souvent, par exemple en algeÁbre lineÂaire ou non-lineÂaire, ou en traitement d’images. Un probleÁme classique de communications geÂneÂraliseÂes ou globales couramment rencontreÂ [MCK 94, RUM 94] est la diffusion (un processeur envoie son message aÁ destination de tous les autres processeurs). Mais les algorithmes deÂpendent fortement du meÂcanisme de routage des messages utiliseÂs. Dans cet article nous nous inteÂressons aÁ la diffusion sur les reÂseaux toriques qui utilisent un routage de type commutation de circuits. En effet, ce routage, deÂjaÁ bien connu dans les reÂseaux de teÂleÂcommunications est deÂsormais utiliseÂ sur des machines paralleÁles les plus reÂcentes telles que l’IBM SP2, la Paragon d’Intel ou les deux dernieÁres geÂneÂrations de Cray (T3D et T3E). De plus les reÂseaux toriques, par leur simpliciteÂ et leur importance dans de nombreuses applications numeÂriques, constituent une architecture souvent utiliseÂe (par exemple, les Cray T3D et T3E utilisent une topologie en tore de dimension 3).

1.1.ModeÂlisation du probleÁme

1.1.1.Le modeÁle de type commutation de circuits

Nous regrouperons sous le terme ń routage de type commutation de circuits ż, les routages par commutation de circuits, wormhole [SEI 90], virtual cut-through [KER 79] ou direct connect [NUG 88]. Bien qu’il existe des diffeÂrences entre ces diverses techniques (par exemple: preÂsence ou non d’un accuseÂ de reÂception, faible ou grande taille des tampons d’entreÂe et de sortie des liens, etc), pour l’eÂtude des communications globales, les diffeÂrences entre ces modes de routage apparaissent comme trop őnes et en tout eÂtat de cause difőcilement modeÂlisables pour eÃtre prises en compte dans une eÂtude theÂorique.

Dans le but de pouvoir comparer les divers protocoles proposeÂs et d’eÂvaluer leur qualiteÂ, il est neÂcessaire d’adopter un modeÁle commun. Ceci a deÂtermineÂ la plupart des auteurs aÁ se placer dans le cadre du ń modeÁle de type commutation de circuits ż qui est deÂsormais le plus communeÂment adopteÂ. Celui-ci consiste aÁ dire que les protocoles de communications globales s’effectuent comme une succession d’eÂtapes. Une eÂtape comporte geÂneÂralement plusieurs communications entre divers couples de sommets. Ces communications, pour eÂviter des blocages ou des pertes, devront s’effectuer le long de chemins arc-disjoints. Notons que certains auteurs imposent une contrainte plus forte, en consideÂrant des chemins sommet-disjoints [FEL 93]. Le couÃt d’une eÂtape est le maximum du couÃt des communications ayant lieu au cours de cette eÂtape. Souvent, il est pratique de consideÂrer qu’une eÂtape ne peut commencer que si toutes les communications de l’eÂtape preÂceÂdente sont acheveÂes. Dans ce cas, on dit que les protocoles sont ń synchrones ż.

Dans la suite, nous regrouperons les routages du ń type commutation de circuits synchrone ż sous le terme mode commutation de circuits.

1.1.2.Temps de communication d’un processeur aÁ un autre

Dans le mode commutation de circuits, lorsqu’un processeur envoie un message aÁ un autre processeur, la modeÂlisation du temps de transmission s’exprime comme la somme de trois termes : le premier tient compte d’un deÂlai constant, aussi appeleÂ deÂlai d’initialisation, induit par le processus qui envoie le message, le second est associeÂ au temps de commutation des commutateurs par lesquels transite le message et le troisieÁme mesure le deÂbit de l’information. Ainsi, pour un message de longueur L allant d’un processeur x aÁ un processeur y, le long d’un chemin de longueur l, le temps de communication sera modeÂliseÂ par T_{x→y} = α+lδ+Lτ (modeÁle lineÂaire complet), ouÁ α est le deÂlai d’initialisation, δ le temps de commutation d’un commutateur intermeÂdiaire et^1_τ la bande passante des liens.

Il existe diverses simpliőcations de ce modeÁle de temps (justiőeÂes par la reÂaliteÂ). Celle que nous adopterons dans cette eÂtude consiste aÁ consideÂrer un message de petite longueur pour lequel α >> Lτ et lδ >> Lτ. Le modeÁle de temps peut alors se reÂduire aÁ T_{x→y} = α + lδ. Le cas des messages longs se traite geÂneÂralement avec des techniques treÁs diffeÂrentes du type łpipe-linež (arbres couvrants arc-disjoints, ...) [RUM 94] ; nous ne les aborderons pas ici.

1.1.3.Contraintes du reÂseau

Les reÂsultats deÂpendent aussi de la modeÂlisation de la topologie du reÂseau et des contraintes technologiques qui lui sont associeÂes. Le reÂseau sera modeÂliseÂ ici par un graphe orienteÂ G = (V, A) qui sera supposeÂ symeÂtrique et dont l’ensemble V des sommets repreÂsentent les commutateurs et l’ensemble A des arcs les liaisons entre les łtampons d’entreÂe et sortiež de ces commutateurs.

Suivant la conception du reÂseau modeÂliseÂ, il peut exister des restrictions sur les capaciteÂs d’eÂmission et de reÂception de chaque processeur. Le cas ouÁ l’on autorise au maximum une eÂmission et une reÂception a eÂteÂ eÂtudieÂ dans la litteÂrature [BAR 96]. Comme cette eÂtude s’inscrit en continuiteÂ des travaux de [PET 96], nous utiliserons les meÃmes hypotheÁses de modeÂlisation des contraintes des reÂseaux qu’eux. Ainsi, nous supposerons que l’on peut eÂmettre sur tous les canaux de sortie (mode appeleÂ Δ−ports). Notons que dans un protocole de diffusion lorsque l’on ne s’autorise pas le deÂcoupage du message, il n’y a pas de contrainte sur la reÂception, car il sufőt que le message arrive une et une seule fois sur un processeur.

1.1.4.Protocole de diffusion

Soit G un graphe orienteÂ symeÂtrique et sommet transitif. Alors dans le mode commutation de circuits, nous pouvons deÂőnir le couÃt d’un protocole de diffusion ainsi.

Notation 1 Le temps (ou couÃt) d’un algorithme de diffusion dans un graphe G, noteÂ b(G), est le temps neÂcessaire induit par l’algorithme pour effectuer la diffusion dans G aÁ partir d’un sommet quelconque. Dans le modeÁle lineÂaire complet, ce temps s’exprime comme la somme de trois termes : b(G) = b_α(G)α + b_δ(G)δ + b_τ (G)Lτ, ouÁ b_α(G) repreÂsente le nombre d’eÂtapes de l’algorithme, b_δ(G) la somme du maximum des distances des communications entre processeurs impliqueÂs aÁ chaque eÂtape de l’algorithme et b_τ (G) mesure le ŕot d’information.

ConformeÂment aÁ notre modeÁle de temps, nous ne prendrons en compte que les cúfőcients b_α(G) et b_δ(G). Dans [DEL 97] il est montreÂ, sous certaines conditions, que l’optimum en nombre d’eÂtapes ne peut eÃtre atteint que si l’on ne deÂcoupe pas le message, auquel cas b_α(G) = b_τ (G).

1.2.DeÂőnitions et notations

Nous utiliserons les deÂőnitions et notations suivantes :

• ZZq repreÂsente le groupe additif des entiers modulo q. Les repreÂsentants de ZZq se-

ront noteÂs {0, 1, . . . , q − 1} dans le cas geÂneÂral. Mais dans le cas qui se reÂveÁlera ici le plus eÂtudieÂ, c’est-aÁ-dire lorsque q = 2k + 1, nous prendrons comme repreÂsentants canoniques les nombres {−k, . . . , 0, . . . , k} (ceci pour des raisons de repreÂsentation geÂomeÂtrique, de manieÁre aÁ avoir le 0 au centre des őgures, voir őgure 1). • G repreÂsente un graphe orienteÂ symeÂtrique. V (G) et A(G) repreÂsentent respectivement l’ensemble des sommets et l’ensemble des arcs de G. • N repreÂsente le nombre de sommets de G : N = |V (G)|.

• d_G(x, y) repreÂsente la distance d’un sommet x ∈ V (G) aÁ un sommet y ∈ V (G) deÂőnie comme eÂtant la longueur du plus court chemin allant de x aÁ y. • D(G) repreÂsente le diameÁtre du graphe G, c’est-aÁ-dire le maximum des distances pris entre chaque couple de sommets : D(G) = max_{(x,y)∈V} 2_{(G)}d_G(x, y). • Dans un graphe orienteÂ symeÂtrique G, Δ(G) (aussi noteÂ Δ) repreÂsente le degreÂ entrant (ou sortant) maximum dans G, c’est-aÁ-dire le maximum des degreÂs entrants (ou sortants) de tous les sommets de G.

• C_N repreÂsente le circuit symeÂtrique d’ordre N (voir őgure 1-a et 1-b).

DeÂőnition 1 [RUM 94] La somme carteÂsienne de deux graphes orienteÂs G et G^′, que nous noterons G2G^′, est le graphe orienteÂ dont tous les sommets sont tous les couples (x, x^′) ouÁ x est un sommet de G et x^′ est un sommet de G^′. Le sommet (y, y^′) est un successeur du sommet (x, x^′) dans G2G^′ si et seulement si x = y et (x^′, y^′) est un arc de G^′ ou si x^′ = y^′ et (x, y) est un arc de G.

DeÂőnition 2 Un tore de dimension k est la somme carteÂsienne de k circuits symeÂtriques d’ordre l_1, l_2, . . . , l_k et sera noteÂ par T M (l_1, l_2, . . . , l_k) = C_{l1} 2C_{l2} 2 · · · 2C_{lk} .

Remarque 1 Si pour 1 ≤ i ≤ k, l_i ≥ 3, le tore est alors un graphe orienteÂ reÂgulier de degreÂ Δ = 2k. Son ordre est l_1 × l_2 × · · · × l_k, le nombre d’arcs est 2kN et son diameÁtre est ∑_{i=k} i=1 ⌊^{li}_2 ⌋.

Notation 2 Lorsque l_1 = l_2 = · · · = l_k = l, nous utiliserons la notation condenseÂe T M (l)^k et supposerons dans ce qui suit que l ≥ 3 (voir őgure 1). Nous appelerons ces graphes des tores carreÂs de coteÂ l et de dimension k.

Fig 1 - Les figures-a et b repreÂsentent deux circuits symeÂtriques d’ordre 5 noteÂs C_5. La figure-c repreÂsente le tore carreÂ de dimension 2 et de coteÂ 5. Ce tore est la somme carteÂsienne des 2 circuits symeÂtriques C_5, soit T M (5)^2 = T M (5, 5) = C_52C_5. Par souci de clarteÂ, nous pourrons choisir de repreÂsenter les tores en omettant de dessiner les arcs et en assimilant les sommets aÁ des carreÂs. Un exemple d’une telle repreÂsentation est donneÂ pour le tore T M (5)^2 en figure-d, avec les eÂleÂments de

ZZ5 noteÂ {−2, −1, 0, 1, 2}.

Remarque 2 Chaque sommet x du tore T M (l_1, l_2, · · · , l_k) peut eÃtre vu comme un vecteur de dimension k noteÂ (x_1, x_2, · · · , x_k) ∈ ZZ_{l1} × ZZ_{l2} × · · · × ZZ_{lk} . Chaque sommet (x_1, x_2, · · · , x_k) est joint par un arc aux 2k sommets (x_1, x_2, · · · , x_i ± 1, · · · , x_k) pour 1 ≤ i ≤ k. Remarque 3 Comme le tore T M (l)^k est un graphe sommet-transitif, nous consideÂrerons dans la suite, que dans tout protocole de diffusion le sommet eÂmetteur est le vecteur nul que nous noterons 0.

1.3.Etat de l’art pour le modeÁle Δ-ports en commutation de circuits

Pour un nombre őxeÂ d’eÂtapes T dans un protocole de diffusion, le nombre maximum potentiel de sommets susceptible de recevoir le message est majoreÂ par (Δ+1)^T . On a donc b_α(G) ≥ ⌈log_{Δ+1} N⌉. Une borne infeÂrieure sur la longueur des chemins est b_δ(G) ≥ D(G).

La deÂtermination de la valeur b_α(G) optimale est un probleÁme parfois ardu. La minimisation simultaneÂe des deux parameÁtres b_α(G) et b_δ(G) est encore plus difőcile et ce probleÁme a eÂteÂ peu eÂtudieÂ. Jusqu’aÁ preÂsent, seuls certains cas particuliers ont eÂteÂ examineÂs. Pour le circuit symeÂtrique C_N , on obtient facilement que b_α(C_N ) = ⌈log_3 N⌉ avec une longueur totale de chemin optimale. La diffusion dans l’hypercube a eÂteÂ eÂtudieÂe dans [HO 95]. Leurs auteurs donnent un algorithme asymptotiquement optimal en nombre d’eÂtapes. Il semble difőcile d’obtenir sur tout hypercube de dimension quelconque un algorithme de diffusion optimal pour le nombre d’eÂtapes. NeÂanmoins, Kodate [KOD 96] a obtenu des algorithmes optimaux en nombre d’eÂtapes sur des hypercubes dont les dimensions sont de la forme 2^k + 1, en utilisant des codes cycliques. Le lecteur pourra trouver une syntheÁse plus compleÁte de ces probleÁmes dans [DEL 97, FLE 96] et dans le papier [CAS ] en preÂparation. Dans le cas des tores de dimension k, le nombre maximum de sommets que l’on peut atteindre en T eÂtapes est (2k + 1)^T . Nous nous limiterons donc dans la suite aÁ l’eÂtude du cas critique de la diffusion dans les tores carreÂs de coteÂ (2k + 1)^i et de dimension k. En ce qui concerne les tores de dimension 2, Peters et Syska ont exhibeÂ [PET 96] un algorithme optimal aÁ la fois pour le nombre d’eÂtapes et la longueur des chemins pour les tores carreÂs de coteÂ l = 5^i, i.e. b_α(T M (l)^2) = 2 log_5(l) = 2i et b_δ(T M (l)^2) = D(T M (l)^2) = l − 1. Dans le cas geÂneÂral, Park et Choi [PAR 94, PAR 96] proposent un algorithme optimal en nombre d’eÂtapes sur le tore T M ((2k + 1)^i)^k , mais sans tenir compte de la longueur des chemins. Pour notre part, nous avons eÂtudieÂ de facËon indeÂpendante le meÃme probleÁme et nous montrons que l’on peut exhiber des algorithmes optimaux en nombre d’eÂtapes, aÁ savoir b_α(G) = ki, pour G = T M ((2k + 1)^i)^k, mais pour un b_α(G) optimal nous essayons de minimiser le parameÁtre b_δ(G).

2.Principe geÂneÂral de la diffusion dans les tores carreÂs de dimension k

Nous donnons ici une manieÁre de construire un protocole dans le tore carreÂ de coteÂ l_1 × l_2 et de dimension k, connaissant un protocole dans le tore carreÂ de coteÂ l_1 et de dimension k et dans le tore carreÂ de coteÂ l_2 et de dimension k.

Lemme 1 − Notons par G^k_l = T M (l)^k le tore carreÂ de coteÂ l et de dimension k. Alors il existe un algorithme de diffusion dans G^k_{l1×l2} veÂriőant :

i) nombre d’eÂtapes b_α(G^k_{l1×l2} ) ≤ b_α(G^k_{l1} ) + b_α(G^k_{l2} ), ii) longueur des chemins b_δ(G^k_{l1×l2} ) ≤ l_2 · b_δ(G^k_{l1} ) + b_δ(G^k_{l2} ).

Preuve. De manieÁre intuitive, on va deÂcomposer le tore G^k_{l1×l2} en l^k_1 sous-grilles ayant l^k_2 sommets. Le sommet initiateur informera dans une premieÁre phase un eÂleÂment de chaque sous-grille en suivant un protocole analogue aÁ celui de G^k_{l1} . Puis dans une seconde phase, les sommets connaissant l’information informeront en paralleÁle leur łvoisinage localž suivant un protocole analogue aÁ celui de G^k_{l2} .

Plus formellement, consideÂrons la bijection de ZZ_{l1×l2} dans ZZ_{l1} × ZZ_{l2} qui aÁ l’eÂleÂment z ∈ {0, . . . , l_1 × l_2 − 1} associe le couple (x, y) avec x ∈ {0, . . . , l_1 − 1} et y ∈ {0, . . . , l_2 − 1} deÂőni par z = x · l_2 + y. Par exemple avec l_1 = 2 et l_2 = 3, la bijection de ZZ_6 dans ZZ_2 × ZZ_3 associe aÁ 0 → (0, 0) ; 1 → (0, 1) ; 2 → (0, 2) ; 3 → (1, 0) ; 4 → (1, 1) ; 5 → (1, 2). Avec cette bijection, un arc de z aÁ z + 1 dans C_{l1×l2} devient l’arc de (x, y) aÁ (x, y + 1) si 0 ≤ y < l_2 − 1 ou bien de (x, l_2 − 1) aÁ (x+1, 0) si y = l_2 −1. De meÃme, un arc de z aÁ z−1 dans C_{l1×l2} devient l’arc de (x, y) aÁ (x, y−1) si 0 < y ≤ l_2 −1 ou bien de (x, 0) aÁ (x−1, l_2 −1) si y = 0. Avec l’exemple preÂceÂdent dans C_6, l’arc allant de 5 aÁ 0 dans ZZ_6 devient l’arc allant de (1, 2) aÁ (0, 0) dans ZZ_2 ×ZZ_3. Plus geÂneÂralement aÁ l’eÂleÂment (z_1, z_2, . . . , z_k) de ZZ^k_{l1×l2} , nous associerons l’eÂleÂment (x_1, y_1), . . . , (x_i, y_i), . . . , (x_k, y_k) avec (x_1, . . . , x_i, . . . , x_k) ∈ ZZ^k_{l1} et

(y_1, . . . , y_i, . . . , y_k) ∈ ZZ^k_{l2} . Le graphe induit par les sommets de la forme (x_1, 0), . . . , (x_k , 0) pour tout (x_1, . . . , x_k) ∈ ZZ^k_{l1} forme un tore dilateÂ, c’est-aÁ-dire qu’il est obtenu aÁ partir de G^k_{l1} en remplacËant chaque arc par un chemin de longueur l_2. Plus exactement, l’arc allant de (x_1, . . . , x_i, . . . , x_k) aÁ (x_1, . . . , x_i + 1, . . . , x_k) dans G^k_{l1} correspond aÁ un chemin de longueur l_2 dans G^k_{l1×l2} reliant (x_1, 0), . . . , (x_i, 0), . . . , (x_k, 0) aÁ (x_1, 0), . . . , (x_i + 1, 0), . . . , (x_k , 0) via les sommets intermeÂdiaires (x_1, 0), . . . , (x_{i−1}, 0), (x_i, y_i), (x_{i+1}, 0), . . . (x_k , 0) en utilisant tout les y_i allant de 1 aÁ l_2 − 1.

Dans une premieÁre phase on va appliquer un protocole identique au protocole de diffusion dans G^k_{l1} de manieÁre aÁ ce que le sommet (0, 0), . . . , (0, 0), . . . , (0, 0) informe tous les sommets (x_1, 0), . . . , (x_i, 0), . . . , (x_k, 0) pour tout (x_1, . . . , x_k ) ∈ ZZ^k_{l1} . Pour cela, si dans G^k_{l1} aÁ l’eÂtape t le sommet (x_1, . . . , x_k ) informe le sommet (x^′_1, . . . , x^′_k) via un chemin de longueur d ; alors dans G^k_{l1×l2} aÁ l’eÂtape t le sommet (x_1, 0), . . . , (x_k , 0) informera le sommet (x^′_1, 0), . . . , (x^′_k , 0) via un chemin de longueur d · l_2. Cette phase s’effectue donc en b_α(G^k_{l1} ) eÂtapes avec un cúfőcient en longueur de chemins eÂgal aÁ l_2 · b_δ(G^k_{l1} ). Dans l’exemple avec l_1 = 2 et l_2 = 3 supposons que dans G^2 le sommet (0, 0) informe (1, 0) et (1, 1) par le chemin de longueur 2 utilisant le sommet intermeÂdiaire (0, 1) (Cf. őgure 2-a), alors dans G^2_6 le sommet (0, 0), (0, 0) informera (1, 0), (0, 0) via un chemin de longeur 3 et (1, 0), (1, 0) via un chemin de longueur 6 (Cf. őgure 2-b).

Fig 2 - Exemple de premieÁre phase. La figure-a repreÂsente les chemins de communications issus du sommet (0, 0) dans G^2. La figure-b montre que les chemins de communications dans G^2_6 issus du sommet (0, 0), (0, 0) correspondent aux scheÂmas induits par ceux dans G^2, mais avec un facteur de dilatation de 3.

Dans une seconde phase, les sommets informeÂs (x_1, 0), . . . , (x_k, 0) vont diffuser en paralleÁle le message aÁ leurs łvoisinsž en utilisant le protocole dans G^k_{l2} . Intuitivement on voudrait que le sommet (x_1, 0), . . . , (x_k, 0) informe les l^k_2 sommets (x_1, y_1), . . . ,

(x_k , y_k) pour tout (y_1, . . . , y_k) ∈ ZZ^k_{l2} de la meÃme manieÁre que le sommet (0, . . . , 0) informait les sommets (y_1, . . . , y_k) dans G^k_{l2} . Ceci n’est pas possible tel quel car le graphe engendreÂ par les sommets (x_1, y_1), . . . , (x_k , y_k) est une sous-grille non torique, et on ne peut pas appliquer strictement le protocole de G^k_{l2} si un chemin de la diffusion utilise un arc de łrebouclementž de la forme (y_1, . . . , y_i, . . . , y_k), (y_1, . . . , y_i + 1, . . . , y_k) avec y_i = l_2 − 1 et y_i + 1 = 0 (ou un arc opposeÂ). NeÂanmoins, on peut utiliser un arc aboutissant dans une sous-grille voisine et chaque sommet informera alors l^k_2 sommets meÃme si ceux-ci n’appartiennent pas tous aÁ la meÃme sous-grille. Formellement, supposons que dans G^k_{l2} aÁ l’eÂtape t, le sommet (y_1, . . . , y_k) informe le sommet (y^′_1, . . . , y^′_k) alors dans G^k_{l1×l2} le sommet (x_1, y_1), . . . , (x_i, y_i), . . . , (x_k, y_k) informera le sommet (x^∗_1, y^′_1), . . . , (x^∗_i , y^′_i), . . . , (x^∗_k , y^′_k) avec x^∗_i = x_i si dans G^k_{l2} le chemin utilise seulement des arcs de la forme (y_1, . . . , y_i, . . . , y_k) aÁ (y_1, . . . , y_i ± 1, . . . , y_k) avec 0 < y_i < l_2 − 1, ou bien x^∗_i = x_i + 1 si le chemin utilise un arc de la forme (y_1, . . . , y_i, . . . , y_k) aÁ (y_1, . . . , y_i + 1, . . . , y_k) avec y_i = l_2 − 1 et y_i + 1 = 0, ou enőn x^∗_i = x_i − 1 si le chemin utilise un arc de la forme (y_1, . . . , y_i, . . . , y_k) aÁ (y_1, . . . , y_i −1, . . . , y_k) avec y_i = 0 et y_i −1 = l_2 −1. Dans notre exemple, supposons que dans G^2_3 le sommet (0, 0) informe (0, 1) ; (1, 1) via le sommet (1, 0) ; (1, 2) via le sommet (0, 2) et (2, 1) via les sommets (2, 0) et (2, 2) (Cf. őgure 3-a), alors dans G^2_6, le sommet (0, 0), (0, 0) informera le sommet (0, 0), (0, 1) ; (0, 1), (0, 1) via le sommet (0, 1), (0, 0), mais il informera le sommet (0, 1), (1, 2) (ici x^∗_2 = x_2 −1) via le sommet (0, 0), (1, 2) et il informera le sommet (1, 2), (1, 1) (ici x^∗_1 = x_1 − 1 et x^∗_2 = x_2 − 1) via les sommets (1, 2), (0, 0) et (1, 2), (1, 2) (Cf. őgure 3-b).

Fig 3 - Exemple d’une eÂtape de la seconde phase. La figure-a repreÂsente les chemins de communications issus du sommet (0, 0) dans G^2_3 (en une eÂtape). La

figure-b montre que les chemins de communications dans G^2_6 (en une eÂtape) qui

sont issus des sommets (x_1, 0), (x_2, 0) avec (x_1, x_2) ∈ ZZ^2 correspondent aux scheÂmas induits par ceux dans G^2_3. Au cours de cette eÂtape, ces chemins sont tous arc-disjoints.

De la meÃme manieÁre le sommet (x_1, 0), (x_2, 0) informera les 4 sommets (x_1, 0), (x_2, 1) ; (x_1, 1), (x_2, 1) ; (x_1, 1), (x_2 − 1, 2) et (x_1 − 1, 2), (x_2 − 1, 1) (Cf. őgure 3-b). A une eÂtape t les chemins issus du sommet (0, 0), . . . , (0, 0) sont deux aÁ deux disjoints, car les chemins dans G^k_{l2} eÂtaient deux aÁ deux disjoints. Les chemins issus d’un autre sommet (x_1, 0), . . . , (x_k , 0) sont obtenus par translation des chemins issus de (0, 0), . . . , (0, 0) et tous ces chemins sont bien deux aÁ deux arc-disjoints. 2

Cette premieÁre proprieÂteÂ nous permet de concevoir une meÂthode de diffusion reÂcursive sur les tores carreÂs de coteÂ l^i et de dimension k.

Proposition 1 − Soit G^k_{li} = T M (l^i)^k . Il existe un protocole de diffusion dans G^k_{li} tel que b_α(G^k_{li} ) ≤ i · b_α(G^k_l ) et b_δ(G^k_{li} ) ≤^{li −1}_{l−1} · b_δ (G^k_l ).

Preuve. La preuve deÂcoule directement des eÂquations de reÂcurrences du lemme 1. Pour le nombre d’eÂtapes, nous obtenons b_α(G^k_li ) ≤ b_α(G^k_l ) + b_α(G^k_li�1 ) ≤ i · b_α(G^k_l ) Pour la longueur des chemins, nous obtenons

b_δ(G^k_li ) ≤ l · b_δ(G^k_li�1 ) + b_δ (G^k_l ) ≤ l^i − 1 l − 1 · b_δ(G^k_l ) 2 Remarque 4 Lorsque l est impair, il est remarquable que du fait des eÂquations de reÂcurrence le rapport^{bδ (Gkli )}_{D(Gkli )} reste majoreÂ par un rapport őxe eÂgal aÁ celui obtenu pour le

premier tore, c’est-aÁ-dire^{bδ (Gkl )}_{D(Gkl )} .

Il ne reste plus qu’aÁ initier correctement la reÂcurrence. Pour cela il est neÂcessaire de trouver un bon protocole de diffusion dans les tores T M (2k + 1)^k.

3.Diffusion dans le tore T M (2k + 1)^k

3.1.ProprieÂteÂs requises

Nous eÂtudions dans cette partie les proprieÂteÂs requises aőn de diffuser en un nombre d’eÂtapes optimal sur le tore T M (2k + 1)^k. Nous supposons doreÂnavant que les eÂleÂments repreÂsentatifs de ZZ_{2k+1} sont {−k, . . . , −1, 0, 1, . . . , k}.

Notation 3 S_t repreÂsente l’ensemble des sommets qui connaissent l’information apreÁs l’eÂtape t.

Dans le tore T M (2k+1)^k le nombre potentiel minimum d’eÂtapes est log_{2k+1}(2k+ 1)^k = k. Effectuer une diffusion optimale en k eÂtapes revient aÁ chercher des ensembles S_t ayant les proprieÂteÂs suivantes.

ProprieÂteÂs 1

• S_0 = {0} est le sommet eÂmetteur,

• S_k = ZZ^k_{2k+1} est l’ensemble de tous les sommets du graphe,

• S_{t−1} peut preÂvenir S_t en une eÂtape le long de chemins arc-disjoints. • |S_t| = (2k + 1) · |S_{t−1}|, • S_{t−1} ⊂ S_t, Ces proprieÂteÂs sont neÂcessaires et sufősantes. Notons que les deux dernieÁres sont impliqueÂes par les deux premieÁres car le tore est de degreÂ 2k + 1.

Nous introduisons aÁ ce niveau une deÂőnition importante que nous deÂtaillerons dans les sections suivantes.

DeÂőnition 3 Les sommets S_{k−1} sont dit eÃtre les eÂleÂments d’un code parfait de rayon 1, s’ils veÂriőent la proprieÂteÂ suivante : chaque sommet de S_k est soit un eÂleÂment de S_{k−1} soit un voisin direct (i.e. aÁ distance 1) d’exactement un et un seul eÂleÂment de S_{k−1}. Avant de deÂcrire le protocole geÂneÂral de diffusion sur les tores de dimension k, nous redonnons brieÁvement le protocole optimal de Peters et Syska [PET 96], sur le tore de dimension 2, sous une forme nouvelle qui nous a permis de le geÂneÂraliser. Nous appliquerons eÂgalement cette meÂthode aux tores de dimension 3.

3.2.Diffusion dans T M (5)^2

Proposition 2 − (Peters, Syska [PET 96]) Il existe un protocole de diffusion dans le tore T M (5)^2 tel que b_α(T M (5)^2) = log_5 (5^2) = 2 et b_δ(T M (5)^2) = D(T M (5)^2) = 4. Nous redonnons brieÁvement la preuve de cette proposition avec l’approche qui nous permettra de geÂneÂraliser par la suite. Pour cela, nous deÂőnissons les ensembles S_t comme suit.

S_2 = ZZ^2_5, S_1 = {x ∈ S_2 | x_1 + 2x_2 = 0 mod 5}, S_0 = {0}.

A partir de ces ensembles S_t il est facile de veÂriőer sur la őgure 4 que les proprieÂteÂs 1 sont veÂriőeÂes.

Fig 4 - Les figures-a et b repreÂsentent le tore T M (5)^2. Le point central noir est le sommet eÂmetteur S_0, c’est-aÁ-dire le vecteur 0. L’ensemble des sommets noirs et du sommet blanc repreÂsente S_1. La figure-a montre que S_0 peut preÂvenir S_1 en une eÂtape, le long de chemins arc-disjoints de longueur 3. La figure-b montre comment S_1 peut preÂvenir S_2 en une eÂtape le long de chemins arc-disjoints de longueur 1.

L’une des principales ideÂes de cette meÂthode de diffusion est de remarquer que c’est aÁ la dernieÁre eÂtape que rentre en jeu le plus grand nombre de communications. C’est donc aÁ cette eÂtape que la proprieÂteÂ łS_1 informe S_2 le long de chemins arc-disjointsž pourrait eÃtre la plus difőcile aÁ garantir. Mais cette proprieÂteÂ devient treÁs facile aÁ veÂriőer lorsque les sommets de S_1 sont pertinemment choisis de telle sorte que l’ensemble des sommets de S_1 et de leurs voisins directs forment l’ensemble des sommets de S_2 sans redondance. Cette proprieÂteÂ est veÂriőeÂe sur S_1 (Cf. őgure 4-b). En fait, S_1 veÂriőe la deÂőnition 3 et est donc un code parfait.

3.3.Diffusion dans T M (7)^3

Proposition 3 − Il existe un protocole de diffusion dans le tore T M (7)^3 tel que b_α(T M (7)^3) = log_7 (7^3) = 3 et b_δ (T M (7)^3) =^{10}_9 D(T M (7)^3).

Preuve. Comme sur le tore de dimension 2, nous commencËons par deÂőnir les ensembles S_t.

S_3 = ZZ^3_7, S_2 = {x ∈ S_3 | x_1 + 2x_2 + 3x_3 = 0 mod 7}, S_1 = {x ∈ S_2 | x_1 + 3x_3 = 0 mod 7}, S_0 = {0}.

A partir de ces deÂőnitions et des chemins indiqueÂs sur la őgure 5, on veÂriőe que les proprieÂteÂs 1 sont satisfaites pour les deux premieÁres eÂtapes avec des chemins de longueur 5 et 4 respectivement.

Fig 5 - ScheÂma de diffusion dans le tore T M (7)^3. La figure-a repreÂsente la premieÁre eÂtape de la diffusion. Le sommet central est le vecteur nul S_0. L’ensemble S_1 est repreÂsenteÂ par les sommets noirs. Cette őgure montre comment S_0 peut envoyer son information aux eÂleÂments de S_1 en utilisant des chemins arc-disjoints de longueur au plus 5. La figure-b deÂcrit la deuxieÁme eÂtape de la diffusion. Les sommets blancs et noirs repreÂsentent les eÂleÂments de S_2. Cette őgure montre le scheÂma de communication utiliseÂ par les eÂleÂments de S_1 pour envoyer leur information sur les eÂleÂments de S_2. Chacun des 7 eÂleÂments de S_1 utilise les meÃmes scheÂmas de communications. Sur cette őgure, seuls 3 des 7 eÂleÂments de S_1 sont repreÂsenteÂs (en noir), neÂanmoins cela sufőt pour remarquer que S_1 peut informer les eÂleÂments de S_2 le long de chemins arc-disjoints de longueur au plus 4.

Ainsi, apreÁs cette deuxieÁme eÂtape, tous les sommets de S_2 ont eÂteÂ informeÂs. Pour conclure le protocole par une dernieÁre eÂtape, il sufőt de remarquer que S_2 est un code parfait. Ceci revient aÁ dire que l’ensemble formeÂ de chaque sommet de S_2 avec leurs voisins directs pave parfaitement le tore. La őgure 6 repreÂsente un point de S_2 avec ses 6 voisins directs.

Fig 6 - La figure-A repreÂsente un sommet de S_2 (ici au centre de la őgure) relieÂ aÁ chacun de ses 6 voisins directs par un lien. Il en est de meÃme pour la figure-B mais en omettant les liens. On peut voir cette figure-B, comme une structure de base en 3 dimensions. Il est possible d’emboõÃter 49 de ces structures pour former le tore T M (7)^3.

Ainsi, la dernieÁre eÂtape s’effectue sans probleÁme, puisque les sommets de S_2 n’ont plus qu’aÁ envoyer leur information aÁ chacun de leurs 6 voisins directs le long de chemins arc-disjoints de longueur 1. Le cúfőcient b_δ(T M (7)^3) est donc eÂgal aÁ 5+4+1 =

10. 2

4.GeÂneÂralisation de la diffusion dans T M (2k + 1)^k

Aőn de diffuser dans le tore T M (2k + 1)^k, nous commencËons comme preÂceÂdemment par deÂőnir les ensembles S_t. Pour obtenir une diffusion en un nombre optimum d’eÂtapes, il est neÂcessaire que S_k = ZZ^k_{2k+1}. Nous chercherons ensuite aÁ deÂőnir l’ensemble S_{k−1} aÁ partir de la remarque suivante.

Dans un protocole de diffusion utilisant les ensembles S_t, l’eÂtape dans laquelle est impliqueÂ le plus grand nombre de communications est la dernieÁre, c’est-aÁ-dire lorsque les sommets de S_{k−1} informent ceux de S_k. Il est alors inteÂressant de choisir un ensemble S_{k−1} reÂparti de telle sorte que l’on sache reÂaliser aiseÂment les communications de cette eÂtape. C’est le cas si l’ensemble S_{k−1} veÂriőe la deÂőnition 3. En effet, si S_{k−1} est un code parfait de rayon 1, alors l’union des eÂleÂments de S_{k−1} et de tous leurs voisins directs correspond aÁ S_k. La dernieÁre eÂtape se reÂduit alors aÁ l’envoi par chaque sommets de S_{k−1} du message aÁ chacun de ses voisins, les chemins sont alors tous de longueur 1 et clairement arc-disjoints.

Remarque 5 La distance dans le tore correspond aÁ la distance de Lee sur ZZ^k_{2k+1} (voir [MCW 77]). La proprieÂteÂ que nous recherchons sur S_{k−1} se traduit en theÂorie des codes ainsi : łS_{k−1} est un code de Lee de rayon de recouvrement 1 de cardinaliteÂ (2k + 1)^{k−1}, c’est donc un code parfait de rayon 1ž.

De tels codes parfaits de rayon 1 sont bien connus, nous choisirons d’utiliser S_{k−1} = {x ∈ S_k | x_1 + 2x_2 + · · · + kx_k = 0 mod (2k + 1)}. Nous deÂőnissons alors les ensembles S_t inductivement comme suit : pour k−1 ≥ t ≥ 1, S_{t−1} = {x ∈ S_t | x_{t+1} = 0}. Les deÂőnitions des ensembles S_t se reÂsument par :

S_k = ZZ^k_{2k+1}, S_{k−1} = {x ∈ S_k | ∑_{j=k} j=1 jx_j = 0 mod (2k + 1)}, S_{t−1} = {x ∈ S_t | x_{t+1} = 0}, pour k − 1 ≥ t ≥ 1.

On peut facilement veÂriőer que les proprieÂteÂs suivantes sont alors vraies : S_0 = {0}, |S_t| = (2k + 1) · |S_{t−1}|, et S_{t−1} ⊂ S_t. Pour que les ensembles S_t veÂriőent toutes les proprieÂteÂs 1, il reste deÂsormais aÁ prouver que S_{t−1} peut informer S_t en une eÂtape le long de chemins arc-disjoints. Nous le prouvons dans la proposition suivante et donnons en outre une borne supeÂrieure relativement őne sur la longueur des chemins utiliseÂs.

Proposition 4 − Pour 1 ≤ t ≤ k − 1, S_{t−1} peut informer S_t en une eÂtape le long de chemins arc-disjoints de longueur au plus k + 2 + ⌈^k_t ⌉.

Preuve. Tout d’abord, nous pouvons remarquer que S_t se partitionne en 2k + 1 classes que nous noterons S_t(α) avec α ∈ ZZ_{2k+1} (les repreÂsentants eÂtant pris laÁ aussi dans {−k, . . . , 0, . . . , k}) deÂőnies par S_t(α) = {x ∈ S_t | x_{t+1} = α}. De fait, S_t(α) est l’intersection de S_t avec l’hyperplan deÂőni par la condition {x_{t+1} = α}. En particulier nous avons S_t(0) = S_{t−1}. Dans une premieÁre phase, S_{t−1} = S_t(0) va informer, pour tout α, par une translation un ensemble de meÃme cardinaliteÂ noteÂ U_t(α) situeÂ dans l’hyperplan {x_{t+1} = α}. La deuxieÁme phase consistera aÁ translater en paralleÁle chaque U_t(α) sur S_t(α) au sein de l’hyperplan {x_{t+1} = α}. A ce niveau, nous aurons besoin d’utiliser les 2k geÂneÂrateurs du tore. Ceux-ci sont deÂőnis comme les vecteurs e_i de dimension k tels que pour 1 ≤ i ≤ k, e_i = (0, · · · , 0, +1, 0, · · · , 0) a un +1 en i^{ième} position, et e_{−i} = −e_i.

Pour reÂaliser la premieÁre phase nous utiliserons pour α ∈ ZZ_{2k+1} les translations,

x → x + e_α + αe_{t+1} pour α ≠ t + 1 et α ≠ −(t + 1), x → x + (t + 1)e_{t+1} pour α = t + 1, x → x − (t + 1)e_{t+1} pour α = −(t + 1).

Les chemins associeÂs sont 2 aÁ 2 arc-disjoints, car pour un x donneÂ on utilise des e_α distincts et que 2 sommets de S_{k−1} et donc a fortiori de S_t(0), ne sont jamais adjacents.

Dans la seconde phase, rappelons que pour un α donneÂ on travaille dans l’hyperplan satisfaisant la condition {x_{t+1} = α} et par conseÂquent il ne peut y avoir d’arcs en commun pour deux valeurs diffeÂrentes de α. Pour un α őxeÂ, il faut envoyer U_t(α) sur S_t(α). Comme S_t(α) est un translateÂ de S_t(0), c’est aussi un translateÂ de U_t(α). Soit w(α) le vecteur de longueur minimale tel qu’il existe z ∈ U_t(α) et x ∈ S_t(α) avec z + w(α) = x. Par lineÂariteÂ nous avons donc U_t(α) + w(α) = S_t(α). On eÂtablit alors, depuis tout sommet de U_t(α) un chemin correspondant au vecteur w(α) obtenu par un routage utilisant les dimensions de w(α) dans un ordre őxeÂ. Les chemins ainsi obtenus aÁ partir de deux points distincts z et y ∈ U_t(α) respectivement vers z + w(α) et y + w(α), avec z ≠ y, sont alors arc-disjoints. En effet, si un conŕit apparaissait sur un arc uv, l’un des chemins zu ou yu serait strictement plus court que l’autre (dans le cas contraire, le routage eÂtant őxeÂ nous aurions z = y). Supposons qu’il s’agisse du chemin zu, alors le chemin (zu), (uv), (v(y + w(α))) serait strictement plus court que le chemin associeÂ aÁ w(α), ce qui contredirait la minimaliteÂ de w(α).

Aőn de terminer la preuve, il nous reste aÁ estimer la longueur des chemins utiliseÂs. Dans la premieÁre phase, la longueur est au plus |α| + 1 ≤ k + 1. Dans la seconde phase, il faut majorer la longueur de w(α). Pour cela, nous allons exhiber une translation de U_t(α) vers S_t(α) tel que le chemin associeÂ aÁ la translation soit de longueur au plus 1 + ⌈^k_t ⌉, ce qui prouvera la proposition. Posons f (x) = ∑_{j=k} j=1 jx_j . Tout d’abord nous pouvons remarquer que si x ∈ S_t(α), alors x_{t+1} = α, x_{t+2} = . . . = x_k = 0 et f (x) = 0. Posons V_t(α) = U_t(α)−e_α pour α ≠ ±(t+1) et V_t(α) = U_t(α) pour α = ±(t + 1). Alors si x ∈ V_t(α), on a aussi x_{t+1} = α, x_{t+2} = . . . = x_k = 0, mais cette fois-ci f (x) = α(t + 1). Nous allons donc chercher une translation de V_t(α) sur S_t(α) qui n’utilise seulement que les t premieÁres dimensions. Comme −k ≤ α(t + 1) ≤ k, posons α(t + 1) = ϵp, avec 0 ≤ p ≤ k et ϵ = +1 si 0 < α(t + 1) ≤ k et −1 sinon. Soit q et r tels que p = qt + r avec 0 ≤ r < t. Alors S_t(α) peut eÃtre obtenu aÁ partir de V_t(α) par la translation de vecteur −(qe_{ϵt} + e_{ϵr}). En effet, si x ∈ V_t(α), alors f (x − (qe_{ϵt} + e_{ϵr})) = f (x) − (qϵt + ϵr) = ϵp − (qϵt+ ϵr) = 0. De plus comme r < t, les coordonneÂes en t+1, t+2, . . . , k n’ont pas changeÂ. Donc le translateÂ de x ∈ V_t(α) est bien dans S_t(α). La longueur du chemin associeÂ aÁ la translation −(qe_{ϵt} +e_{ϵr}) est au plus ⌈^k_t ⌉, car ou bien r = 0 et q =^p_t ≤^k_t ou bien r ≠ 0 et q + 1 ≤ ⌈^p_t ⌉ ≤ ⌈^k_t ⌉. Donc la longueur du chemin entre U_t(α) et S_t(α) est majoreÂ par 1 + ⌈^k_t ⌉ (le 1 correspond aÁ la translation −e_α de U_t(α) sur V_t(α) lorsque α ≠ ±(t + 1)). 2

Ainsi, nous sommes en mesure d’eÂnoncer le corollaire suivant.

Corollaire 2 − Il existe un protocole de diffusion sur le tore T M (2k + 1)^k tel que b_α(T M (2k + 1)^k) = log_{2k+1}(2k + 1)^k = k et b_δ(T M (2k + 1)^k) < k(k + 3 + ln (k − 1)) − 2.

Preuve. Il sufőt de sommer, sur les k − 1 premieÁres eÂtapes du protocole de diffusion, la majoration de la longueur des chemins obtenue en proposition 4 et de rajouter 1 pour la dernieÁre eÂtape (car S_{k−1} est un code parfait de rayon1). Ainsi, b_δ(T M (2k + 1)^k) ≤ k^2 + k − 2 + ∑_{t=k−1} t=1 ⌈^k_t ⌉ + 1. Or, ∑_{t=k−1} t=1 ⌈^k_t ⌉ ≤ ∑_{t=k−1} t=1 (^k_t + 1). Comme ∑_{t=k−1} t=1 (^k_t + 1) = 2k − 1 + k ∑_{t=k−1} t=2 1 t < 2k − 1 + k ∫_{k−1} 1 du u , alors, nous avons bien 2k − 1 + k ∑_{t=k−1} t=2 1 t < 2k − 1 + k ln (k − 1). 2

Remarque 6 On peut ameÂliorer la longueur des chemins dans la proposition 4 en deÂőnissant les translations de S_t(0) dans U_t(α) pour α ≠ ±(t + 1) par x → x + e_{ϕ(α)} + αe_{t+1} ouÁ ϕ(x) est une bijection de ZZ_{2k+1} − {±(t + 1)} dans ZZ_{2k+1} − {±(t + 1)}. On peut alors choisir ϕ(α) de manieÁre aÁ mieux minimiser la longueur d’un majorant de w(α). Une eÂtude deÂtailleÂe permet de ramener le cúfőcient b_δ(T M (2k + 1)^k) aÁ D(T M (2k + 1)^k) + √ D(T M (2k + 1)^k).

5.GeÂneÂralisation de la diffusion dans T M ((2k + 1)^i)^k

Dans les sections preÂceÂdentes nous avons initieÂ la reÂcurrence en donnant des protocoles efőcaces pour les tores T M (2k + 1)^k. Il nous est deÂsormais possible de fournir des protocoles efőcaces pour les tores T M ((2k + 1)^i)^k. Nous pouvons ainsi eÂtablir le corollaire suivant.

Corollaire 3 − Il existe un protocole de diffusion dans le tore T M ((2k + 1)^i)^k tel que b_α(T M ((2k+1)^i)^k ) = log_{2k+1}((2k+1)^{ik} ) = ki et b_δ(T M ((2k+1)^i)^k) ≤^1_k (k+3+ ln (k − 1)−^2_k )·D(T M ((2k+1)^i)^k). En particulier pour le tore de dimension 3 il existe un protocole de diffusion tel que b_α(T M (7^i)^3) = log_7(7^{i3} ) = 3i et b_δ(T M (7^i)^3) = 10 9 D(T M (7^i)^3).

Preuve. La preuve deÂcoule directement des eÂquations de reÂcurrence de la proposition 1 et des valeurs particulieÁres obtenues pour les tores T M (2k + 1)^k (notamment lorsque k=3) permettant d’initier la reÂcurrence. 2

6.Etude particulieÁre pour le tore carreÂ de dimension 4

Bien que l’eÂtude preÂceÂdente fournisse eÂgalement un reÂsultat pour le tore de dimension 4, nous montrons dans cette section, qu’ il est possible d’obtenir, pour cette dimension, un algorithme optimal aÁ la fois pour le nombre d’eÂtapes et la longueurs des chemins.

L’eÂtude de la diffusion sur le tore de dimension 4 devrait nous conduire aÁ utiliser le tore T M (9)^4 contenant 6561 sommets. L’eÂtude particulieÁre de la diffusion sur ce tore apparaõÃt bien entendu comme trop fastidieuse sur un si grand nombre de sommet, car il serait neÂcessaire d’exhiber les chemins arc-disjoints neÂcessaires aÁ la reÂalisation de chacune des 4 eÂtapes du protocole. Mais suite aÁ une remarque de C. Delorme, l’eÂtude devient triviale si l’on utilise le tore T M (3)^4 ne contenant lui que 81 sommets.

6.1.Diffusion pour le tore T M (3)^4

Ainsi, nous pouvons eÂtablir la proposition suivante.

Proposition 5 − Il existe un protocole de diffusion sur le tore T M (3)^4 tel que b_α(T M (3)^4) = log_9(3^4) = 2 et b_δ(T M (3)^4) = D(T M (3)^4).

Preuve. Nous commencËons par deÂőnir la matrice M composeÂe de 4 vecteurs colonnes appartenant chacun aÁ ZZ^4_3.

M = 0 1 1 1 −1 0 1 −1 −1 1 −1 0 −1 −1 0 1

Comme preÂceÂdemment nous commencËons par deÂőnir les ensembles S_t.

S_2 = ZZ^4_3, S_1 = M ∪ −M ∪ {0}, S_0 = {0}.

Les vecteurs du code S_1 sont les vecteurs colonnes des matrices M, −M et du vecteur nul. Le lecteur pourra aiseÂment veÂriőer que S_0 peut informer les 8 sommets de S_1 en une eÂtape, le long de chemins arc-disjoints de longueur 3. La dernieÁre eÂtape ne pose pas de probleÁme, car laÁ encore il est facile de veÂriőer que S_1 forme un code parfait. Ainsi si chaque sommet de S_1 envoie son message aÁ chacun de ces 8 voisins directs, alors S_1 informe S_2 le long de chemins arc-disjoints de longueur 1. 2

Ce reÂsultat reÂsulte du fait que M^2 = 0 mod 3. Ainsi, la diffusion est optimale pour le nombre d’eÂtapes et pour les longueurs des chemins.

6.2.GeÂneÂralisation de la diffusion pour le tore T M (9^i)^4

En appliquant le reÂsultat preÂceÂdent aÁ la proposition 1, nous sommes en mesure d’obtenir un protocole de diffusion optimum pour le nombre d’eÂtapes et pour les longueurs des chemins sur les tore T M (9^i)^4.

Corollaire 4 − Il existe un protocole de diffusion dans le tore T M (3^i)^4 tel que b_α(T M (3^i)^4) = 2i et b_δ(T M (3^i)^k) = D(T M (3^i)^k).

Remarque 7 Comme le tore T M (3^i)^4 contient 3^{4i} = 9^{2i} sommets, alors le corollaire 4 implique l’optimaliteÂ de la diffusion sur le tore T M (9^i)^4.

Remerciements

Nous tenons aÁ remercier J-C. Bermond, J. G. Peters ainsi que les arbitres pour leurs nombreux conseils et remarques utiles.

7.ReÂfeÂrences

[BAR 96] M. Barnett, D.G. Payne, R.A. van de Geijn, and J. Watts. ń Broadcasting on Meshes with Wormhole Routing ż. Journal of Parallel and Distributed Computing, 35(2): 111ś122, June 1996.

[CAS ] Jean de Casanice. ń An overview of wormhole routing ż. Laboratoire d’Informatique, Signaux et SysteÁmes de Sophia Antipolis CNRS URA 1376 - Equipe : łCommunication Algorithms at Sophia Antipolis - Nicež (J-C. Bermond, E. Darrot, O. Delmas, E. Fleury, S. Perennes, M. Syska), En preÂparation.

[DEL 97] O. Delmas. ń Communications par commutation de circuits dans les reÂseaux d’interconnexion ż. TheÁse de doctorat, UniversiteÂ de Nice - Sophia Antipolis, Laboratoire I3S-CNRS URA 1376, 1997.

[FEL 93] R. Feldmann, J. Hromkovic, S. Madhavapeddy, B. Monien, and P. Mysliwietz. ń Optimal algorithms for dissemination of information in generalized communication modes ż. Technical Report No. 115, UniversitaÈt-Gesamthochschule-Paderborn, February 1993.

[FLE 96] E. Fleury. ń Communications, routage et architectures des machines aÁ meÂmoire distribueÂe - Autour du routage wormhole ż. TheÁse de doctorat, UniversiteÂ de Lyon, Ecole Normale SupeÂrieure de Lyon, 1996.

[FRA 95] P. Fraigniaud. ń Vers un principe de localiteÂ pour les communications dans les reÂseaux d’interconnexion ż. TheÁse d’habilitation, UniversiteÂ de Lyon, Laboratoire de l’Informatique du ParalleÁlisme - CNRS Ecole Normale SupeÂrieure de Lyon, 1995.

[HO 95] C.T. Ho and M.Y. Kao. ń Optimal broadcast in all-port wormhole-routed hypercube ż. IEEE Trans. on Parallel and Distributed Systems, 6(2): 200ś204, February 1995.

[KER 79] P. Kermani and L. Kleinrock. ń Virtual cut-through: a new computer communication switching technique ż. Computers Networks, 3: 267ś286, 1979.

[KOD 96] T. Kodate. ń Communications stuctureÂes dans les reÂseaux d’interconnexion ż. TheÁse de doctorat, UniversiteÂ de Nice - Sophia Antipolis, Laboratoire d’Informatique, Signaux et SysteÁmes de Sophia Antipolis CNRS URA 1376, 1996.

[MCK 94] P. K. McKinley, Y-J. Tsai, and D. F Robinson. ń A Survey of Collective Communication in Wormhole-Routed Massively Parallel Computers ż. Technical Report MSU-CPS- 95-35, Michigan State University, East Lansing, Michigan 48824, June 1994.

[MCW 77] F.J. McWilliams and N.J.A. Sloane. The theory of Error-Correcting Codes. North- Holland, 1977.

[NUG 88] S.F. Nugent. ń The iPSC/2 direct-connect technology ż. In G.C. Fox, editor, Proceedings of 3rd Conference on Hypercube Concurrent Computers and Applications, pages 51ś60. ACM, 1988.

[PAR 94] J-Y. L. Park, S-K. Lee, and H-A. Choi. ń Circuit-switched broadcasting in

d�dimensional tori and meshes ż. In Proceedings Eighth Int’l Parallel Processing Sym-

posium, Cancun, Mexico, April 26-29 1994.

[PAR 96] J-Y. L. Park and H-A. Choi. ń Circuit-switched broadcasting in torus and mesh networks ż. IEEE Trans. on parallel and distributed systems, 7(2): 184ś190, February 1996.

[PER 96] S. Perennes. ń Communications dans les reÂseaux d’interconnexion ż. TheÁse de doctorat, UniversiteÂ de Nice - Sophia Antipolis, Laboratoire I3S-CNRS URA 1376, 1996.

[PET 96] J.G. Peters and M. Syska. ń Circuit-Switched Broadcasting in Torus Networks ż.

IEEE Trans. on Parallel and Distributed Systems, 7(3), March 1996.

[RUM 94] Jean de Rumeur. Communication dans les reÂseaux de processeurs. Collection Etudes et Recherches en Informatique. Masson, Paris, 1994.

[SEI 90] C.L. Seitz. ń Concurrent architectures ż. In R. Suaya and G. Birtwist, editors, VLSI and Parallel Computation, pages 1ś84. Morgan Kaufmann, 1990.