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(Partially Asymmetric Exclusion Process)
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s’il est libre
I une particule peut entrer par la gauche (si le premier site est

libre) ou sortir par la droite
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Le PASEP

(Partially Asymmetric Exclusion Process)

I N sites en 1D, chaque site peut contenir une particule
I une particule peut “sauter” vers un site à droite (taux 1) ou à

gauche (taux q) s’il est libre
I une particule peut entrer par la gauche (si le premier site est

libre) ou sortir par la droite (taux α et β)

On obtient une chaîne de Markov (homogène, à temps discret) en
définissant des probabilités de transition
(Probabilités de transition 1/Z , q/Z , α/Z , β/Z avec
Z = (1 + q + α + β)(N + 1) – on choisit un “mur” entre deux
sites, une des 4 transitions, et on essaie de la réaliser)



Une configuration (N = 8)



Une configuration (N = 8)

(et ses 7 transitions possibles)



On a une chaîne de Markov
I qui est clairement apériodique (probabilités non nulles de

boucles)

I qui est manifestement fortement connexe
I qui, donc, admet une (unique) distribution limite
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On a une chaîne de Markov
I qui est clairement apériodique (probabilités non nulles de

boucles)
I qui est manifestement fortement connexe
I qui, donc, admet une (unique) distribution limite

À quoi ressemble cette distribution limite ?
Première réponse : [Derrida et al. 1993] (formulation en termes de
matrices)



On a une chaîne de Markov
I qui est clairement apériodique (probabilités non nulles de

boucles)
I qui est manifestement fortement connexe
I qui, donc, admet une (unique) distribution limite

À quoi ressemble cette distribution limite ?
Réponse plus combinatoire : [Corteel, Williams 2006]



Tableau de permutation

Un tableau de permutation (permutation tableau) est défini par
I une partition (λi )1≤i≤h (en parts positives ou nulles)

(dessinées de haut en bas)

I un remplissage des cases par des 0 et des 1 :
I au moins un 1 par colonne
I un 0 ne peut avoir un 1 à la fois au-dessus et à gauche
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Tableau de permutation

Un tableau de permutation (permutation tableau) est défini par
I une partition (λi )1≤i≤h (en parts positives ou nulles)

(dessinées de haut en bas)
I un remplissage des cases par des 0 et des 1 :

I au moins un 1 par colonne
I un 0 ne peut avoir un 1 à la fois au-dessus et à gauche

La taille est le demi-périmètre du diagramme : h + λ1
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Poids d’un tableau

I f (T ) : nombre de 1 dans la première ligne

I u(T ) : nombre de lignes (autres que la première) dans
lesquelles aucun 0 n’a un 1 au-dessus de lui

I r(T ) : nombre de 1 en plus du nombre de colonnes
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Poids d’un tableau

I f (T ) : nombre de 1 dans la première ligne
I u(T ) : nombre de lignes (autres que la première) dans

lesquelles aucun 0 n’a un 1 au-dessus de lui
I r(T ) : nombre de 1 en plus du nombre de colonnes

w(T ) = α−f (T )β−u(T )qr(T )
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Poids d’un tableau

f=4
u=2



Poids d’un tableau

f=4
u=2
r=3



Bĳection avec les permutations

Les tableaux de taille N sont en bĳection avec les permutations de
taille N. . .

I hauteur : nombre de i tels que σ(i) ≥ i
I largeur : nombre de i tels que σ(i) < i



Tableau vers permutation



Tableau vers permutation

9

1

2
4

3

56
7
8

1011
12



Tableau vers permutation

9

1

2
4

3

56
7
8

1011
12

23561011
1

4

7

8

12

9



Tableau vers permutation

9

1

2
4

3

56
7
8

1011
12

23561011
1

4

7

8

12

9



Tableau vers permutation

9

1

2
4

3

56
7
8

1011
12

23561011
1

4

7

8

12

9

1
8



Tableau vers permutation

9

1

2
4

3

56
7
8

1011
12

23561011
1

4

7

8

12

9

1
8

2
1



Tableau vers permutation

9

1

2
4

3

56
7
8

1011
12

23561011
1

4

7

8

12

9

1
8

2
1

3
2

4
11

5
3

6
5

7
7

8
10

9
6

10
9

11
4

12
12



Permutation vers tableau

On forme le diagramme en séparant excédences (σ(i) ≥ i) de
sous-excédences (σ(i) < i), puis il faut placer les miroirs.



Permutation vers tableau

On forme le diagramme en séparant excédences (σ(i) ≥ i) de
sous-excédences (σ(i) < i), puis il faut placer les miroirs.
La règle : deux rayons n’ont le droit de se croiser qu’au plus une
seule fois ; la première fois qu’ils entrent dans la même case, on
met un miroir si (et seulement si) i et j sont dans le même ordre
que σ(i) et σ(j).



Lien entre diagrammes et configurations du PASEP

À chaque configuration du PASEP à N sites, on associe
bĳectivement le chemin (Nord-Est/Sud-Ouest) définissant un
diagramme de taille N + 1 :

I on commence par un pas Sud
I chaque site vide donne un pas Ouest
I chaque site occupé donne un pas Sud
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À chaque configuration du PASEP à N sites, on associe
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diagramme de taille N + 1 :
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Interprétation combinatoire de la loi du PASEP

[Corteel, Williams 2006] (GTCEGA, juin 2006)
La probabilité limite d’une configuration du PASEP est
proportionnelle à la somme des poids de tous les tableaux ayant sa
forme.



Mais alors. . .

Le résultat de S. Corteel et L. Williams indique qu’il devrait exister
une chaîne de Markov dont les états seraient les tableaux de
permutation, avec probabilité limite proportionnelle aux poids, et
telle qu’en ne regardant que les configurations du PASEP
correspondant aux formes des tableaux, on retrouve le PASEP. . .



Mais alors. . .

Le résultat de S. Corteel et L. Williams indique qu’il devrait exister
une chaîne de Markov dont les états seraient les tableaux de
permutation, avec probabilité limite proportionnelle aux poids, et
telle qu’en ne regardant que les configurations du PASEP
correspondant aux formes des tableaux, on retrouve le PASEP. . .

arXiv :math.CO/0609188 v1 6 Sep 2006



Il faut définir, pour tous les tableaux, des transformations dont on
connaît l’effet sur la forme :

I Avancée d’une particule

I Recul d’une particule
I Entrée d’une particule par la gauche
I Sortie d’une particule par la droite
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Il faut définir, pour tous les tableaux, des transformations dont on
connaît l’effet sur la forme :
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Condition sur la distribution limite

On veut que la distribution limite soit exactement proportionnelle
au poids des tableaux ; cela se traduit par la condition d’équilibre :
pour tout tableau T ,∑

S 6=T

w(S)P(S → T ) = w(T )
∑
U 6=T

P(T → U)



Recul d’une particule

C’est le cas facile : un “coin rentrant” se transforme en un “coin
saillant”, et on met un 1 dans la case ajoutée
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Recul d’une particule

C’est le cas facile : un “coin rentrant” se transforme en un “coin
saillant”, et on met un 1 dans la case ajoutée

w(T ′) = qw(T )



Avancée d’une particule

Un “coin saillant” va devenir un “coin rentrant”. On distingue
selon le contenu du coin : un 0, un 1 “nécessaire” (que des 0
au-dessus), ou un 1 “superflu”.

I



Avancée d’une particule

Un “coin saillant” va devenir un “coin rentrant”. On distingue
selon le contenu du coin : un 0, un 1 “nécessaire” (que des 0
au-dessus), ou un 1 “superflu”.

I Si le coin contient un 0 (toute la ligne contient des 0) : on
enlève le coin, et la ligne de 0 va se placer en-dessous de
toutes les lignes de cette longueur.

w(T ′) = w(T ), sauf si la nouvelle ligne a longueur 0 :
w(T ′) = β−1w(T )



Avancée d’une particule

Un “coin saillant” va devenir un “coin rentrant”. On distingue
selon le contenu du coin : un 0, un 1 “nécessaire” (que des 0
au-dessus), ou un 1 “superflu”.

I Si le coin contient un 1 nécessaire (au-dessus, il n’y a que des
0) : la colonne, amputée d’un 0, va se placer à droite de
toutes les colonnes de cette hauteur.

w(T ′) = w(T ), sauf si la nouvelle colonne a hauteur 1 :
w(T ′) = α−1w(T )



Avancée d’une particule

Un “coin saillant” va devenir un “coin rentrant”. On distingue
selon le contenu du coin : un 0, un 1 “nécessaire” (que des 0
au-dessus), ou un 1 “superflu”.

I Si le coin contient un 1 superflu : on l’enlève sans rien
déplacer (opération inverse du recul).

w(T ′) = q−1w(T )



Entrée par la gauche

Le coin Nord-Est (contenant nécessairement un 1) est supprimé, et
on ajoute une ligne de 0 de la longueur de la nouvelle première
ligne, le plus bas possible (le paramètre f diminue de 1, les autres
restent inchangés).
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Entrée par la gauche

Le coin Nord-Est (contenant nécessairement un 1) est supprimé, et
on ajoute une ligne de 0 de la longueur de la nouvelle première
ligne, le plus bas possible (le paramètre f diminue de 1, les autres
restent inchangés).

w(T ′) = αw(T )



Sortie par la droite

La ligne vide du bas disparaît, et on ajoute le plus à droite possible
une colonne de la nouvelle hauteur, avec un unique 1 tout en bas
(le paramètre u diminue de 1, les autres restent inchangés).



Sortie par la droite
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Sortie par la droite

La ligne vide du bas disparaît, et on ajoute le plus à droite possible
une colonne de la nouvelle hauteur, avec un unique 1 tout en bas
(le paramètre u diminue de 1, les autres restent inchangés).

w(T ′) = βw(T )



Stationarité. . .

En examinant d’un peu près les transitions qui donnent chaque
tableau (passer en revue les coins saillants et entrants), on vérifie
que l’équation d’équilibre est satisfaite par les poids : la probabilité
proportionnelle aux poids est bien stationnaire.



Une symétrie du PASEP

Le PASEP présente clairement une symétrie : en
I inversant droite et gauche
I échangeant sites occupés et sites libres

le PASEP P(q, α, β) devient P(q, β, α).
On a naturellement envie de chercher une involution sur les
tableaux (ou sur les permutations) qui

I échange le nombre de 1 en première ligne et le nombre de
lignes non restreintes

I effectue une symétrie diagonale sur la forme du tableau
(moins le pas Sud initial)



Ça marche !

On trouve même mieux : l’involution échange les positions des 1 en
première ligne et des lignes non restreintes !



Un tableau, et sa forme conjuguée
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On numérote les bords du tableaux
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On transporte la numérotation sur la forme conjuguée



12
11 10 9

8

7 6 5

4 3 2

1

235691011

1

4

7

8

12

1

2
3

4

5
6 7

8

9

10
11

12

4

1

11

10

9

6

5

3

2

7 8 12

On remplit le tableau conjugué de manière à réaliser les mêmes
jonctions
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