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Rappels sur les FPL

Fully-Packed Loops : Alternating-Sign Matrix :
configuration de boucles compactes | | trice 3 signes alternants
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Rappels sur les FPL

Fully-Packed Loops : Alternating-Sign Matrix :
configuration de boucles compactes | .\ ice 3 signes alternants
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C'est la méme chose. ..
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Comptage des FPL

Théoreme (Zeilberger, Kuperberg 95)

Le nombre de FPL (ou de matrices a signes alternants) de taille n, est

@i+1)! () 3—1)+1
= Ol EUER

(n+0)! i+n
0<i<n + ) 1<i,j<n +
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Rappels sur les FPL

Comprage des FPL

Théoreme (Zeilberger, Kuperberg 95)

Le nombre de FPL (ou de matrices a signes alternants) de taille n, est

A= I GV _ (g pp M=dr?

n—+i)! i —i+n
0<i<n ( T ) 1<i,j<n J T

1,2,7,42,429, 7436, 218348, 10850216 . . .
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Un FPL de taille 40 (aléatoire uniforme)
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La conjecture (RS)

Outline

© La conjecture (RS)
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La conjecture (RS)

C : F, — Cap : a chaque FPL de taille n, on associe un couplage
parfait, sans croisements, de 2n points, en suivant les chemins d'un
point du bord a un autre (on ignore les éventuelles boucles fermées)

Le FPL
Son couplage
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La conjecture (RS)

Croisements de brins

Sur I'ensemble C», des couplages a 2n brins, on a 2n “opérateurs de
croisement de brins" :

hi (i, )+ 1,k) — (i,i + 1), k)
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La conjecture (RS)

Croisements de brins B

Sur I'ensemble Cy,, des couplages a 2n brins, on a 2n “opérateurs de
croisement de brins” :

hi (i, )+ 1,k) — (i,i + 1), k)

2 Relations
! (Temperley-Lieb)
h = hi
hihiychi = h;
hih; h;
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La conjecture (RS)

La conjecture de Razumov

m € Cap : on pose A,(m) = #C~1(m) (nombre de FPL ayant un
couplage donné)
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La conjecture (RS)

La conjecture de Razumov et _

m € Cap : on pose A,(m) = #C~1(m) (nombre de FPL ayant un
couplage donné)

Conjecture (Razumov et Stroganov, 01)

Pour tout couplage m,

2nAn(m) = Y Ay(m)

i,m':m=h;(m’)
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La conjecture (RS)

La conjecture de Razumov et Strogan_

m € Cp, : on pose A,(m) = #C~1(m) (nombre de FPL ayant un
couplage donné)

Conjecture (Razumov et Stroganov, 01)

Pour tout couplage m,

2nAs(m) = Y Ax(m)

i,m’:m=h;(m’)

Version probabiliste

Si I'on opere sur les couplages au moyen d’opérateurs aléatoires h; (i
uniforme), on obtient une chaine de Markov dont la distribution
stationnaire est
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La conjecture (RS)

Version combinatoire de (RS) _

On peut réinterpréter la conjecture (RS) de maniere combinatoire, en
“relevant” les opérateurs h; sur les FPL :

Conjecture (RS)

Il existe 2n opérateurs Hi, ... Hp, sur F,,, vérifiant
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La conjecture (RS)

Version combinatoire de (RS) _

On peut réinterpréter la conjecture (RS) de maniere combinatoire, en
“relevant” les opérateurs h; sur les FPL :

Conjecture (RS)
Il existe 2n opérateurs Hi, ... Hp, sur F,,, vérifiant

@ Vi, CoH; = h;o C (en opérant sur les FPL avec les H; et en ne
regardant que les couplages, on observe la chaine sur les
couplages)
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Version combinatoire de (RS) _

On peut réinterpréter la conjecture (RS) de maniere combinatoire, en
“relevant” les opérateurs h; sur les FPL :

Conjecture (RS)
Il existe 2n opérateurs Hi, ... Hp, sur F,,, vérifiant

@ Vi, CoH; = h;o C (en opérant sur les FPL avec les H; et en ne
regardant que les couplages, on observe la chaine sur les
couplages)

o Vf € Fo, #{(i,f") : f = Hi(f")} = 2n (chaine uniforme sur les
FPL)
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La conjecture (RS)

Version combinatoire de (RS) _

On peut réinterpréter la conjecture (RS) de maniére combinatoire, en
“relevant” les opérateurs h; sur les FPL :

Conjecture (RS)
Il existe 2n opérateurs Hi, ... Hp, sur F,, vérifiant

@ Vi, Co H; = h;jo C (en opérant sur les FPL avec les H; et en ne
regardant que les couplages, on observe la chaine sur les
couplages)

o Vf € Fn, #{(i, ") : f = Hi(f")} = 2n (chaine uniforme sur les
FPL)

(et plein de conjectures plus fortes, plus des preuves partielles [Zuber,
Di Francesco, Zinn-Justin. . .])
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Classes de symétrie

Outline

© Classes de symétrie
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Classes de symétrie
Classes de symétrie sur les

Les matrices (et les FPL) peuvent exhiber des symétries du carré
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Classes de symétrie
Classes de symétre sur les FPL/ASM
Les matrices (et les FPL) peuvent exhiber des symétries du carré

Demi-tour (2n)

N

F

Bop=...
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Classes de symétrie

Classes de symétrie sur les FPL_

Les matrices (et les FPL) peuvent exhiber des symétries du carré

Demi- tour

ﬂ %
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Classes de symétrie

Classes de symétrie sur les FPL/AS_

Les matrices (et les FPL) peuvent exhiber des symétries du carré

Demi-tour (2n) Quart de tour (4n)

Al

ﬁﬁfﬂ&

Bop=... Can = ...

i |
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lasses de symétrie

C
Classes de symétrie

Les matrices (et les FPL) peuvent exhiber des symétries du carré

Demi-tour (2n) Quart de tour (4n)
s | s
o [r
[

ﬂfiij

Sl

corles FPL/ASM

Bop=... Can = ...
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Classes de symétrie
Classes de symétrie : énumé

Théoreme (Kuperberg, 02)
Rappel :
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Classes de symétrie

Classes de symétrie  énumération

Théoreme (Kuperberg, 02)

Rappel :
) a1
A, = (=3)G) I1 3¢G-N+1
1<ij<n 47! T
— 2
B, - ) H j i+
1<ij<n J —i+a
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Classes de symétrie

Classes de symétrie  énumération

Théoreme (Kuperberg, 02)

Rappel :
) a1
A = (-3 [ U=t
1<ij<n 47! T
) 4o
B2n - An X (_3)(2) H M
> J—1I1+n
1<ij<n

C4n — B2nA$1
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Classes de symétrie

Classes de symétrie : énumérdbenN

Théoreme (Kuperberg, 02)
Rappel :
A = () H 3—i)+1
1<ij<n ‘l —itn
BZn — ) H
1<ij<n J =4 + n
C4n = B2nA$;

Bon : 1,2,10,140, 5544, 622908 . . .
Can : 1,2,40,6860,9779616, 114640611228 . . .
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Classes de symétrie

Couplages de FPL symétriques _

Hon ensemble des FPL de taille 2n, invariants par demi-tour Cj,,
ensemble des couplages (de taille 4n) invariants par demi-tour; on pose
Ban(m) = #C~1(m) pour m € C},,, et si on considere les opérateurs
symétrisés (1 < i < 2n)

hi = hj o hiy2n : Hon — Hon :
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Classes de symétrie

Couplages de FPL symétriques par dem_

Hon ensemble des FPL de taille 2n, invariants par demi-tour Cj,,
ensemble des couplages (de taille 4n) invariants par demi-tour; on pose
Ban(m) = #C~1(m) pour m € C},,, et si on considere les opérateurs
symétrisés (1 < i < 2n)

hi = hj o hiy2n : Hon — Hon :

Conjecture (de Gier, 02)
2nBos(m) = Y Bas(m)
i,m":m=h!(m")

En d'autres termes, sur les FPL symétriques par demi-tour, tout se
passe comme si croiser deux paires de brins diamétralement opposées
prises au hasard, laisse invariante la distribution des couplages.

Philippe Duchon (GTCEGA) FPL symétriques: encore des conjectures 14/ 24



Classes de symétrie

Couplages de FPL symétriques par demi _

Han ensemble des FPL de taille 2n, invariants par demi-tour Cj,,
ensemble des couplages (de taille 4n) invariants par demi-tour; on pose
Ban(m) = #C~1(m) pour m € C},,, et si on considere les opérateurs
symétrisés (1 </ < 2n)

hi; = hj o hiyon : Hon — Hop

Conjecture (de Gier, 02)
2nBop(m) = Y Ban(m)
i,m’:m=h!(m’)

En d’autres termes, sur les FPL symétriques par demi-tour, tout se
passe comme si croiser deux paires de brins diamétralement opposées
prises au hasard, laisse invariante la distribution des couplages.

Remarque : les couplages (de taille 4n) symétriques par demi-tour
sont comptés par les coefficients binomiaux centraux (2n”).
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Classes de symétrie

Exemple d'évolution sym
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Exemple d'évolution sym
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Classes de symétrie

Et les quart—de—tour—symétriqu_

On a envie d'intuiter une relation du méme style : Q4, ensemble des
FPL de taille 4n, opérateurs h? = hj o hi1on 0 hitan o hiten :

Intuition (D. 06)

Avec un peu de chance, /a distribution des couplages de Q4, est
invariante sous I'action des h! ot i est pris uniformément.
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Exemple d'évolution symét
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Exemple d'évolution symétri
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Classes de symétrie

Mais. . .c'est la méme ¢
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Classes de symétrie

Une nouvelle conjecture

D : C), — Cg, opération de “dédoublement” d'un couplage (taille 4n)
symétrique par demi-tour en couplage (8n) symétrique par quart de
tour

Conjecture (D. 06)

Pour tout m € C},,,
Ban(m) _ Can(D(m)
BZn C.4n

Vérifiée par énumération exhaustive jusqu'a n =5 (114640611228 FPL
QT-symétriques de taille 20 : une semaine!).
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Classes de symétrie
Version bijective

(Kuperberg : Cy, = B>,A2)

Conjecture
Il existe une bijection ® : Q4 — Hop X Fp X Fp, telle que

(f,f',f") = o(g) = C(g) = D(C(f))
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Classes de symétrie
Bonus : couplage et antico

i

=1
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Classes de symétrie
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Classes de symétrie
Bonus : couplage et anticoug

O 2
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Classes de symétrie

Bonus : couplage et anticoupla_

o 42

Wieland : “rotation” bijective sur les FPL, qui “fait tourner” le
couplage dans un sens, et I'anticouplage dans I'autre sens

Philippe Duchon (GTCEGA) FPL symétriques: encore des conjectures 21/ 24



Classes de symétrie

Enumération par (couplage,

@ |'énumération selon couplages et anticouplages, constitue un
raffinement de |'énumération selon les couplages;
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Classes de symétrie

Enumération par (couplage, anticouplage)

@ |'énumération selon couplages et anticouplages, constitue un
raffinement de |'énumération selon les couplages;

@ les symétries diagonales échangent couplages et anticouplages
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Classes de symétrie

Enumération par (couplage, anti_

@ |'énumération selon couplages et anticouplages, constitue un
raffinement de |'énumération selon les couplages;

@ les symétries diagonales échangent couplages et anticouplages

@ recherche d'une chaine de Markov agissant a la fois sur les
couplages et les anticouplages

Philippe Duchon (GTCEGA) FPL symétriques: encore des conjectures 22/ 24



Classes de symétrie

Enumération par (couplage, antic_

@ |'énumération selon couplages et anticouplages, constitue un
raffinement de |'énumération selon les couplages;

@ les symétries diagonales échangent couplages et anticouplages

@ recherche d'une chaine de Markov agissant a la fois sur les
couplages et les anticouplages

@ il n'existe pas de chafne sur les FPL, qui, a la fois sur les
couplages et les anticouplages, agisse par croisement de brins;
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Classes de symétrie

Enumération par (couplage, antico_

@ |'énumération selon couplages et anticouplages, constitue un
raffinement de |'énumération selon les couplages;

@ les symétries diagonales échangent couplages et anticouplages

@ recherche d'une chaine de Markov agissant a la fois sur les
couplages et les anticouplages

@ il n'existe pas de chafne sur les FPL, qui, a la fois sur les
couplages et les anticouplages, agisse par croisement de brins;

@ au moins jusqu'a n =5 (429 FPL), il en existe une qui agit sur les
couplages par croisement de brins, et “a I'envers” (“décroisement
de brins") sur les anticouplages
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Classes de symétrie

On voit rien !
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