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Diamant aztèque

Le diamant aztèque

Diamant aztèque
ordre n : cases carrées à l’intérieur de
|x |+ |y | ≤ n + 1

(n = 5)
Dominos
Blocs 2× 1, horizontaux ou
verticaux
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Diamant aztèque

Le diamant aztèque

Diamant aztèque
“cases noires” : parité de n (coloriage en
échiquier, le bord nord-ouest étant noir)

(0,0)(−n,0)

(n = 5)
Dominos
Blocs 2× 1, horizontaux ou
verticaux
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Diamant aztèque

Le diamant aztèque

Diamant aztèque
“cases noires” : parité de n (coloriage en
échiquier, le bord nord-ouest étant noir)

(0,0)(−n,0)

(n = 5)

Dominos
Blocs 2× 1, horizontaux ou
verticaux

(chaque domino a son
orientation)
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Diamant aztèque

Pavages du diamant aztèque

Théorème (Elkies, Kuperberg, Larsen, Propp)
Le nombre de pavages du diamant aztèque d’ordre n par des dominos,
est

An+1(2) = 2n(n+1)/2

(An(x) étant le polynôme énumérateur des matrices à signes alternants
selon leur nombre d’entrées égales à −1)

Glissement de dominos (domino shuffling)
Une façon combinatoire de prouver l’énumération, et de construire un
générateur aléatoire uniforme de pavages du diamant aztèque (entre
autres)
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Glissement de dominos

Bons blocs, mauvais blocs

Classification des blocs 2× 2
Un carré 2× 2 est “bon”ou “mauvais”, selon sa position dans le
diamant :

Bon bloc

Mauvais bloc
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Glissement de dominos

Glissement de dominos

Partir d’un pavage de taille n

“Effacer” tous les mauvais
blocs ; on obtient un pavage
partiel avec k (mauvais) blocs
2× 2 manquants
Faire glisser chaque domino
restant d’un cran dans la
direction de sa flèche ; les
dominos ne se chevauchent
pas !
On obtient un pavage partiel
de taille n + 1, avec n + 1 + k
(bons) blocs manquants

n = 5, k = 2
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Glissement de dominos

Énumération

Dans le pavage partiel obtenu après glissement, il n’y a pas de
bons blocs pavés

Donc, le glissement établit une bĳection entre les pavages partiels
d’ordre n sans mauvais blocs, et les pavages partiels d’ordre n + 1
sans bons blocs
D’où, pn+1 = 2n+1pn (et donc pn = 2n(n+1)/2)
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Lien avec les MSA

Chercher la matrice. . .
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Lien avec les MSA

Chercher la matrice. . .

La voilà !
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Lien avec les MSA

Chercher la matrice. . .

Bĳection entre pavages partiels d’ordre n sans mauvais blocs, et
matrices à signes alternants de taille n + 1, qui transforme le nombre
de blocs effacés en nombre de −1
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Lien avec les MSA

Au total. . .

En combinant le codage des MSA (FPL) par pavages partiels et le
glissement de dominos, on associe à chaque FPL M, de taille n − 1, un
ensemble EM de 2n+k FPL de taille n + 1.
(Ce n’est pas une partition)
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Lien avec les MSA

. . .mais aussi. . .

Conjecture (Razumov et Stroganov)
Le nombre de FPL de taille n, dans lesquels le couplage est
(1, 2)(3, 4) . . . (2n − 1, 2n) (ainsi que le nombre de ceux ayant comme
couplage, (2n, 1)(2, 3) . . . (2n − 2, 2n − 1), est An−1

Pour trouver une preuve bĳective de cette partie de la conjecture RS, il
suffirait d’exhiber une bĳection Φ entre les FPL de taille n − 1 et
celles de taille n ayant le bon couplage ; par exemple, on pourrait
chercher avec la contrainte Φ(M) ∈ EM . . .
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Lien avec les MSA

FPL et pavages
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Lien avec les MSA

Le glissement. . .
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