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Objectifs de cet exposé

I introduire les langages substitutifs,
I introduire les paires équilibrées irréductibles,
I expliquer les liens unissant différents domaines :

systèmes dynamiques symboliques
combinatoire des mots
fractales
pavages

I commenter les résultats obtenus · · ·
I · · · mais aussi des questions encore ouvertes !
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Complexité

Mots, langages et complexité

Un alphabet est un ensemble fini de symboles A = {ai}1≤i≤d .
Un mot est une concaténation de symboles.
Un langage est une partie de l’ensemble des mots.

La fonction de complexité d’un langage : p : N → N,
p(n) = nombre de mots du langage constitués de n lettres.
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Complexité

Langages de facteurs

Lorsque u est un mot ou une suite : le langage des facteurs de
u est L(u) = {mots apparaissant dans u}.

· · · a b a a b · · ·

L(u) = {ε, a, b, aa, ab, ba, aab, aba, baa, · · · }

L(u) est prolongeable : p(n + 1) ≥ p(n) ⇒ p est croissante.
L(u) est factoriel : p(n + m) ≤ p(n)p(m) (⇒ p(n) � dn/n).

Fonctions de complexité possibles ? (Ferenczi, Cassaigne, . . . )
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Langages substitutifs et paires équilibrées irréductibles



Objectifs Systèmes dynamiques substitutifs Paires équilibrées irréductibles

Complexité

Langages de facteurs

Lorsque u est un mot ou une suite : le langage des facteurs de
u est L(u) = {mots apparaissant dans u}.

· · · a b a a b · · ·

L(u) = {ε, a, b, aa, ab, ba, aab, aba, baa, · · · }

L(u) est prolongeable : p(n + 1) ≥ p(n) ⇒ p est croissante.
L(u) est factoriel : p(n + m) ≤ p(n)p(m) (⇒ p(n) � dn/n).

Fonctions de complexité possibles ? (Ferenczi, Cassaigne, . . . )

J. Bernat IML

Langages substitutifs et paires équilibrées irréductibles



Objectifs Systèmes dynamiques substitutifs Paires équilibrées irréductibles

Complexité

Langages de facteurs

Lorsque u est un mot ou une suite : le langage des facteurs de
u est L(u) = {mots apparaissant dans u}.

· · · a b a a b · · ·

L(u) = {ε, a, b, aa, ab, ba, aab, aba, baa, · · · }

L(u) est prolongeable : p(n + 1) ≥ p(n) ⇒ p est croissante.
L(u) est factoriel : p(n + m) ≤ p(n)p(m) (⇒ p(n) � dn/n).

Fonctions de complexité possibles ? (Ferenczi, Cassaigne, . . . )

J. Bernat IML

Langages substitutifs et paires équilibrées irréductibles



Objectifs Systèmes dynamiques substitutifs Paires équilibrées irréductibles

Complexité

Langages sturmiens

Morse-Hedlund : s’il existe n ∈ N tel que p(n) = p(n + 1), alors
u est ultimement périodique ⇒ toute suite apériodique satisfait :

∀n ∈ N, p(n) ≥ n + 1.

Si p(n) = n + 1 : la suite est sturmienne.

Exemple : le mot de Fibonacci abaababaabaab . . .
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Complexité

Substitutions

Une substitution σ : un morphisme A∗ → A∗.

σ est non effaçante si ∀l ∈ A, σ(l) 6= mot vide.

σ est unimodulaire si det Mσ = det [|σ(j)|i ]i,j = ±1.

σ est primitive lorsqu’il existe N ∈ N tel que min
i,j

MN
σ [i , j] ≥ 1.

J. Bernat IML
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Complexité

Substitutions

Une substitution σ : un morphisme A∗ → A∗.

σ est non effaçante si ∀l ∈ A, σ(l) 6= mot vide.

σ est unimodulaire si det Mσ = det [|σ(j)|i ]i,j = ±1.

σ est primitive lorsqu’il existe N ∈ N tel que min
i,j

MN
σ [i , j] ≥ 1.

Exemple 1 : σ(a) = ab, σ(b) = bc, σ(c) = b

Mσ =

1 0 0
1 1 1
0 1 0

 ⇒ non effaçante, unimodulaire.
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ab bc
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Exemple 1 : σ(a) = ab, σ(b) = bc, σ(c) = b

Mσ =

1 0 0
1 1 1
0 1 0

 ⇒ non effaçante, unimodulaire.

abbcbcb · · · bcbbc · · ·
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Complexité

Substitutions

Une substitution σ : un morphisme A∗ → A∗.

σ est non effaçante si ∀l ∈ A, σ(l) 6= mot vide.

σ est unimodulaire si det Mσ = det [|σ(j)|i ]i,j = ±1.
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Exemple 1 : σ(a) = ab, σ(b) = bc, σ(c) = b

Mσ =

1 0 0
1 1 1
0 1 0

 ⇒ non effaçante, unimodulaire.

abbcbcb · · · bcbbc · · ·
L(σ∞(a)) 6= L(σ∞(b)) ⇒ non primitive.
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Complexité

Substitutions

Une substitution σ : un morphisme A∗ → A∗.

σ est non effaçante si ∀l ∈ A, σ(l) 6= mot vide.

σ est unimodulaire si det Mσ = det [|σ(j)|i ]i,j = ±1.

σ est primitive lorsqu’il existe N ∈ N tel que min
i,j

MN
σ [i , j] ≥ 1.

Exemple 2 : σ(a) = ab, σ(b) = a (Fibonacci)

Mσ =

[
1 1
1 0

]
⇒ primitive, unimodulaire.
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Complexité

Complexité des langages substitutifs

Si σ est primitive, p est sous-linéaire (Queffélec, Pansiot,
Durand). Algorithme : substitution → p(n) ?

Substitutions associées à des systèmes de numération
(β-substitutions) : σ : ai 7−→ ak1

1 ai+1, ad 7−→ akd
1 .

Une β-substitution peut être codée par un mot u = k1 . . . kd .

Théorème. (B., Másáková, Pelantová) Pour les β-substitutions,
pσ(n) = (d − 1)n + 1 ⇔ (kd = 1 et (u = pvp1 ⇒ v 6= pj )).

Exemple : si σ codée par 2121, pσ(n) 6= (d − 1)n + 1.

J. Bernat IML
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Géométrie

Représentation géométrique : abélianisation

L’application de Parikh f : ai 7−→ ~e1 permet de représenter un
mot u par la ligne brisée Pu = ∪

i∈N
{f (prefi(u))}.

J. Bernat IML
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Géométrie

Représentation géométrique : abélianisation

L’application de Parikh f : ai 7−→ ~e1 permet de représenter un
mot u par la ligne brisée Pu = ∪

i∈N
{f (prefi(u))}.

base canonique de Z3
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Géométrie

Représentation géométrique : abélianisation

L’application de Parikh f : ai 7−→ ~e1 permet de représenter un
mot u par la ligne brisée Pu = ∪

i∈N
{f (prefi(u))}.

Si u est point fixe d’une
substitution de type Pisot (les
valeurs propres de Mσ vérifient
0 < |αi | < 1 < α1), Pu reste à
distance bornée de la droite
dilatante associée à Mσ.
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Géométrie

Représentation géométrique : abélianisation

L’application de Parikh f : ai 7−→ ~e1 permet de représenter un
mot u par la ligne brisée Pu = ∪

i∈N
{f (prefi(u))}.

On peut partitionner
l’ensemble des sommets de la
ligne brisée selon le prochain
déplacement · · ·

J. Bernat IML
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Géométrie

Représentation géométrique : abélianisation

L’application de Parikh f : ai 7−→ ~e1 permet de représenter un
mot u par la ligne brisée Pu = ∪

i∈N
{f (prefi(u))}.

· · · ou le dernier effectué.

J. Bernat IML
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Géométrie

Projection de Pu sur H : le fractal de Rauzy T .

géométrie discrète IFS arbre

Exemple de la substitution de Tribonacci :

a 7−→ ab, b 7−→ ac, c 7−→ a.

J. Bernat IML
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Géométrie

Propriétés d’un fractal de Rauzy (cas unimodulaire)

• admet une partition naturelle en morceaux auto-affines.

• satisfait T =
o
T , µ(T ) > 0 (Canterini, Siegel; Sirvent, Wang).

Autres propriétés pouvant être satisfaites :

• T est-il (simplement) connexe ?
• les morceaux sont-ils disjoints en mesure ?
• les morceaux forment-ils un pavage apériodique auto-affine ?
• le fractal de Rauzy engendre-t-il un pavage périodique ?

Rauzy : tout est vrai pour Tribonacci.

J. Bernat IML
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Géométrie

Certains fractals de Rauzy ne sont pas (simplement) connexes

J. Bernat IML
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Géométrie

Conditions de coincidence

Critères combinatoires pour déterminer ces propriétés :

la condition de forte coïncidence équivaut à •.
la condition de super-coïncidence équivaut à • ⇔ • (= •).

J. Bernat IML
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Géométrie

Conditions de coincidence

Critères combinatoires pour déterminer ces propriétés :

la condition de forte coïncidence équivaut à •.
la condition de super-coïncidence équivaut à • ⇔ • (= •).

forte coïncidence

Si u = a · · · et v = b · · · sont des
points fixes pour σ, il existe des
préfixes p, p′ et une lettre l tels
que u = pl · · · , v = p′l · · · et
f (p) = f (p′).
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Géométrie

Conditions de coincidence

Critères combinatoires pour déterminer ces propriétés :

la condition de forte coïncidence équivaut à •.
la condition de super-coïncidence équivaut à • ⇔ • (= •).

super coïncidence

Généralisation de la forte
coïncidence à des vecteurs de
l’espace non séparés par un
hyperplan affine parallèle à H.
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Géométrie

Cadres pour les conditions de coincidence

I arithmétique : Fin(β) = Z[β−1]
Akiyama ; Berthé, Siegel ; . . .

I géométrie (coïncidence géométrique)
Barge, Kwapisz ; Ito, Rao ; . . .

I théorie ergodique (spectre discret)
Dekking ; Host ; . . .

J. Bernat IML
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Géométrie

Conjectures

Barge, Diamond ; Hollander Solomyak : toute substitution de
type Pisot sur deux lettres satisfait la super-coïncidence •.

Conjecture(s). Toute substitution unimodulaire de type Pisot
satisfait : la forte coïncidence • (Arnoux ; Barge, Diamond)

la super-coïncidence • (Ito, Rao)

J. Bernat IML
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Introduction et algorithme des paires équilibrées

Définition

A = {ai}1≤i≤d ; L un langage ⊂ A∗.
L’abélianisation (application de Parikh) :

f : L → Zd , u 7−→ (|u|ai )1≤i≤d .

Une paire équilibrée: (u, v) ∈ L × L, f (u) = f (v).
Une paire équilibrée irréductible : les préfixes stricts de u et v
ne forment pas des paires équilibreés.
Toute paire équilibrée (u, v) se réduit en une concaténation de
paires équilibrées irréductibles.

Exemple :
(

aababa
baabaa

)
se réduit en

(
aab
baa

) (
ab
ba

) (
a
a

)

J. Bernat IML

Langages substitutifs et paires équilibrées irréductibles



Objectifs Systèmes dynamiques substitutifs Paires équilibrées irréductibles

Introduction et algorithme des paires équilibrées

Définition

A = {ai}1≤i≤d ; L un langage ⊂ A∗.
L’abélianisation (application de Parikh) :

f : L → Zd , u 7−→ (|u|ai )1≤i≤d .

Une paire équilibrée: (u, v) ∈ L × L, f (u) = f (v).
Une paire équilibrée irréductible : les préfixes stricts de u et v
ne forment pas des paires équilibreés.
Toute paire équilibrée (u, v) se réduit en une concaténation de
paires équilibrées irréductibles.

Exemple :
(

aababa
baabaa

)

se réduit en
(

aab
baa

) (
ab
ba

) (
a
a

)

J. Bernat IML

Langages substitutifs et paires équilibrées irréductibles



Objectifs Systèmes dynamiques substitutifs Paires équilibrées irréductibles

Introduction et algorithme des paires équilibrées

Définition

A = {ai}1≤i≤d ; L un langage ⊂ A∗.
L’abélianisation (application de Parikh) :

f : L → Zd , u 7−→ (|u|ai )1≤i≤d .

Une paire équilibrée: (u, v) ∈ L × L, f (u) = f (v).
Une paire équilibrée irréductible : les préfixes stricts de u et v
ne forment pas des paires équilibreés.
Toute paire équilibrée (u, v) se réduit en une concaténation de
paires équilibrées irréductibles.

Exemple :
(

aababa
baabaa

)
se réduit en

(
aab
baa

) (
ab
ba

) (
a
a

)
J. Bernat IML

Langages substitutifs et paires équilibrées irréductibles



Objectifs Systèmes dynamiques substitutifs Paires équilibrées irréductibles

Introduction et algorithme des paires équilibrées

Algorithme des paires équilibrées

• Une substitution agit sur les paires équilibrées !

Exemple : Tribonacci (σ(a) = ab, σ(b) = ac, σ(c) = a)

σ

(
ab
ba

)
=

(
abac
acab

)
=

(
a
a

) (
bac
cab

)
σ

(
bac
cab

)
=

(
acaba
aabac

)
=

(
a
a

) (
caba
abac

)
σ

(
caba
abac

)
=

(
aabacab
abacaba

)
=

(
a
a

) (
ab
ba

) (
ac
ca

) (
ab
ba

)
σ

(
ac
ca

)
=

(
aba
aab

)
=

(
a
a

) (
ba
ab

)
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Introduction et algorithme des paires équilibrées

Construction d’un automate A : nécessite un état initial (u0, v0);
(u, v)

k−→ (u′, v ′) si (u′, v ′) apparaît k fois dans red(σ(u), σ(v)).

J. Bernat IML
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Introduction et algorithme des paires équilibrées

Lien avec la conjecture de coincidences

Queffélec : A termine + condition algébrique ⇒ •.

Livshits : • ⇔ conditions sur les sommets de A.

Sirvent, Solomyak : algorithme de recouvrement (pavages).

Martensen : généralisation et cas réductible.

Théorème. (B., Berthé, Rao) Lorsque L est engendré par une
substitution de type Pisot, • ⇔ (• et A termine).

J. Bernat IML
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Étude de langages

Cas d’un langage sturmien

Proposition. Les paires équilibrées irréductibles sont de la
forme (aub, bua), u bispécial ; pour tout n ≥ 2, i(n) = 0 ou 1.
Toute paire équilibrée irréductible est de la forme (u, ũ).

Cas de Fibonacci (σ(a) = ab, σ(b) = a) : l’ensemble des paires
équilibrées irréductibles est : {(au(n)b, bu(n)a), u(n) = n-ème
palindrome préfixe de σ∞(a)}.
Pour tout n ≥ 2, i(n) = 1 ⇔ n = Fk (suite de Fibonacci).

J. Bernat IML
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Étude de langages

Action de σ dans le cas Fibonacci

Proposition. σ(au(n)b, bu(n)a) se réduit en :
I une occurence de (a, a),
I Fn + 1 occurences de (ab, ba),
I Fn+1 − 1 occurences de (aab, baa).

Corollaire. A termine toujours dans le cas de Fibonacci.

J. Bernat IML
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Étude de langages

Mots d’Arnoux-Rauzy

Mot d’Arnoux-Rauzy : un mot uniformément récurrent tel que :
I pour tout n ∈ N, p(n) = (d − 1)n + 1,
I unicité d’un facteur spécial à gauche (ln) et à droite (rn) de

longueur n.

J. Bernat IML
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Mots d’Arnoux-Rauzy

Mot d’Arnoux-Rauzy : un mot uniformément récurrent tel que :
I pour tout n ∈ N, p(n) = (d − 1)n + 1,
I unicité d’un facteur spécial à gauche (ln) et à droite (rn) de

longueur n.

Exemple : Tribonacci : abacabaabacab . . .

J. Bernat IML

Langages substitutifs et paires équilibrées irréductibles



Objectifs Systèmes dynamiques substitutifs Paires équilibrées irréductibles

Étude de langages

Mots d’Arnoux-Rauzy

Mot d’Arnoux-Rauzy : un mot uniformément récurrent tel que :
I pour tout n ∈ N, p(n) = (d − 1)n + 1,
I unicité d’un facteur spécial à gauche (ln) et à droite (rn) de

longueur n.

J. Bernat IML

Langages substitutifs et paires équilibrées irréductibles



Objectifs Systèmes dynamiques substitutifs Paires équilibrées irréductibles

Étude de langages

Mots d’Arnoux-Rauzy

Mot d’Arnoux-Rauzy : un mot uniformément récurrent tel que :
I pour tout n ∈ N, p(n) = (d − 1)n + 1,
I unicité d’un facteur spécial à gauche (ln) et à droite (rn) de

longueur n.

Risley, Zamboni : l̃n = rn ; Arnoux, Rauzy : infinité de facteurs
bispéciaux.

J. Bernat IML
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Étude de langages

Mots d’Arnoux-Rauzy

Mot d’Arnoux-Rauzy : un mot uniformément récurrent tel que :
I pour tout n ∈ N, p(n) = (d − 1)n + 1,
I unicité d’un facteur spécial à gauche (ln) et à droite (rn) de

longueur n.

Risley, Zamboni : l̃n = rn ; Arnoux, Rauzy : infinité de facteurs
bispéciaux.

Proposition. Le langage engendré par un mot d’Arnoux-Rauzy
admet une infinité de paires équilibrées irréductibles de la
forme (lul ′, l ′ul) et (u, ũ).

J. Bernat IML
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Étude de langages

Problèmes

I Action de σ lorsque σ∞(a) est un mot d’Arnoux-Rauzy ?

I On n’obtient pas toutes les paires équilibrées irréductibles.

Exemple (Tribonacci) : (cababa, baabac).

I Peut-on caractériser d’autres types de paires équilibrées
irréductibles que (lul ′, l ′ul), (u, ũ) ?

(cas de non-stabilité par image miroir)

J. Bernat IML
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Géométrie discrète

Représentation géométrique discrète

Soient {−→vi }1≤i≤d des vecteurs (d − 1)-indépendants de Zd−1.

Λ =
d∑

i=2
(
−→vi −

−→v1)Z est un réseau de Zd−1 ⇒ existence d’un

domaine fondamental C pour Zd−1/Λ (= union de cubes unité).

Comment coder ce domaine par un mot ?
Idée : associer un vecteur de translation à chaque lettre.

Un mot u est un parcours de C si
d∑

i=1

−→vi |u|i = 0 ; u est

irréductible si
d∑

i=1

−→vi |p1|i 6=
d∑

i=1

−→vi |p2|i pour p1 6= p2 préfixes de u.

J. Bernat IML
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Géométrie discrète

Exemples : abcaababcabca est un parcours irréductible de C.
Vecteurs associés : −→va =

−→e1 +
−→e2, −→vb = −3−→e2, −→vc = −2−→e1 + 2−→e2.

Base du réseau : (
−→va −

−→vb,
−→va −

−→vc) = (
−→e1 + 4−→e2, 3−→e1 −

−→e2).

aabaabaa n’est pas un parcours irréductible :
2∑

i=1

−→vi |aaba|i = 0.

J. Bernat IML
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Géométrie discrète

Parcours irréductibles

Condition suffisante : si les (|u|ai )1≤i≤d sont premiers dans leur
ensemble, u est un parcours irréductible de l’ensemble

C = ∪
u′ préfixe strict de u

{
d∑

i=1

|u′|i
−→vi }.

Les vecteurs associés à ce parcours sont :
−→v1 = −

d∑
i=2
|u|ai

−−→ei−1 et −→vi = |u|a1
−−→ei−1 pour i ∈ {2, . . . , d}.

J. Bernat IML
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Géométrie discrète

Exemple : si (|u|ai ) = (6, 4, 3), on peut poser −→v1 = −4−→e1 − 3−→e2,
−→v2 = 6−→e1 et −→v3 = 6−→e2.

Remarque : la condition (|u|ai )1≤i≤d sont premiers dans leur
ensemble n’est pas nécessaire.

Exemple : aabbcc est un parcours irréductible
(−→va =

−→e1, −→vb =
−→e2, −→vc = −−→e1 −

−→e2).
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Géométrie discrète

Parcours substitutifs

Proposition. Soit σ une substitution primitive unimodulaire. Il
existe N ∈ N tel que, pour tout n ≥ N et tout u ∈ L tel que les
(|u|ai )1≤i≤d soient premiers dans leur ensemble, σn(u) soit un
parcours irréductible.

Idée de la preuve :
I on choisit une lettre a
I comme σ est primitive, u = σN(a) convient pour un bon N
I comme σ est unimodulaire, les entiers (|u|ai )1≤i≤d sont

premiers dans leur ensemble · · · et la propriété est
préservée du rang n au rang n + 1
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Géométrie discrète

Le décalage circulaire Sc : u1 . . . un 7−→ u2 . . . unu1.
Appliquer un shift circulaire ↔ déplacer l’origine du domaine.
Comparer u et Sk

c (u) revient à étudier l’intersection de C et de

son image sous la translation
d∑

i=1
|u1 . . . uk |i .

Proposition. Soit u ∈ L tel que uu ∈ L, et tel que les (|u|ai )1≤i≤d
soient premiers dans leur ensemble. Soit n ∈ {0, . . . , |u| − 1}.
Soit u′ le préfixe de u de longueur n. Alors le nombre de paires
équilibrées irréductibles dans la réduction de (u, Sn

c (u)) est égal

au nombre de (d − 1)-cubes unités dans C ∩ (C +
d∑

i=1
|u′|i

−→vi ).
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Géométrie discrète

Exemple: soit σ(a) = ab, σ(b) = c, σ(c) = a ; soit
u = σ6(a) = abcaababcabca.

−→va +
−→vb =

−→e1 − 2−→e2 et 2−→va + 3−→vb +
−→vc = −5−→e2
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Regardons si les paires équilibrées
(

u
S2

c (u)

)
et
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S5

c (u)
S11

c (u)

)
sont

irréductibles.
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S5
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S11
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irréductibles. Pour cela, il faut compter le nombre de cubes

communs à C ∩ (C +
−→va +

−→vb) et à C ∩ (C + 2−→va + 3−→vb +
−→vc)
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(u, S2
c (u)) =

(
abca
caab

) (
a
a

) (
b
b

) (
abc
cab

) (
abca
caab

)
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(S5
c (u), S11

c (u)) =

(
babcabcaabcaa
caabcaababcab

)
est irréductible
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Géométrie discrète

Résultat principal

Théorème. Soit σ une substitution primitive unimodulaire.
Supposons qu’il existe u ∈ L tel que uu ∈ L, et tel que les
(|u|ai )1≤i≤d soient premiers dans leur ensemble. Alors il existe
une infinité de paires équilibrées irréductibles de la forme
(u, Sk

c (u)).
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Géométrie discrète

Questions ouvertes

Lien entre l’algorithme des paires équilibrées et d’autres
graphes : connexité, simple connexité, Mauldin-Williams ?

Autres formes que (aub, bua), (u, ũ), (u, Sn
c (u)) ?

((cababa, baabac))

Ordre de croissance pour i(n) ? Formule explicite ?

Si A termine, le nombre d’itérations est-il borné ?
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