Université de Bordeaux
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Probabilités, Statistiques, Combinatoire : TD10

Calculs de lois, d’espérances, de variances

Exercice 10.1
On considere deux variables aléatoires X et Y, dont la loi jointe (loi du couple (X,Y")) est
définie par le tableau suivant :

YWX[1] 2] 3
1/02] 01 |02
0.3]0.15 [ 0.05

. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?
. Calculer I'espérance de X et celle de Y.
. Calculer 'espérance de X +Y, et de X — Y.

. Calculer la loi de X + Y, et sa variance.

O N

Exercice 10.2
Un jeu possible de casino est le suivant : le joueur paie 1 euro pour jouer une partie, et lance
trois dés (équilibrés, a 6 faces); son gain G est alors déterminé en fonction du nombre N de
6 obtenus sur les trois dés :

— si N =0, il ne gagne rien (G =0);

— si N =1o0u N =2, il gagne 2 euros (G = 2);

— si N = 3, il gagne 20 euros (G = 20).

1. Déterminer la loi de N, ainsi que celle de G.
2. Déterminer I'espérance de G.

3. Par quelle valeur faudrait-il remplacer le gain lorsque N = 3, pour que le jeu devienne
“équitable” (au sens ou 'espérance de gain serait égale a la mise, soit 1) 7

Exercice 10.3

Le jeu “Tapis vert” était un jeu télévisé de la Francaise des Jeux : le joueur choisissait, sur
une grille, une carte de chaque couleur (Pique, Coeur, Carreau, Trefle) d’un jeu de 32 cartes;
puis, lors d’un tirage aléatoire télévisé quotidien, une carte de chaque couleur était tirée, et
le gain de chaque joueur était déterminé de la maniere suivante : un joueur ayant trouvé 2
des 4 cartes gagnait 2 fois sa mise; un joueur ayant trouvé 3 des 4 cartes, gagnait 30 fois sa
mise ; et un joueur ayant trouvé les 4 cartes, gagnait 1000 fois sa mise.

1. Quelle est la loi du nombre de cartes devinées par un joueur donné ? Cette loi dépend-
elle de son choix de combinaison ?

2. Déterminer, pour une mise de 1 franc (on parle des années 1980-90!), l'espérance
de gain du joueur. Le jeu, tel qu’il est défini, est-il plutot favorable au joueur, ou a
Porganisateur du jeu?



3. Quelle est la probabilité qu’un tirage donné donne une combinaison donnée 7 Qu’une
combinaison donnée sorte au moins une fois en N tirages?

4. Il se trouve qu’apres environ deux ans d’existence du jeu, une combinaison “carré d’As”
est sortie, coltant une fortune a la Francaise des Jeux. Commenter cette situation :
ou se trouve lerreur de conception dans ce jeu (du point de vue de l'organisateur) 7

Exercice 10.4
La compagnie aérienne

Une compagnie aérienne vend des réservations pour un avion qui dispose de 100 places.
Le prix normal d’une place est de 100 euros (on s’intéresse & un modele simplifié, ou le prix
de la place est fixe).

La compagnie a constaté qu’en moyenne, environ 5% des passagers ne se présentaient pas
a 'embarquement — ces passagers ne sont pas remboursés.

1. Proposer une loi de probabilités pour le nombre de places vides dans ’avion, en sup-
posant que la compagnie vend effectivement 100 places. Quelle est ’espérance de ce
nombre de places vides ?

2. La compagnie pratique la surréservation : elle vend un nombre N > 100 de places,
sans prévenir ses clients. Si le nombre de passagers qui se présentent est de 100 ou
moins, “tout va bien” ; si le nombre de passagers qui se présentent est supérieur a 100,
un nombre de passagers correspondant au surplus se voit offrir un dédommagement,
sous la forme d’un remboursement de 200 euros (soit le double du prix payé initiale-
ment).

En fonction de N qui est & considérer comme un parametre (fixe, choisi par la compa-
gnie), quelle est la loi du nombre A de passagers qui ne se présentent pas? En fonction
de A, quel le nombre de passagers & rembourser ?

3. Calculer numériquement (au besoin, en faisant des approximations justifiables) I’espérance
du nombre de passagers a rembourser, pour N = 104, N = 105, N = 106. Quelle va-
leur de N semble, en moyenne, la plus rentable pour la compagnie ? Pour cette valeur,
quelle est la probabilité qu’au moins un client qui se présente n’ait pas de place dans
I’avion ?



Exercice 10.5
Points aléatoires
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Les images ci-dessus montrent deux ensembles de 400 points pris aléatoirement dans
le carré unité (I’ensemble des points du plan dont les deux coordonnées sont comprises
entre 0 et 1). L’'un des deux ensembles a été généré “honnétement”, en prenant 400 points
indépendamment les uns des autres, chacun uniformément dans le carré; autre a été généré
de manieére “malhonnéte”, selon un procédé secret. On a rajouté au dessin une grille qui divise
le carré en 100 carrés plus petits, de méme aire 1,/100.

Un “point aléatoire uniforme dans le carré” est un objet qui ne rentre pas stricto sensu
dans le cadre du cours, car ’ensemble des possibilités n’est pas dénombrable ; cela correspond
a un tirage dans lequel la probabilité que le point se trouve dans une certaine zone (incluse
dans le carré) d’aire a, est égale a a.

1.

Dans le modele “honnéte”, quelle est la loi du nombre de points qui tombent dans un
petit carré donné ? Quelle est son espérance ?

. Dans le modele “honnéte”, quelle est la probabilité qu’'un petit carré ne recoive aucun

point ? Quelle est ’espérance du nombre de petits carrés “vides” de la sorte, parmi les
100 petits carrés qui subdivisent le carré unité ?

. Toujours dans le modele “honnéte”, quelle est la probabilité qu'un petit carré regoive

exactement un point 7 Quelle est I’espérance du nombre de petits carrés qui regoivent
exactement un point 7

(question plus avancée) Si l'on remplace le “modeéle honnéte” par un autre, ou
on commence par tirer le nombre de points aléatoirement selon la loi de Poisson de
parametre 400, avant de tirer indépendamment ce nombre de points uniformes, quelle
est la loi du nombre de petits carrés vides? la loi du nombre de petits carrés recevant
exactement un point ? Quelle est la probabilité qu’on n’observe aucun carré vide?
aucun carré recevant exactement un point ? (ce n’est pas ce modele qui a été utilisé
pour obtenir le dessin “trafiqué” ; les deux ensembles ont bien 400 points chacun)

. Essayez de deviner quelle figure montre ’ensemble “honnéte” de points, et laquelle

montre I’ensemble “trafiqué”.



