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» Dans énormément de problémes, ce qui est décrit
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» Une erreur fréquente, et grave : il ne faut pas confondre
P(AN B) (“probabilité pure”) et Pg(A) (probabilité
conditionnelle) !
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Formule des probabilités totales

» Si on connait P(B) et Pg(A), on peut en déduire P(AN B) :
P(AN B) =P(B)Pg(A).

» On peut aussi calculer P(B) = 1 — P(B), et si on connait
P5(A), on peut en déduire P(ANB) : P(AN B) = P(B)P5(A).

» Or A est I'union disjointe de AN B et AN B, donc
P(A) = P(AN B) + P(AN B).

» On en déduit la formule des probabilités totales :

P(A) = P(B)Pg(A) + P(B)Pg(A)



Formule généralisée

Au lieu de B et B, on peut aussi écrire une formule avec un
nombre quelconque d'événements Bi, By, ... Bx qui partitionnent
["'univers € :

Si les B; sont deux a deux disjoints, et que leur union et

Uf-‘zl B; = Q, alors on a pour tout événement A,

k

P(A) = > P(B)Ps,(A)

i=1
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Indépendance

» Vu en TD : quand on a Pg(A) = P(A), on dit que A est
indépendant de B (le fait que B se produise, n'influence pas
les chances que A se produise)

» En fait la condition se réécrit d'une maniére symétrique : cela
correspond a la condition P(AN B) = P(A)P(B) qu’on prend
comme définition (pas besoin que B soit de probabilité non
nulle)

» Sous cette forme, I'indépendance devient une relation
symétrique : si A est indépendant de B, alors B est
indépendant de A; on dit plus simplement que A et B sont
indépendants.

> Vu également en TD : si A est indépendant de B, alors il
est également indépendant de B (et, par symétrie, il en est de
méme pour A).
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Indépendance : remarques

» Important : la notion d'indépendance n'implique pas de
relation causale; il arrive qu’'on découvre, par le calcul, que
deux événements sont indépendants

> Exemple : quand on lance deux dés identiques, les
événements “le premier dé donne 1" et “la somme des dés
donne 7" sont indépendants (pourtant, la valeur du premier
dé a une influence sur le fait que la somme fasse 7; d’ailleurs
si on remplace 7 par une autre somme, les événements ne sont
plus indépendants).

» Avec la définition par produit de probabilités, un événement
de probabilité 0 ou 1 est indépendant de lui-méme (en fait, il
est indépendant de tout événement).
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Indépendance de plus de deux événements

>

On a vu la notion de deux événements indépendants; la
question est de savoir s'il y a une bonne généralisation : “A,
B, C sont indépendants” ; “A1,..., A sont indépendants”.
Les choses ne sont pas si simples! Prenons |'exemple du
lancer de deux dés, et trois événements A, B, C :

> A le premier dé donne 1;
» B : le deuxiéeme dé donne 6;
» (C : la somme des deux dés vaut 7.

On constate facilement que chacun a probabilité 1/6, et que
les paires sont formées d'événements indépendants : A et B,
Aet C, B et C sont a chaque fois indépendants.

Ce qu'on constate, c'est que ces 3 événements sont deux a
deux indépendants (quelques soient les 2 parmi 3 qu’on
prend, ils sont indépendants).

Pour autant, AN BN C a probabilité 1/36, et pas 1/63. ..
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La “bonne” généralisation de la notion d'indépendance, c'est de
généraliser la formule par produit de probabilités pour toute
intersection (finie) :
Définition : indépendance
k événements, Aj, ..., Ag, sont indépendants (ou “globalement
indépendants”) si, pour toute partie de I'ensemble d'indices

I C [[1,k]], on a ) HP
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(Si on prend une infinité d'événements, on demande “seulement”
la formule produit pour les ensembles / finis)

En particulier, pour trois événements A, B, C, on demande
» P(AN B) =P(A)P(B) : A et B sont indépendants
» P(AN C) =P(A)P(C) : A et C sont indépendants
» P(BN C)=P(B)P(C) : B et C sont indépendants
> et (AN BN C)=P(A)P(B)P(C)
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(2, IP) un espace de probabilités fixé; A, B, C... des événements
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Q, a priori différente de P : (Q,Pg) représente I'expérience de
départ si on suppose que B se produit.
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Conditionnements successifs

(2, IP) un espace de probabilités fixé; A, B, C... des événements

» On a vu que Pg désigne une vraie fonction de probabilité sur
Q, a priori différente de P : (Q,Pg) représente I'expérience de
départ si on suppose que B se produit.

» Dans (2, Pg, on peut aussi conditionner par un événement
C... pour obtenir encore une nouvelle probabilité, qu'on peut
noter temporairement (Pg)c

» Calculons : comment s'exprime (Pg)c(A)?

» Conséquence : conditionner par B, puis par C, c'est
équivalent a conditionner par BN C; et c'est donc équivalent
a conditionner par C, puis par B.
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» On a souvent besoin de modéliser des expériences complexes :
“on lance deux dés"”, “on tire une carte, puis on lance un dé"”,
“on tire A pile ou face, puis si on a obtenu Pile, on lance un
dé: si on a obtenu Face, on lance deux dés”

» La construction d'“espace de probabilités produit” permet de
construire de “gros” espaces a partir de “petits”, quand on a
besoin d'indépendance.

» Point de départ : j'ai un espace (Q1,P1) qui permet de
modéliser une certaine expérience, et un autre espace (22, P»)
qui permet de modéliser une autre expérience. Dans 1, jai
un événement A; qui décrit le “succes” de I'expérience 1;
dans €5, j'ai un événement A, qui décrit le “succés” de
I'expérience 2.

> Comme A; et Ay “vivent” dans des univers différents, je n'ai
pas d'événement “les deux expériences réussissent” (ca n'a
pas de sens de regarder A; N Ap). ..
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(Q1,P1) premier espace : on suppose que pour chaque
x € Q1, P1({x}) = p1(x).
(Q2,P,), second espace : pour chaque y € Qy,

P2({y}) = p2(y).
On définit 'espace produit Q = Q3 x Q (produit cartésien),
avec comme une probabilité P définie également par des
poids : pour tout (x,y) € Q,

P({(x,y)}) = a(x, y), avec q(x,y) = p1(x)-p2(y)

Interprétation : si A; C Q1 et Ay C €, sont des événements
dans chaque espace, leurs “équivalents” dans €2 sont
Al =A1 x Qo CQ, et A, =Qq x Ay C Q; on a bien
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(Q1,P1) premier espace : on suppose que pour chaque

x € Q1, P1({x}) = p1(x).

(Q2,P,), second espace : pour chaque y € Qy,

P2({y}) = p2(y).

On définit 'espace produit Q = Q3 x Q (produit cartésien),
avec comme une probabilité P définie également par des
poids : pour tout (x,y) € Q,

P({(x,¥)}) = a(x,y), avec q(x,y) = p1(x).p2(y)

Interprétation : si A; C Q1 et Ay C €, sont des événements
dans chaque espace, leurs “équivalents” dans €2 sont
Al =A1 x Qo CQ, et A, =Qq x Ay C Q; on a bien

P(A7) = P1(A1) et P(A3) = Pa(A2)
mais dans (2, on a des événements A} N A5, Aj UAS...
Remarque : A} est automatiquement indépendant de A,

(I'espace produit modélise les deux expériences
indépendamment |'une de 'autre)



Quelques problémes de modélisation /calcul

» On dispose de trois jetons de couleur : un a deux cotés blancs,
un a deux cotés noirs, et un a un coté blanc et un co6té noir.
On tire un des trois jetons de maniére aléatoire uniforme, et
on le pose d'un coté aléatoire uniforme.

» Quelle est la probabilité que le jeton choisi ait ses deux faces
de la méme couleur?

» Quelle est la probabilité que la face cachée soit blanche ?

» La face visible est blanche; quelle est la probabilité que la face
cachée soit blanche?



Quelques problémes de modélisation /calcul

» On dispose de trois jetons de couleur : un a deux cotés blancs,
un a deux cotés noirs, et un a un coté blanc et un co6té noir.
On tire un des trois jetons de maniére aléatoire uniforme, et
on le pose d'un coté aléatoire uniforme.

» Quelle est la probabilité que le jeton choisi ait ses deux faces
de la méme couleur?

» Quelle est la probabilité que la face cachée soit blanche ?

» La face visible est blanche; quelle est la probabilité que la face
cachée soit blanche ? (on cherche une probabilité
conditionnelle)



Modélisation /calcul : Monty Hall

Ce probléme se présente comme un jeu télévisé. Le candidat a face
a lui trois portes fermées, dont une cache un cadeau de valeur et
les deux autres un prix sans valeur. Les régles du jeu sont les
suivantes :

1. Le candidat désigne une porte de son choix.

2. Le présentateur du jeu, qui sait quelle porte cache le cadeau
de valeur, ouvre alors une porte, qui ne peut pas étre celle
montrée par le candidat, et derriére laquelle se trouve un
cadeau sans valeur (s'il a le choix, il choisit au hasard).

3. Le candidat doit alors choisir définitivement une des portes
restantes (soit celle qu'il avait désignée, soit la troisieme
porte), et il partira avec le cadeau qu’elle cache.

Le candidat peut-il adopter une stratégie “intelligente” pour
maximiser ses chances d'obtenir le cadeau de valeur, ou est-ce qu'il
n'a aucune prise sur ses chances? S'il dispose d'une stratégie
meilleure que les autres, quelle est-elle, et quelles sont alors ses
chances d'obtenir le cadeau de valeur?



