Exploration de paramŒetres inconnus par des Q-grammaires

M. Delest et P. Duchon

LaBRI Universitťe Bordeaux 1 and CNRS 351 cours de la Libťeration 33405 Talence Cedex Ű France.

maylis,duchon@labri.u-bordeaux.fr

Rťesumťe. Nous dťe^nissons la notion de paramffietre Q-comptable ffia partir d’une extension de la mťethodologie DSV. Nous montrons qu’ils peuvent Ĺetre interprťetťes comme comptant des familles de sommets dans des arbres. Nous donnons un exemple montrant qu’ils peuvent exprimer des statistiques non algťebriques comme des aires ou des moments d’inertie.

Abstract. From the DSV methodology, we de^ne what we call Q-countable parameters. We show that they count some number of vertex sets in certain families of trees. An example shows that Q-countable parameters give a mean for catching inertia moments or area parameters.

1 Introduction

L’objet de la combinatoire ťenumťerative peut Ĺetre rťesumťe ainsi : dťeterminer, de maniffiere exacte ou approchťee, le nombre d’objets vťeri^ant des propriťetťes donnťees. Le plus souvent, on s’intťeresse ffia une classe in^nie A d’objets (^gures planes, mots d’un langage, cartes, arbres...), sur lesquels on dťe^nit un certain nombre de paramffietres : nombre de sommets, hauteur, largeur, nombre de sous-arbres vťeri^ant telle ou telle propriťetťe. . .

Savoir ce qui constitue une solution d’un problffieme d’ťenumťeration n’est pas forcťement ťevident. La rťeponse dťepend fortement de la complexitťe du problffieme d’ťenumťeration. Ce peut Ĺetre une formule donnant la sťerie gťenťeratrice, ou une autre donnant les coef^cients de Taylor de cette sťerie; ou mĹeme une simple ťequation portant sur la sťerie gťenťeratrice, ou une relation de rťecurrence vťeri^ťee par ses coef^cients de Taylor. De maniffiere approchťee, on pourra se concentrer sur un ťequivalent asymptotique de la sťerie ou de ses coef^cients. Lorsqu’on ne connait rien sur un paramffietre plusieurs mťethodes permettent de l’examiner. Des techniques d’approximation [4] recherchent, ffia partir de ses premiffieres valeurs, une ťequation algťebrique ou diffťerentielle susceptible d’Ĺetre satisfaite par la sťerie gťenťeratrice. Dans la mťethodologie DSV, dťeveloppťee initialement par Schĺutzenberger dans [13, 14], le principe est d’ťetablir une bijection (ou codage) entre les objets ffia ťetudier et les mots d’un langage algťebrique, de telle sorte que le paramffietre taille des objets corresponde ffia la longueur des mots. La notion de q-grammaire, introduite par Delest et Fťedou dans [6], repose sur l’idťee que le codage par les mots d’un langage algťebrique fournit en fait une structure sur les objets codťes. En adaptant la notion de grammaire d’attributs (Knuth [12]) utilisťee en compilation, il est parfois possible d’ťecrire des ťequations non algťebriques vťeri^ťees par la sťerie gťenťeratrice suivant un paramffietre supplťementaire, comptťe par une nouvelle variable q. Ces ťequations sont alors des q-analogues des ťequations algťebriques de dťepart : une variable x est parfois remplacťee par xq dans certaines sťeries inconnues.

Le travail prťesentťe dans cet article se situe dans ce cadre. Nous ťetendons la notion de q-grammaire et montrons en quoi elles constituent un moyen d’approche de certains problffiemes d’ťenumťeration suivant plusieurs paramffietres. En particulier, le thťeorffieme 1 permet d’interprťeter un paramffietre en fonction de paramffietres plus ťelťementaires. Cette mťethode permet d’obtenir des q-ťequations dont les fonctions gťenťeratrices sont solutions. On trouvera en ^n d’article, des exemples de q-ťequations obtenues.

2 Mots, grammaires, arbres

Cette section est un bref rťesumťe des notions utiles pour comprendre la suite de ce texte. Des dťetails plus complets peuvent Ĺetre trouvťes dans [2], [11], [1].

Pour tout ensemble X, X^∗ dťesigne l’ensemble des suites ^nies d’ťelťements de X. Une telle suite w est appelťee un mot de X^∗, et sa longueur sera notťee |w|. La suite de longueur nulle, appelťee mot vide, sera notťee ϵ. L’opťeration de concatťenation fait de X^∗ un monoĺide. Soient w ∈ X^∗, x ∈ X, et A ⊂ X. Le nombre d’occurrences de x dans w est notťe |w|_x, et ťegalement appelťe longueur de w en x. De mĹeme, le nombre de lettres de w qui appartiennent ffia A est appelťe longueur de w en A, et notťe |w|_A. Un mot w^′ est un facteur d’un mot w, s’il existe des mots w_1 et w_2 tels que w = w_1w^′w_2. Le mot w^′ est un facteur gauche si w_1 = ϵ, et un facteur droit si w_2 = ϵ.

On appelle langage sur X une partie L de X^∗; X est alors appelťe l’alphabet de L. Dans ce travail, nous nous intťeresserons plus particuliffierement aux langages qui sont engendrťes par une grammaire algťebrique. Une grammaire algťebrique est un quadruplet G = (X, N, R, S) tel que X et N sont deux alphabets disjoints appelťes respectivement alphabet terminal et non terminal, S est un symbole non terminal appelťe axiome et R est une partie ^nie de N × (X ∪ N )^∗, dont chaque ťelťement est appelťe rffiegle de dťerivation et notťe U → W , avec U ∈ N et W ∈ (X ∪ N )^∗. L’ensemble des mots engendrťes par S est appelťe langage algťebrique engendrťe par G, on le note L(G). Nous nous intťeressons ffia des grammaires non ambiguĺes.

Dťe^nition 1 Soient S_1 et S_2 deux symboles non terminaux de G. On dira que S_2 est accessible ffia partir de S_1 s’il existe deux mots W_1, W_2 ∈ (X ∪ N )^∗ tels que S_1^∗→ W_1S_2W_2, avec W_1W_2 ≠ ϵ.

On dira que S_1 et S_2 sont simultanťement accessibles ffia partir de S s’il existe trois mots W_1, W_2, W_3 de (X ∪ N )^∗ tels que S^∗→ W_1S_1W_2S_2W_3 ou S^∗→ W_1S_2W_2S_1W_3.

Dutour donne dans [9] un algorithme permettant de dťecider si un symbole est ou non accessible ffia partir d’un autre; quant ffia l’accessibilitťe simultanťee, elle peut Ĺetre calculťee en adaptant aux couples de symboles l’algorithme donnťe dans [9].

Exemple 1 [Langage de Dyck]

Un exemple fondamental de langage algťebrique est le langage de Dyck, qui servira ici d’exemple. Le langage de Dyck est celui des systffiemes correctement formťes de parenthffieses (Comtet [5]). Un mot w ∈ {a, b}^∗ est un mot de Dyck s’il vťeri^e les conditions suivantes : Ű |w|_a = |w|_b; Ű pour tout facteur gauche w^′ de w, |w^′|_a ≥ |w^′|_b.

Le langage de Dyck est engendrťe par la grammaire G_1 = ({a, b}, {D}, R, D), offiu R contient les deux rffiegles de dťerivation { R_1 : D → ϵ, R_2 : D → aDbD. A tout mot de Dyck, il est possible d’associer un chemin dans le plan. La lettre a se traduit par un pas Nord-Est, et la lettre b se traduit par un pas Sud-Est. Le chemin part de (0,0) et se termine alors sur la droite d’ťequation y = 0, sans avoir de sommet en-dessous de cette droite. Par dťe^nition, l’aire d’un chemin de Dyck est l’aire comprise entre ce chemin et l’axe d’ťequation y = 0.

L’ensemble des noms des rffiegles de dťerivation peut Ĺetre identi^ťe ffia un alphabet R. Nous utiliserons la notion suivante :

Dťe^nition 2 Une dťerivation pointťee est une rffiegle de dťerivation R dont on a distinguťe l’un des symboles non terminaux du membre droit. Si l’on a distinguťe le k-ffieme symbole, on la notera R^{(k)}.

L’ensemble des noms des rffiegles pointťees constitue un nouvel alphabet R_p.

Exemple 2 Dans la grammaire G_1 de l’exemple 1, R = {R_1, R_2}. La rffiegle R_1 (rffiegle terminale) ne donne aucune dťerivation pointťee, et la rffiegle R_2 (d’aritťe 2) en donne deux. On a donc R_p = { R^{(1)}_2 , R^{(2)}_2 } .

Dans cet article, les arbres manipulťes sont exclusivement des arbres de dťerivation dans une grammaire. L’arbre de dťerivation d’un mot est la reprťesentation arborescente de la suite de transitions qui permettent de passer d’un symbole non terminal ffia un mot du langage engendrťe par ce symbole. Dans le sens usuel, l’arbre de dťerivation d’un mot comporte un nĲud interne par transition ťetiquetťe par des symboles non terminaux. Les feuilles sont ťetiquetťees par des lettres terminales. Le mot associťe ffia l’arbre est obtenu en lisant les ťetiquettes des feuilles dans l’ordre symťetrique.

Dans cet article, nous ťetiquetons les nĲuds des arbres de dťerivation par les ŞnomsŤ des rffiegles de dťerivation utilisťees. La connaissance des rffiegles de dťerivation rendant alors super~ues les feuilles et leurs ťetiquettes, nous les omettons systťematiquement. Cette dťemarche est ffia rapprocher de celle de Dutour-Fťedou sur les grammaires d’objets [9].

Exemple 3 Pour le langage de Dyck de l’exemple 1, les arbres de dťerivation de G1 sont exactement les arbres binaires complets (les sommets internes, ťetiquetťes R_2, ont 2 ^ls, et les feuilles sont ťetiquetťees R_1). La ^gure 1 montre les deux formes possibles d’arbres de dťerivation pour le mot w = aababb dans la grammaire classique engendrant le langage de Dyck.

D

(a) Arbre de dťerivation classique b D a

a D b D ϵ

ϵ a D

ϵ ϵ b D

D

(b) Arbre de dťerivation condensťe

R1 R1

R2 R1

R2 R1

R2

Fig. 1. Exemples d’arbres de dťerivation

Soit A un arbre de dťerivation de la grammaire G. Une chaĹ”ne de longueur k de A est un k-uplet (s_1, . . . , s_k) de nĲuds de A tel que, pour tout i < k, s_{i+1} soit un descendant de s_i, distinct de s_i. Le type d’une chaĹ”ne de longueur k est le mot R^{(d1)}_1 . . . R^{(dk−1)}_{k−1} R_k ∈ R^{k−1}_p R, offiu R_i est l’ťetiquette de s_i et offiu s_{i+1} appartient ffia l’arbre dont la racine est le d_i-ffieme ^ls de s_i.

Exemple 4 Dans l’arbre de dťerivation (b) de la ^gure 1, il y a deux chaines de type R^{(1)}_2 R_2.

3 Grammaires attribuťees, Q-grammaires et paramffietres Q-comptables

Les grammaires attribuťees sont classiquement utilisťees pour la construction de compilateurs. Nous ne nous intťeressons ici qu’ffia leur utilisation dans le domaine de la combinatoire, et nous nous limitons ffia des attributs synthťetisťes tels qu’ils sont dťe^nis dans l’article de Knuth [12].

Dťe^nition 3 Soit G = (X, N, R, S) une grammaire. Une famille d’attributs dťe^nie sur G est la donnťee, pour chaque symbole U ∈ N, d’un ensemble ^ni T_U d’attributs ayant les caractťeristiques suivantes :

Ű chaque attribut τ ∈ T_U possffiede un domaine de valeurs D_τ , qui est un ensemble (^ni ou non); le produit cartťesien ∏ τ ∈T_U Dτ est notťe DU ;

Ű pour chaque attribut τ ∈ T_U et chaque U-dťerivation R : U → w_0U_1 . . . U_kw_k , on donne une rffiegle de calcul f_{τ,R}, qui est une fonction dťe^nie sur D_{U1} × . . . × D_{Uk} et ffia valeurs dans D_τ . Si la rffiegle R est d’aritťe 0, f_{τ,R} est simplement un ťelťement de D_τ .

Le couple ( G, (T_U )_{U∈N} ) est alors appelťe grammaire attribuťee.

Une grammaire attribuťee permet de calculer rťecursivement, pour chaque mot w de chaque langage L_G(U ) engendrťe par G, une valeur τ (w) ∈ D_τ , et ce, pour chaque attribut dťe^ni sur U. Dans la suite, une rffiegle de dťerivation gťenťerique d’une grammaire sera notťee sous la forme

R : U → w_0U_1w_1 . . . w_{n−1}U_nw_n,

avec w_i ∈ X^∗ et U_i ∈ N. Dans cette notation, R est le nom de la rffiegle de dťerivation, utilisťe pour ťetiqueter les arbres de dťerivation; n est l’aritťe de la rffiegle R.

Un mot u ∈ L_G(U ) est obtenu par l’utilisation de la rffiegle R lorsque la racine de son arbre de dťerivation est ťetiquetťee par R. Cela revient ffia dire qu’il existe des mots u_i ∈ U_i pour 1 ≤ i ≤ n, tels que

u = w_0u_1w_1 . . . w_{n−1}u_nw_n.

Soit p un paramffietre dťe^ni sur la rťeunion disjointe des langages engendrťes par G (mĹeme si p n’est dťe^ni a priori que sur le langage L, nous supposerons qu’un prolongement ffia cette rťeunion disjointe a ťetťe choisi).

Dťe^nition 4 Soit u un mot d’un langage engendrťe par une U-dťerivation, on appelle terme de croissance de p pour u, la quantitťe θ_p(u) = p(u) − n∑ i=1 p(u_i). (1)

Lorsque le mot u se trouve Ĺetre le membre droit d’une U-dťerivation d’aritťe 0, le terme de croissance de p pour u (dans le langage U) est simplement θ_p(u) = p(u).

En termes d’arbres de dťerivation, et si l’on considffiere p comme un attribut, θ_p(u) est la diffťerence entre l’attribut calculťe sur l’arbre tout entier, et la somme des valeurs attribuťees aux sous-arbres issus des ^ls de la racine; c’est pourquoi nous l’appelons terme de croissance. Notre travail a pour cadre le cas offiu chaque paramffietre ťetudiťe peut Ĺetre ŞsimplementŤ dťe^ni au moyen de ses termes de croissance. Cela exclut donc les constructions utilisant des fonctions maximum ou minimum.

Exemple 5 Considťerons de nouveau le langage de Dyck, engendrťe par les deux grammaires G_1 (voir exemple 1) et G_2 = ({a, b}, {D, E}, {R^′_1, R^′_2, R^′_3, R^′_4, R^′_5, R^′_6}, D) : R^′_1 : D → ϵ R^′_2 : D → E R^′_3 : E → ab R^′_4 : E → abE R^′_5 : E → aEb R^′_6 : E → aEbE. Il est facile de voir que, dans la grammaire G_2, seules les rffiegles R^′_3 et R^′_4 font apparaĹ”tre des facteurs ab (les pics des chemins de Dyck correspondants); par consťequent, dans G_2, le terme de croissance du paramffietre p^′ (Şnombre de facteurs ab Ť) est 1 pour les rffiegles R^′_3 et R^′_4, et 0 pour les autres rffiegles.

En revanche, dans G_1, la situation n’est pas aussi simple. Le terme de croissance de ce mĹeme paramffietre p^′ pour la rffiegle R_2 est toujours positif ou nul; si le mot w_1 ∈ D a k_1 facteurs ab et le mot w_2 ∈ D en a k_2, le mot aw_1bw_2 ∈ D en a au moins k_1 + k_2. En fait, on a p^′(aw_1bw_2) = p^′(w_1) + p^′(w_2) si w_1 ≠ ϵ, et p^′(aw_1bw_2) = p^′(w_1) + p^′(w_2) + 1 = p^′(w_2) + 1 si w_1 = ϵ.

Le principe de la formation d’une Q-grammaire consiste ffia dťe^nir tous les paramffietres auxquels l’on s’intťeresse par le moyen de leurs termes de croissance. Les ŞbonsŤ paramffietres, que nous nommerons Q-comptables, sont ceux dont les termes de croissance sont eux-mĹemes dťe^nis par d’autres paramffietres Q-comptables :

Dťe^nition 5 (paramffietre Q-comptable) Un paramffietre p est dit :

Ű Q-comptable de rang 1, si, pour chaque rffiegle de dťerivation R de G, il existe une constante entiffiere c_R ≥ 0 telle que, pour tout mot u obtenu par l’application de la rffiegle R, θ_p(u) = c_R;

Ű Q-comptable de rang k +1, si, pour chaque rffiegle de dťerivation R de G, il existe des paramffietres Q-comptables p_1, . . . p_n, de rangs infťerieurs ou ťegaux ffia k, et une constante c_R ≥ 0, tels que, pour tout mot u obtenu par l’application de la rffiegle R, on ait θ_p(u) = c_R + p_1(u_1) + · · · + p_n(u_n).

De plus, un paramffietre de rang 1 a l’une au moins des constantes c_R non nulle et un paramffietre de rang k + 1 a l’un au moins des paramffietres utilisťes exactement de rang k.

Un ŞparamffietreŤ constamment ťegal ffia un nombre entier positif est considťerťe comme Q-comptable de rang 0.

Un paramffietre Q-comptable est donc un attribut synthťetisťe sur la grammaire G, avec des restrictions sur la forme des rffiegles de calcul de cet attribut, qui doivent ne faire intervenir que des combinaisons af^nes d’autres paramffietres Q-comptables. Notons que toute combinaison linťeaire ffia coef^cients entiers positifs de paramffietres Q-comptables, est un paramffietre Q-comptable dont le rang est le rang maximum des paramffietres concernťes.

La dťe^nition ci-dessous gťenťeralise celle des q-grammaires dťe^nie dans [10, 6] :

Dťe^nition 6 On appelle Q-grammaire, une grammaire attribuťee (G; p_1, . . . , p_n), offiu les attributs p_1, . . . , p_n sont des paramffietres Q-comptables sur G et tels que, pour 1 ≤ i ≤ n, les termes de croissance de p_i ne fassent intervenir que les paramffietres p_1, . . . , p_{i−1}.

Exemple 6 Dans toute grammaire, le paramffietre ŞlongueurŤ |w| et, plus gťenťeralement, tout paramffietre Şlongueur en X^′Ť offiu X^′ ⊂ X, est Q-comptable de rang 1; en effet, le terme de croissance de chaque rffiegle

R : U → w_0U_1w_1 . . . U_nw_n

est la constante θ_p = c_R = |w_0w_1 . . . w_n|_X ′ .

Exemple 7 Reprenons la grammaire G_1 de l’exemple 1 (grammaire classique engendrant le langage de Dyck).

L’aire des chemins de Dyck qui est l’aire comprise entre ce chemin et l’axe d’ťequation y = 0, est Q-comptable pour cette grammaire, avec les termes de croissance ainsi dťe^nis :

Ű Pour la rffiegle D → ϵ : A(ϵ) = 0 (l’aire du chemin vide est nulle);

Ű Pour la rffiegle D → aDbD : A(ad_1bd_2) = A(d_1) + A(d_2) + 1 + |d_1|, donc le terme de croissance est 1 + |d_1|.

La ^gure 2 illustre cette rffiegle de calcul.

Puisque la longueur est elle-mĹeme Q-comptable de rang 1, l’aire est alors Q-comptable de rang 2.

Dťe^nissons pour un mot de Dyck son moment d’inertie de la maniffiere suivante : M (w) est la somme des ordonnťees des points ffia coordonnťees entiffieres positives situťes (au sens large) sous le chemin codťe par w. Ainsi, la contribution ffia M (w) des points situťes sous un sommet de hauteur h, est 1 + · · · + h = h(h + 1)/2.

Le moment d’inertie M est un paramffietre Q-comptable donnťe par

Ű Pour la rffiegle D → ϵ : M (ϵ) = 0;

Ű Pour la rffiegle D → aDbD : M (ad_1bd_2) = M (d_1) + M (d_2) + A(d_1) + |d_1| + 1; le terme de croissance est A(d_1) + |d_1| + 1

L’aire ťetant un paramffietre de rang 2 et la longueur de rang 1, le moment d’inertie a pour rang 3.

4 Interprťetation de paramffietres Q-comptables

Il est naturel de rechercher une description atomique des paramffietres Q-comptables.

Dťe^nition 7 Si p est un paramffietre Q-comptable de rang 1, p est ťelťementaire s’il existe une rffiegle R_0 ∈ R, telle que le terme de croissance de p soit 0 pour toute autre rffiegle que R_0, et 1 pour R_0.

Rťecursivement, si un paramffietre p est Q-comptable de rang k+1, p est ťelťementaire s’il existe une rffiegle R_0 ∈ R, un entier i ≤ α(R_0), et un paramffietre p^′, ťelťementaire de rang k, tels que le terme de croissance de p soit 0 pour toute autre rffiegle que R_0, et p^′(u_i) pour la rffiegle R_0.

d = ad1bd2

a d1 b d2

= jd1 j

= A(d1)

= A(d2)

= 1

Fig. 2. Rffiegle de calcul de l’aire d’un chemin de Dyck

Nous avons alors la Proposition 1. Tout paramffietre ťelťementaire peut Ĺetre dťecrit par un mot de R^∗_pR. Preuve. Soit p un paramffietre ťelťementaire. Le nom de p est dťe^ni rťecursivement de la maniffiere suivante : Ű Si p est de rang 1, le nom de p est R, offiu R est l’unique rffiegle de dťerivation telle que c_R = 1; Ű si p est de rang k + 1, il existe un paramffietre ťelťementaire p^′, de rang k, une rffiegle R ∈ R, et un entier i ≤ α(R), tel que l’unique terme de croissance non identiquement nul de p soit, pour la rffiegle R, p^′(u_i). Alors, si le nom de p^′ est W^′, le nom de p est W = R^{(i)}W^′. ⊓⊔ Notons que la longueur du nom d’un paramffietre ťelťementaire, est ťegalement le rang de ce paramffietre. Le paramffietre ťelťementaire dont le nom est W est notťe p_W . On a alors la proposition suivante :

Proposition 2. Tout paramffietre Q-comptable de rang k s’ťecrit comme combinaison linťeaire ffia coef^cients entiers positifs de paramffietres ťelťementaires de rangs infťerieurs ou ťegaux ffia k, l’un au moins ťetant de rang exactement k. Preuve. La preuve, par rťecurrence sur k, est sans dif^cultťe. Si k = 1, le paramffietre p est entiffierement dťe^ni par les constantes (c_R)_{R∈R}. Il est alors immťediat que l’on a la dťecomposition p = ∑ R∈R c_Rp_R. Supposons maintenant la propriťetťe vraie pour k, et soit p un paramffietre Q-comptable de rang k +1. Pour chaque rffiegle R ∈ R, le terme de croissance de p est de la forme

θ_p(w_0u_1 . . . u_{α(R)}w_{α(R)}) = c_R + α(R)∑

i=1 p_{R,i}(u_i), offiu chaque p_{R,i} est un paramffietre Q-comptable de rang au plus k (ťeventuellement, identiquement nul).

D’aprffies l’hypothffiese de rťecurrence, chaque paramffietre p_{R,i} peut s’ťecrire p_{R,i} = p_{WR,i} , offiu chaque W_{R,i} est une combinaison linťeaire de mots de R^∗_pR. Il est alors immťediat que l’on peut dťecomposer p de la maniffiere suivante :

p = ∑ R∈R c_Rp_R + α(R)∑

i=1 p_R(i)_{WR,i} .

⊓⊔ Nous allons donner une interprťetation formelle de tout paramffietre ťelťementaire et donc, par suite, nous aurons une interprťetation de tout paramffietre Q-comptable.

Proposition 3. Soit w un mot engendrťe par la grammaire G, et soit p_W un paramffietre ťelťementaire (W ∈ R^∗_pR). Alors p_W (w) est le nombre de chaĹ”nes de type W de l’arbre de dťerivation de w.

Preuve. Dans le cas offiu le paramffietre est de rang 1 c’est immťediat.

Supposons maintenant que p_W soit de rang k > 1; W est alors de longueur k, et W = R^{(i)}W^′ offiu R ∈ R et |W^′| = k − 1. Toute chaĹ”ne de type W est composťee d’un premier nĲud s_1, ťetiquetťe R, et d’une chaĹ”ne de type W^′ du sous-arbre dont la racine est le i-ffieme ^ls de s_1. Le nombre de chaĹ”nes de type W dont le premier nĲud est s_1, est donc le terme de croissance p^′(s_1). Par suite, p_W (w) est le nombre de chaĹ”nes de type W de l’arbre de dťerivation de w. ⊓⊔

5 Propriťetťes des paramffietres Q-comptables

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques propriťetes qui permettent pour un paramffietre inconnu a priori de retrouver sa dťecomposition en paramffietres ťelťementaires. Le lecteur trouvera dans [8] la nature des calculs asymptotiques que l’on peut effectuer sur des paramffietres Q-comptables.

Nous commencÿons par donner une majoration ťelťementaire de l’ordre de grandeur d’un paramffietre Q-comptable de rang connu.

Proposition 4. Soit p un paramffietre Q-comptable de rang k. Il existe une constante K telle que, pour tout mot non vide engendrťe par la grammaire, p(w) ≤ K|w|^k. (2) Preuve. Dans le cas d’un paramffietre ťelťementaire de rang k, cela dťecoule immťediatement du fait que le nombre de chaĹ”nes est forcťement infťerieur au nombre de k-uplets de sommets de l’arbre; la dťecomposition en combinaison linťeaire de paramffietres ťelťementaires permet d’ťetendre la proposition ffia tout paramffietre Q-comptable. ⊓⊔

On appellera rang minimal d’un paramffietre Q-comptable, la plus petite constante positive k. Le rang minimal d’un paramffietre Q-comptable quelconque peut Ĺetre dťeterminťe assez aisťement par la proposition suivante :

Thťeorffieme 1 Soit p = p_W un paramffietre ťelťementaire de rang k, non identiquement nul, avec

W = R^{(d1)}_1 . . . R^{(dk−1)}_{k−1} R_k.

Notons, pour chaque i ≤ k, S_i le symbole non terminal du membre gauche de R_i, et, pour i < k, S^′_i le d_i-ffieme symbole du membre droit de R_i. S_0 dťesigne l’axiome de la grammaire.

Le rang minimal de p est obtenu en comptant, parmi les indices i < k, ceux pour lesquels S_i est accessible depuis S^′_i; ffia ce total, il convient d’ajouter 1 si et seulement si p_{Rk} est de rang minimal 1.

Ce thťeorffieme se dťemontre en ťetudiant les propriťetťes d’accessibilitťe des symboles dans la grammaire. Calculer le rang minimal d’un paramffietre se ramffiene alors ffia dťeterminer quels symboles sont accessibles ffia partir desquels, et quels couples de symboles sont accessibles ffia partir desquels.

Soit p un paramffietre dťe^ni sur un langage indťependament de toute grammaire. Supposons de plus que la distribution de ce paramffietre ne soit pas connue. Le thťeorffieme 1 permet dans la pratique de dťeterminer si p, est Qcomptable dans une grammaire donnťee. Si le rang minimal de p est connu, les paramffietres ťelťementaires pouvant intervenir dans une dťecomposition de p sont en nombre ^ni. En calculant, pour un assez grand nombre de mots, les valeurs de chacun de ces paramffietres ťelťementaires p_1, . . . , p_N , il est possible, soit de montrer que p ne peut pas s’ťecrire comme combinaison linťeaire de tels paramffietres (parce que, par exemple, pour M mots w_1, . . . , w_M , le vecteur (p(w_j ))_{1≤j≤M} ne peut s’ťecrire comme combinaison linťeaire des vecteurs (p_i(w_j ))_{1≤j≤M} , pour 1 ≤ i ≤ N), soit de restreindre les choix possibles de telles combinaisons linťeaires jusqu’ffia ce qu’une preuve directe de la Q-comptabilitťe de p soit envisageable. Le principal obstacle ffia l’automatisation de ce genre de calculs rťeside dans le choix judicieux des mots pour lesquels effectuer les calculs; le nombre de mots d’un langage croĹ”t gťenťeralement de maniffiere exponentielle avec leur longueur. Dans les cas simples, toutefois, il est frťequent que l’examen de quelques mots courts du langage engendrťe soit suf^sant pour montrer qu’un paramffietre donnťe n’est pas Q-comptable.

Exemple 8 Considťerons, pour le langage de Dyck engendrťe par la grammaire G_2, le paramffietre hauteur maximale h_m, dťe^ni par h_m(w) = max {|w^′|_a − |w^′|_b : w^′ facteur gauche de w}

(le nom de hauteur maximale provient de l’interprťetation des mots de Dyck comme chemins : h_m(w) est alors la plus grande hauteur atteinte par le chemin).

Le rang minimal de ce paramffietre est 1 : en effet, h_m(a^nb^n) = n, et n est la plus grande hauteur que puisse atteindre un mot de Dyck de longueur 2n. Il convient donc, pour dťeterminer si h_m est ou non un paramffietre Qcomptable, de chercher parmi les combinaisons linťeaires de paramffietres ťelťementaires de rang 1. Le tableau des valeurs de ces paramffietres, pour les mots de Dyck de longueurs 0, 2, 4 et 6, ainsi que le mot w = aabbaabb, est le suivant :

w h_m p_{R1} p_{R2} p_{R3} p_{R4} p_{R5} p_{R6} ϵ 0 1 0 0 0 0 0 ab 1 0 1 1 0 0 0 abab 1 0 1 1 1 0 0 aabb 2 0 1 1 0 1 0 ababab 1 0 1 1 2 0 0 abaabb 2 0 1 1 1 1 0 aababb 2 0 1 1 1 1 0 aabbab 2 0 1 2 0 0 1 aaabbb 3 0 1 1 0 2 0 aabbaabb 2 0 1 3 0 1 1 Les 9 premiffieres lignes ne laissent comme seules possibilitťes de dťecomposition de h_m, que p_{R2} + p_{R5} + p_{R6} et p_{R3} + p_{R5} (ces deux possibilitťes n’en font qu’une, car p_{R3} est identiquement ťegal ffia p_{R2} + p_{R6} . La derniffiere ligne suf^t ffia ťeliminer ces deux possibilitťes, et par consťequent h_m n’est pas un paramffietre Q-comptable de la grammaire G_2. Ce rťesultat con^rme l’idťee qu’un paramffietre dťe^ni au moyen d’une fonction maximum a peu de chances d’Ĺetre Q-comptable.

Un autre exemple est celui du paramffietre somme des hauteurs de pics, dťe^ni comme la somme des ordonnťees des ŞpicsŤ (sommets situťes entre un pas Nord-Est et un pas Sud-Est) des chemins de Dyck. Ce paramffietre correspond, pour un codage classique des polyominos parallťelogrammes par les mots de Dyck, ffia l’em aire de ces polyominos. Ce paramffietre, similaire ffia l’aire, est de rang minimal 2 (le mot w = a^{n−1}(ab)^nb^{n−1}, de longueur 4n − 2, a pour somme des hauteurs de pics n^2), et par consťequent il convient de lui chercher une dťecomposition comme combinaison linťeaire des paramffietres ťelťementaires de rangs 1 et 2. Aprffies ťelimination des redondances immťediates (p_R(1)_{2 R3} = p_{R3} , etc.), le nombre de ces paramffietres ťelťementaires est 22.

En construisant un tableau similaire au prťecťedent, incorporant les mots de longueur infťerieure ou ťegale ffia 10, on obtient pour ce paramffietre une seule dťecomposition possible :

p_{R3} + p_{R4} + p_R(1)_{5 R3} + p_R(1)_{5 R4} + p_R(1)_{6 R3} + p_R(1)_{6 R4} .

Il est alors immťediat, en procťedant comme dans l’exemple 7, de vťeri^er que les rffiegles de croissance correspondant ffia cette dťecomposition dťe^nissent bien la somme des hauteurs des pics.

6 Q-ťequations liťees aux Q-grammaires

Nous considťerons ici un ensemble ordonnťe (x_1, . . . , x_n) de variables formelles, et des sťeries formelles F (x_1, . . . , x_n), ffia coef^cients entiers (le plus souvent positifs ou nuls).

Dans de nombreux problffiemes d’ťenumťeration suivant plus d’un paramffietre, on rencontre des ťequations portant sur des sťeries formelles et qui font intervenir, au lieu de la sťerie ffia une variable F (x), une sťerie bivariťee F (x, q) et la sťerie F (xq, q), offiu la variable x a ťetťe multipliťee par q; voir par exemple [10, 3, 6]. Nous dťecrivons une gťenťeralisation de ce genre de transformation, dans le cas offiu les variables formelles sont plus nombreuses.

De^nition 1. Soit, pour tout i ≤ n, A_i = x_ix^{αi,i+1}_{i+1} . . . x^{αi,n}n un monĹome ne faisant intervenir que les variables formelles x_j telles que i ≤ j (et dans lequel x_i n’apparaĹ”t qu’au degrťe 1).

Nous noterons σ_{(xi ←Ai)} l’opťerateur linťeaire dťe^ni sur l’algffiebre de sťeries formelles Q[[x_1 , . . . , x_n]] par σ_{(xi ←Ai)}F (x_1, . . . , x_n) = F (A_1, . . . , A_n). (3) Nous appellerons une telle transformation une substitution des variables x_1, . . . , x_n.

Le thťeorffieme suivant indique dans toute sa gťenťeralitťe le lien entre Q-grammaires et Q-analogues de systffiemes d’ťequations :

Thťeorffieme 2 Soit G une grammaire engendrant k langages L_1, . . . , L_k, et soit (S) le systffieme d’ťequations algťebriques correspondant ffia G.

Ű Les solutions de tout Q-analogue du systffieme S, sont les sťeries gťenťeratrices d’une Q-grammaire basťee sur la grammaire G;

Ű rťeciproquement, les sťeries gťenťeratrices de toute Q-grammaire basťee sur G sont les solutions d’un Q-analogue de (S).

Preuve.

Nous donnons ici la mťethode pour obtenir ffia partir d’une Q-grammaire, un systffieme d’ťequations qui est un Q-analogue du systffieme algťebrique (S).

Notons q_1, . . . , q_N les lettres de la grammaire G, et q_{N+1}, . . . , q_{N+M} les M lettres supplťementaires. Soient p_1, . . . , p_{N+M} les paramffietres suivant lesquels s’effectue l’ťenumťeration (les N premiers ťetant de rang 1), et notons, pour chaque rffiegle R et chaque paramffietre p_m, les rffiegles de calcul

R : p_m(w) = a(R)∑

i=1 p_m(w_i) + C_{R,m} + ∑ 1≤j<m 1≤i≤a(R) C_{R,m,i,j} .p_j (w_i). (4)

Les N premiers paramffietres ťetant de rang 1, pour m ≤ N les coef^cients C_{R,m,i,j} sont tous nuls, et C_{R,m} = |v_0v_1 . . . v_{a(R)}|_{qm} .

Notons encore, pour w ∈ L_G(U ), v(w) = ∏ 1≤m≤N+M q^{pm (w)} m (5)

la valuation donnťee au mot w par ces paramffietres. Si w appartient ffia plusieurs langages L_G(U ) diffťerents, on distinguera le langage, en notant v(w, U ) et p_m(w, U ).

Les rffiegles de calcul sommatoire pour les paramffietres se transforment en produits. Posons σ_{R,i} = σ^(_{qj ←qj} ∏_{N +Mm=j+1 q}C_{R,m,i,jm}^). (6) Les conditions sur les coef^cients C_{R,m,i,j} qui dťe^nissent les termes de croissance des paramffietres, sont exactement celles qui font de chaque σ_{R,i} une substitution de variables. On a : v(w, U ) = (_{N+M} ∏ m=1 q^{CR,m} m )_k ∏ i=1 σ_{R,i}(v(w_i, U_i)). (7) Pour obtenir la sťerie gťenťeratrice U (q_1, . . . , q_{N+M} ) d’un langage L_G(U ), il suf^t alors de sommer suivant toutes les U-dťerivations. Nous avons donc,

U (q_1, . . . , q_{N+M} ) = ∑ R∈R(U) (_{N+M} ∏ m=1 q^{CR,m} m )_{a(R)} ∏ i=1 σ_{R,i} (d(R, i)) . (8)

Le systffieme formťe des ťequations (8) (pour U ∈ N), est un Q-analogue du systffieme algťebrique fourni par la grammaire. ⊓⊔

Des dťetails de la preuve peuvent Ĺetre consultťes dans [7].

Exemple 9 Reprenons la grammaire G_2 de l’exemple 5. Dans les Q-ťequations, les variables suivantes comptent des paramffietres ayant un sens gťeomťetrique sur les chemins de Dyck : q compte l’aire, r compte les pics, et s compte la somme des hauteurs des pics. D(x, q, r, s) = 1 + E(x, q, r, s), E(x, q, r, s) = xqrs + xqrsE(x, q, r, s) + xqE(xq^2, q, rs, s) +xqE(xq^2, q, rs, s)E(x, q, r, s). A partir de la grammaire G_1 de l’exemple 1, en utilisant les rťesultats de l’exemple 7, on obtient en codant l’aire par q et le moment d’inertie par r : D(x, q, r) = 1 + xqrD(x, q, r)D(xqr, qr, r) References

1. A.V. Aho and J.D. Ullman. The Theory of Parsing, Translation and Compiling. Vol. 1: Parsing. Prentice-Hall, 1972. 2. J. Berstel. Transductions and Context-Free Languages. Teubner Studienbucher, Stuttgart, 1979. 3. M. Bousquet-Mťelou. q-ťenumťeration de polyominos convexes. Thffiese de doctorat, Universitťe Bordeaux 1, 1991. 4. R. Brak and A.J. Guttmann. Algebraic approximants: A new method of series analysis. J. Phys. A: Math. Gen., 23(24):1331Ű1337, 1990.

5. L. Comtet. Advanced Combinatorics. Reidel, 1974.

6. M. Delest and J.-M. Fťedou. Attribute grammars are useful for combinatorics. J. Theor. Comput. Sci., 98:65Ű76, 1992. 7. P. Duchon. Q-grammaires : un outil pour l’ťenumťeration. Thffiese de doctorat, Universitťe Bordeaux 1, 1998. 8. P. Duchon. q-grammars and wall polyominoes. Submitted to Annals of Combinatorics, 1998. 9. I. Dutour. Grammaires d’objets: ťenumťeration, bijections et gťenťeration alťeatoire. Thffiese de doctorat, Universitťe Bordeaux 1, 1996.

10. J.-M. Fťedou. Grammaires et q-ťenumťerations de polyominos. Thffiese de doctorat, Universitťe Bordeaux 1, 1989. 11. S. Ginsburg. The mathematical theory of context free languages. McGraw-Hill, New York, 1966. 12. D.E. Knuth. Semantics of context-free languages. Math. Systems Theory, 2:127Ű145, 1968. 13. M.-P. Schĺutzenberger. Certain elementary families of automata. In Proc. Symp. on Mathematical Theory of Automata, pages 139Ű153. Polytechnic Institute of Brooklyn, 1962.

14. M.-P. Schĺutzenberger. On context-free languages and push-down automata. Information and Control, 6:246Ű264, 1963.