Probabilité Conditionnelle I

1. Algébre des événements'

Définition 1 Une expérience aléatoire £ est une expérience qui, répétée dans
des conditions apparemment identiques, peut conduire & des résultats diffé-
rents.

L’ensemble de tous les résultats possibles de &£ est noté ) et s’apelle
l'univers associé & &.

Définition 2 Soit £ une expérience aléatoire et Q 'univers qui lui est asso-
cié. On dit qu’un événement est lié a l'expérience € si pour tout résultat w
de Q, on sait dire si cet événement a eu lieu ou non.

Un événement est représenter par I’ensemble des w € €2 pour lesquels il a eu
lieu.

Exemple 1 On lance deuzr dés cubiques discernables. L’ensemble des résul-
tats est alors l’ensemble des couples d’entiers compris entre 1 et 6 :

Q=1{1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6}

Déterminer la représentation de l’événement : “La somme des points est
supérieure ou égale a 10”.

L’événement A : “La somme des points est supérieure ou égale 6 107 est
représentée par :

(67 4)7 (57 5)7 (47 6)7 (6’ 5)7 (5’ 6)’ (67 6)
1.1 Evénements particuliers.

O Tout résultat w de € est un événement (élémentaire).

O € est lévénement certain car il est toujours réalisé.



O 0 est 'événement impossible car il n’est jamais réalisé.

1.2 Opérations sur les événements'

Soit A et B deux événements

0 Evénement contraire : A :

A est réalisé si et seulement si A n’est pas réalisé.
0 Evénement AN B :

AN B est réalisé si et seulement si A et B sont réalisés simultanément.
0 Evénement AUB :

AN B est réalisé si et seulement si A ou B est réalisé.

00 Inclusion :
A C B signifie que chaque fois que A est réalisé, B est également

réalisé : A implique B.
Exemple 2 On lance deux dés cubiques non discernables.

O Déterminer la représentation de l’événement A : “La somme des
points est inférieure ou égale & 8”.

O Déterminer la représentation de [’événement A.

O Déterminer la représentation de l’événement B : “Le minimum de
points des deux dé est strictement inférieur a 3

O Déterminer la représentation de l’événement B :

O Déterminer les représentations respectives des événements AN B et
AUB.

O A-t-on BC A?

O Déterminer un événement inclus dans A.

1.3 Probabilité d’un événement.

Définition 3 Soit Q) lunvivers d’une expérience £ et soit T [’ensemble des
évenements lié a £, on appelle probabilité toute application P de T dans

Ry vérifiant :
O P(Q)=1;
0 VA,BeT, si ANB =0 alors



0 P(AUB) = P(4) + P(B)

Propriétés 1 La probabilité P d’un événement vérifie les propriétés sui-
vantes :

O P(A)=1-P(A) et donc0< P(4) <1

O P@) =0

Théoréme 1 A et B étant deur événements quelconques, on a :

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

1.4 Probabilité conditionnelle'

Définition 4 Soit A un événement donné tel que P(A) # 0, B étant un éve-
nement quelconque, on appelle probabilité conditionnelle de B sachant
que A est réalisé le nombre P(B/A) défini par :

P(ANB)
P(A)

1.5 Exemple I

Considérons une famille dont nous savons qu’elle a deux enfants.

P(BJA) =

1. Quelle est la probabilité que les deux enfants soient des garcons sachant
que ’ainé est un garcon ?

2. Quelle est la probabilité que les deux enfants soient des garcons sachant
qu’il y a au moins un garcon ?

Question 1
0 Soit A I’événement : “I’ainé est un gargon” et B I’événement : “les deux
enfants sont des garcons”.
O On cherche alors a calculer : P(A/B).
O d’ou par définition :

_P(ANB) _ P(4) _
PBIA = =508y = PB)

ICIEENES
N | =



Question 2
O Soit C I’événement : “il y a au moins un gargon”.
[0 On cherche alors a calculer : P(B/C).

0 d’ou par définition :

_P(AnC) PMA) 1
P(B/C) = P(A) _P(C)_lj -

2. Utilisation des probabilités conditionnelles

Il est courant de connaitre P(B/A). On utilise plutét la formule des pro-
babilités composées :

P(AN B) = P(A) x P(B/A)

2.1 Exemple I

Considérons deux urnes Uy et Us contenant chacune 2 boules noires et 3
boules blnches. On tire une boule de U7, on note sa couleur et on la met
dans 'urne Us. Puis on tire une boule de Us.

Question : Quelle est la probabilité d’obtenir deux fois la boule noire ?

Solution

O Soit A I’événement : “la boule tirée de Uy est noire” et B ’événement :
“la boule tirée de Uy est noire”.
[0 On cherche alors a calculer : P(A N B).

O Or:

P(4) =

P(BJA) =

| W ot N

N

[0 d’ou en utilisant les probabilités composées :

P(BN A) = P(A) x P(B/A) = %



2.2 Un exemple ... “plus biologique”.

Considérons une population dont 1 habitant sur 100 est atteint d’'une mala-
die; on a mis au point un test qui permet de détecter cette maladie avec 8
chances sur 10 de reconnaitre un malade (test positif) et 9 chances sur 10 de
reconnaitre un sujet sain (test négatif).

Question : Quelle est la probabilité pour qu’un sujet ayant un test positif
soit malade ?

Solution

O Considérons les événements suivant :
O T = “le test est positif”
L M = “le sujet est malade”
O S = “le sujet est sain”

0 Remarquons : M = S.

O On recherche : P(M/T)!

U D’aprés ’énoncé, on connait les quantités suivantes :

P(M) = o5 P(S) = 1
P(T/M) = P(T/S) =

D’aprés le théoréme de Bayes :

P(MNT)

PMIT) = =5

Le probléme se rameéne donc au calcul de P(M NT) et de P(T).

Détermination de P(M NT)

MNT=TnNM
d’ou :
1 8

P(MNT) = P(T'NM) = P(M) x P(T/M) = 105 % 15



Détermination de P(T)
On peut remarquer que pour tout événement :
T=(TNM)U(TNM)
ott (TN M) et (T N M) sont incompatibles :
P(T)=P(TNM)+ (TN M)
De plus dans notre cas particulier :
T=(TNM)u(TnS)

D’ou :
P(T)=P(TNM)+ P(TNS)

On sait calculer P(T'N M) = ﬁ et d’aprés le théoréme de Bayes :

199 99
P(I'N8) = P(I/S) x P(S) = 15 X 755 = o0

d’ou finalement :

P(M) x P(T/M)

PIMIT) = 5oy < POT/M) + P(S) x P(T/S)

0.008 8 — 0.075

PM|T)= ————— =
(M/T) 0.008 +0.099 107

Remarque 1

Cet exemple souléve quelques problémes :

0 Choix des probabilités de réussite au test et de tirer dans la population

malade. Comment estimer ces probabilités.

0 Dans ’exemple précédent, un sujet qui présente un test positif a environ

75 chances sur 1000 d’étre malade mais aussi :

P(S/T) = 0.55

Un individu présentant un test positif a beaucoup plus de chance d’étre

sain que malade!!!

U Importance de la détermination des valeurs des probabilités interve-

nant dans le calcul



Remarque

D’une maniére générale, pour tout événement M et T' la formule de Bayes
s’écrit également

P(M) x P(T/M)
P(M) x P(T/M) + P(T) x P(T/T)

2.3 Généralisation I

Soit trois événements quelconques, A, B, C tel que P(A) # 0 et P(ANB) #0
alors :

P(M/T) =

P(ANBNC) = P(A) x P(B/A) x P(C/AN B)

2.4 Exemple I

Considérons une urne U; contenant 3 boules noires et 4 boules blanches. On
tire une & une sans remise trois boules de Uj.

Question : Quelle est la probabilité que la premiére boule tirée soit
blanche, la seconde blanche et la troisiéme noire ?

Solution

O Soit A; ’événement : “la iéme boule tirée de U; est blanche et B;
I’événement : “la iéme boule tirée de U; est noire”.

O On cherche alors a calculer : P(A; N Ay N Bs).

O Or:
P(A1 ﬂAQ ﬂBg) = P(Al) X P(AQ/Al) X P(Bg/Al ﬂAQ)
O et
4
P(4;) = 7
3
P(A2/A1) = 5
3
P(Bs/A1NAy) = R
0 d’ou finalement :
433 6
P(AiNAsNB3)==—.—.— = —
(A1NA2NBg) =755 = 35



3. Evénements indépendants'

Définition 1 Deux événements A et B sont dits indépendants si :
P(A) = P(A/B) ou P(B) = P(B/A)

La reéalisation de I'un quelconque des deux événements n’influe pas sur la
réalisation (ou la non réalisation) de l’autre.

D’oil en appliquant le théoréme de Bayes :
P(ANB)

P(4) = P(A/B) = =5 o

On écrit généralement que deux événements sont indépendants si et seule-
ment si :

P(ANB)=P(A) x P(B)
Remarque

En général, on utilise cette égalité pour décider de l'indépendance de
deux événements A et B :

P(AN B) = P(A) x P(B/A) = P(A) x P(B) = P(B/A) = P(B)

Par exemple : deux événements incompatibles de probabilités non nulles
ne sont pas indépendants :

ANB=0= P(ANB) =0 = P(A) x P(B/A)

Exemple

On jette simultanément un dé blanc et un dé rouge. Soit A 1’événement
“le n. 1 est sorti sur le dé blanc”. Soit B 1’événement “la somme des numéros
est égale & 7.

Calculer P(A) et P(B)
Calculer P(AN B), P(A/B) et P(B/A).
A et B sont-ils indépendants ?

O O oo



1
O P(ANB) = P(blanc = 1,rouge = 6) = —

36
0 P(A/B) = % =+
0 pB/4) = 240D (1;4(2)3) -3

O Ily a indépendance puisque P(AN B) = P(A).P(B)

4. Loi des grands nombres'

La fréquence relative d’un événement E dans une suite de n épreuves iden-
tiques tend vers la probabilité P de cet événement lorsque le nombre n
d’épreuves augmente indéfiniment :

lim P(|f, — P| <€) =1

n—00

fn est la fréquence relative d’un événementE et P sa probabilité.



