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Introduction

Résumé

La théorie des jeux est un domaine actif de la recherche contemporaine, qui a pour
objet d’étude les situations dans lesquels des agents interagissent, chacun défendant
ses propres intéréts. Cette théorie fournit des outils d’analyse puissants a d’autres
disciplines scientifiques, en particulier 'informatique.

Il existe différents modeles de jeux, qui ont été obtenus en faisant varier la facon
dont les joueurs interagissent d’une part, et la fagon de calculer leurs gains d’autre
part. Dans cette these, on s’intéresse & deux modes d’interaction en particulier : d’une
part les jeux sur des graphes, qui constituent le cadre des deux premiers chapitres et
d’autre part les jeux stochastiques & nombre fini d’états et information compléte, cadre
dans lequel s’inscrit le troisieme chapitre. Selon la facon dont on calcule les gains des
joueurs, on obtient par exemple les jeux de parité, escomptés, en moyenne, du total ou
encore de la limite supérieure.

Nous nous intéressons a ’existence de stratégies optimales positionnelles dans ces
jeux, c’est-a-dire aux cas ou les joueurs peuvent jouer optimalement de manieére déter-
ministe et sans mémoriser d’information. L’étude de cette classe est motivée par les
bonnes propriétés algorithmiques des jeux positionnels et par les applications poten-
tielles en théorie du controle et en vérification.

Nous obtenons différents résultats de caractérisation des jeux positionnels, dans les
cadres des jeux sur des graphes finis ou infinis et des jeux stochastiques. Ces résultats
nous permettent de générer de nombreux nouveaux exemples de jeux positionnels.

Contexte

Tout le monde aime jouer. La théorie des jeux est un domaine actif de la recherche
contemporaine. Chaque année voit la parution de plusieurs monographies[] consacrées a
la théorie des jeux, et plusieurs revues internationales sont consacrées uniquement a ce
sujet. La popularité de la théorie des jeux s’explique en partie par sa pluridisciplinarité.
D’une part, les résultats fondamentaux de cette théorie trouvent leurs racines dans les
théories mathématiques les plus diverses (théorémes de points fixes, géométrie différen-
tielle, logique pure, probabilités, algorithmique,...) et d’autre part, le fort pouvoir de

112 en 2001, voir le site www.gametheorysociety.org.
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Introduction

modélisation des jeux fait que les applications de la théorie des jeux vont de la biologie
a la validation de systémes industriels en passant par I’économie et 1’écologie.
Les précurseurs. Il est difficile de situer exactement le début de la théorie des jeux.
Ses premieres traces remontent a la correspondance entre le chevalier de Méré, Pascal
et Fermat au XVIIeéme siécle, la remarque de Waldegrave [Wall3] au XVIIIéme, ou
les travaux de Cournot |[Cou38] au XIXeéme. La théorie des jeux a pris son essor au
début du XXeme siécle, avec les travaux d’Ernst Zermelo [Zer13], Emile Borel [Bor21]
et John von Neumann [vM44]. Ces trois mathématiciens ont été les premiers a aborder
la notion de jeu de maniere générale, sans se restreindre a 1’étude d’un exemple en
particulier : Zermelo s’intéressait en toute généralité a ce qu’on appelle aujourd’hui les
jeux d’accessibilité sur des graphes finis, et Borel et Neumann poserent les fondations
de la théorie des jeux matriciels.
Zermelo et les jeux d’accessibilité. Zermelo étudiait les jeux du type jeu d’échecs,
formalisés comme des jeux joués sur un graphe fini. Dans le cas du jeu d’échec, chaque
sommet de ce graphe correspond & une configuration possible des pieces sur I’échiquier et
les arétes correspondent aux coups admissibles des joueurs. Les joueurs jouent a tour de
role en déplagant un jeton sur le graphe. Certains des sommets sont marqués gagnants
pour un joueur ou pour l'autre et si le jeton arrive sur un de ces sommets, la partie
s’arréte et le joueur correspondant gagne. Zermelo introduisit la notion d’attracteur et
de position gagnante, et décrivit une construction des stratégies gagnantes [Sch01].
Borel et les jeux matriciels. Borel s’intéressa a un type de jeux tres différents
de ceux de Zermelo appelés les jeux matriciels. Ce sont des jeux du type “pierre—
feuille—ciseau”, qui ne durent qu’un seul tour, au cours duquel deux joueurs choisissent
chacun une action. Les joueurs se révelent ensuite simultanément les actions qu’ils
ont choisies, et une matrice détermine une quantité d’argent que le premier joueur
doit verser au second. Borel introduisit la notion de stratégie mixte, qui spécifient des
distributions de probabilités utilisées par les joueurs pour choisir leurs actions. Borel
conjectura ’existence de couples de stratégies mixtes optimales dans tout jeu matriciel
et von Neumann prouva ensuite ce théoréme, maintenant connu sous le nom de théoréme
du min-max

Les jeux de Borel sont tres différents de ceux de Zermelo. En effet, contrairement aux
jeux de Zermelo, les jeux matriciels modélisent des situations dans lesquelles les joueurs
n’ont acces qu’a une information incompléte au moment de prendre leur décision : il
ne connaissent pas le choix de leur adversaire. Seconde différence, les jeux de Zermelo
ont une durée possiblement infinie, alors que les jeux de Borel ne durent qu’un tour.
Shapley et les jeux stochastiques a états. Shapley a fusionné les modeles de jeux
de Zermelo et de Borel en un méme modele, celui des jeux stochastiques a états [Shah3].
Un jeu de Shapley a une durée infinie. A chaque tour de jeu, le jeu est dans un certain
état et cet état détermine un jeu matriciel. Max et Min s’affrontent a ce jeu matriciel,
dont Iissue détermine d’une part le nouvel état du jeu et d’autre part une somme
d’argent que Min doit verser & Max .

21l s’avéra par la suite que ce résultat était un corollaire de travaux déja publiés sur les systémes
d’inégalités. Plus de détails & propos de la petite saga des jeux matriciels sont donnés dans [KjiOI].
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Introduction

Comment jouer ? Les jeux de Zermelo, Borel et Shapley spécifient différents types
d’interactions entre les joueurs. D’autres types d’interactions ont également été étudiés.
Isaac s’est intéressé au modele du temps continu, ce qui a donné naissance a la théorie
des jeux différentiels, Harsanyi a posé les fondations d’une théorie des jeux a information
incomplete, Nash a étudié les jeux a plusieurs joueurs et récemment est également
apparue une théorie des jeux quantiques.

Dans cette these, nous considérons deux modeles d’interaction. D’une part les jeux
de type Zermelo, de durée infinie, ou les joueurs jouent a tour de role et I’état du jeu
évolue de maniere déterministe en fonction de leurs choix. D’autre part, le cadre un
peu plus général des jeux stochastiques a information compléte. Ce sont des jeux d’un
type hybride entre les jeux de Zermelo et ceux de Shapley, ot les joueurs jouent tour a
tour, et I’état du jeu change de maniere probabiliste, en fonction des choix des joueurs.

Rentier, grippe—sou, flambeur ou logicien, 4 chacun sa fonction de paiement.
Les jeux de Zermelo et de Shapley se différencient par le mode d’interaction des joueurs,
mais également par la fagon de calculer leurs gains.

Dans les jeux d’accessibilité de Zermelo, il n’y a que trois issues possibles a une
partie, c’est-a-dire trois types de gains : soit Max gagne, soit Min gagne, soit la partie
est nulle. Dans un jeu de Shapley, chaque tour de jeu détermine une certaine somme
d’argent, appelée un paiement quotidien, que le joueur Min doit verser au joueur Max .
Shapley considére que ces paiements sont soumis a un taux d’escompte 0 < A < 1, si
bien que Max cherche a faire de gros gains le plus rapidement possible. Précisément,
si la suite des paiements est xq,x1, Z2,... alors Min verse a Max la somme :

d(x0,T1,T2,...) = 20+ A1 + N0 ... . (1)

Une telle fonction ¢, qui spécifie la somme versée a Max par Min en fonction de la
suite d’états vus au cours de la partie est appelée une fonction de paiement.

Consécutivement aux travaux de Shapley, d’autres fonctions de paiement ont été
considérées, chacune modélisant un type d’objectif différent. Ainsi, Gilette [Gil57] a
introduit le jeu du paiement en moyenne, dans lequel Max est un rentier dont le but
est de maximiser la moyenne de ses paiements quotidiens. Par la suite, Thuijsman et
Vrieze [T'V87] ont considéré la classe des jeux a paiement total, dans lequel Max est
un grippe—sou qui cherche a maximiser la somme de ses paiements quotidiens. Enfin
Maitra et Sudderth [MS96] ont introduit les jeux de la limite supérieure, dans lesquels
Max est un flambeur qui aime les fortes émotions, et dont 1’objectif est de toucher de
temps a autres de gros paiements quotidiens, quitte a subir de fortes pertes le reste
du temps. Parallelement, la classe des jeux de parité a été tres étudiée, car ces jeux
permettent de coder des problemes de vérification et de controle de systémes munis de
spécifications logiques [GTWO02].

Un apergu du formalisme. Formellement, un jeu est composé d’une aréne qui spécifie
comment les joueurs jouent, et d’'une fonction de paiement qui spécifie ce que les joueurs
gagnent.

Dans les deux premiers chapitres, 'aréne est un systéme de transitions (5,7") dont
I’ensemble des états S est partitionné entre les états contrdlés par le joueur Max et
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ceux controlés par le joueur Min . Au n—iéme tour de jeu, le jeu est dans un certain état
sp € S. Le joueur contrdlant s, choisit dans 7" une transition de source s,, et le nouvel
état du jeu s, est la cible de cette transition. Chaque transition est colorée par une
couleur, et la suite des transitions traversées au cours de la partie génére une suite
infinie ¢cgcq - -+ de couleurs. La fonction de paiement associe a cette suite une valeur
réelle : le paiement que le joueur Min doit verser au joueur Max .

Dans le troisieme chapitre, on considere des systéemes de transitions stochastiques.
De nouveau, chaque état est controlé par un des joueurs. Dans chaque état s, le joueur
controlant s a le choix entre un nombre fini d’actions disponibles. A chaque action a
correspond une distribution de probabilités d(:|s,a) € D(S) sur 'ensemble des états.
Si le joueur qui contrdle ’état s choisit 'action a alors le nouvel état du jeu est t avec
la probabilité §(t|s,a). Comme dans les deux premiers chapitres, chaque transition est
colorée par une couleur et la fonction de paiement calcule, en fonction de la suite des
couleurs vues pendant la partie, la somme que Min doit verser a Max. Le joueur
Max cherche & maximiser Pespérance de la somme qu’il recoit. Evidemment, le cadre
des deux premiers chapitres correspond au cas ou chaque distribution de probabilités
charge un unique état avec probabilité 1.

Le cadre des jeux de Shapley est encore plus général. Dans ces jeux, également
appelés jeux concurrents, chaque état est en quelque sorte controlé par les deux joueurs
a la fois. Les deux joueurs choisissent chacun simultanément une action, et la donnée
de ces deux actions amax €t amin et de I'état courant s détermine les probabilités
de transition (-|s, anax » @Min ) vers les autres états de 'aréne. Trés peu des résultats
présentés dans cette these peuvent étre étendus au cadre de Shapley. En effet, les jeux
de Shapley sont des jeux a information partielle, ce qui contraste avec le cadre de cette
these, ou ne considérons que des jeux a information parfaite.

A 1la recherche des jeux positionnels.

Le fil conducteur des travaux présentés dans cette these est la recherche de jeux
dans lesquels les joueurs ont des stratégies optimales positionnelles.

Les jeux d’accessibilité, escomptés, en moyenne, totaux, de la limite supérieure, et
les jeux de parité constituent les exemples les plus classiques de jeux stochastiques.
Etonnamment, tous ces jeux partagent une méme propriété non-triviale : dans chacun
de ces jeux, les joueurs Max et Min peuvent jouer optimalement de maniére déter-
ministe et sans mémoriser aucune information. Autrement dit, Max et Min ont des
stratégies optimales positionnelles : a chaque tour de jeu, la stratégie du joueur dont
c’est le tour de jouer ne lui propose qu’un seul coup, et ce coup ne dépend que de ’état
courant du jeu, et pas de I'histoire des tours de jeu précédents. Par extension, on dit
qu’un jeu lui-méme est positionnel si les joueurs ont des stratégies optimales position-
nelles a ce jeu, et on dit qu’une fonction de paiement elle-méme est positionnelle, si
tous les jeux munis de cette fonction de paiement sont positionnels.

Partant de 'observation que toutes les fonctions de paiement classiques sont posi-
tionnelles, nous nous sommes posé la question suivante : quels sont les points communs
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entre les jeux escomptés, en moyenne, totaux, de la limite supérieure et de parité, qui
permettent d’expliquer leur positionnalité 7 En d’autres termes, nous avons cherché a
caractériser la classe des fonctions de paiement positionnelles.

Avant de présenter les résultats que nous avons obtenus, nous motivons davantage
I’étude de cette question.

Motivations

Nos motivations se résument comme suit. La théorie des jeux a de nombreuses ap-
plications en informatique, en particulier dans le domaine du controle des systémes
réactifs. Dans ce cadre, le probleme central est d’obtenir des algorithmes calculant la
valeur d’un jeu et des stratégies optimales. Or il existe un algorithme générique permet-
tant d’effectuer ces calculs, dés lors que ’on sait que le jeu considéré est positionnel. Les
résultats de positionnalité présentés dans cette these ont donc des applications poten-
tielles intéressantes en théorie du controle et de la vérification. En particulier, puisque
nous considérons le cadre général des jeux stochastiques & paiement, nos résultats per-
mettent de sortir du cadre des spécifications logiques et de résoudre des problémes de
controle ou les spécifications sont quantitatives et ou les systémes sont modélisés de
maniere probabiliste.

Jeux et informatique théorique. La théorie des jeux a de nombreux liens avec
divers domaines de l'informatique fondamentale. En logique par exemple, les jeux
d’Ehrenfeucht—Fraissé [EF95] permettent d’établir des hiérarchies strictes entre les frag-
ments d’une logique. En théorie des ensembles, on utilise le théoréme de Martin [Mar75]
pour montrer ’existence d’une hiérarchie entre les langages de mots infinis, appelée la
hiérarchie de Wadge [Wad83|,[Kec95]. En théorie des automates, la preuve de cléture par
complément des langages reconnaissables d’arbres infinis est basée sur la positionnalité
des jeux de parité [EJ91a, (GH82, IMS85, IMS95, [Zie98]. Enfin, de nombreuses notions
de simulation ou bissimulation sont définissables en termes de jeux [ESTWOI].
Controle et vérification des systémes réactifs. Un autre domaine d’application
de la théorie des jeux en informatique est la modélisation, le controle, et la vérification
des systémes réactifs. Par systéme on entend un objet ou un logiciel dont 1’état évolue
au cours du temps, et un systéme est réactif si il interagit avec son environnement. En
controle et vérification des systemes réactifs, on modélise I'interaction entre un systéme
et son environnement comme un jeu a deux joueurs [Tho95, [EJ91a], et on cherche a
s’assurer que cette interaction vérifie certaines propriétés exprimées dans une logique
temporelle. Ce probleme de décision se réduit a calculer le joueur gagnant dans un jeu
de parité [EJ91al [ANOT) [Wil0O1]. Plus de détails sur I'application de la théorie des jeux
a la vérification des systémes sont donnés dans [Tho02), [Wal04, [Gra04, [dA03, dAHMO1],
GTWO02].

Spécifications quantitatives et systémes stochastiques. Ainsi, la résolution des
jeux de parité sur les graphes est un probléme central en théorie du contréle. Considérer
une classe plus large de jeux que les traditionnels jeux de parité sur les graphes permet
d’aborder une classe plus large de problemes de contréle. En particulier, les résultats
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Introduction

de cette these permettent de considérer le cas des systéemes stochastiques munis de
spécifications quantitatives.

Illustrons cela a partir d’'un exemple classique ou la spécification est la propriété
d’accessibilité P = ” Ne jamais atteindre un état d’erreur. ” et ou le systéme S est
modélisé de maniere classique sous forme d’un automate alternant. Alors il y a deux
réponses possibles au probleme du controéle : soit I’on peut controler S de maniere &
satisfaire P, soit I’on ne peut pas. Si 'on veut prendre en compte des phénomenes
tels que les probabilités de défaillance d’un composant, alors les transitions du systéme
sont stochastiques [dA97]. Dans ce cadre, on cherche a controler le systéme de maniére
a maximiser la probabilité que P soit vérifié. Il est également naturel de raffiner la
spécification P, par exemple en admettant qu’il y ait des erreurs mais en spécifiant
qu’elles doivent arriver le plus tard ou le moins souvent possible. Pour cela, on peut
utiliser un taux d’escompte a la Shapley [dAFHT04, [CMHOG6|, ou encore le paiement
en moyenne de Gilette. Dans ce dernier cadre, on cherchera a controler S de maniere a
maximiser le temps moyen avant la premiere erreur, ou encore a minimiser la fréquence
moyenne de I'occurrence d’une erreur.

Dans tous les cas, la syntheése d’un contréleur optimal se réduit a calculer les valeurs
et stratégies optimales du jeu correspondant.

Les jeux positionnels sont calculables. Ainsi, le calcul des valeurs et des stratégies
optimales est un probléeme central de la théorie du contréle et de la vérification des
systemes. Or la positionnalité d’un jeu est un argument clé pour obtenir des algorithmes
effectuant ces calculs.

En effet, si 'on sait qu'un jeu est positionnel, alors le calcul de ses valeurs est
aisé, pour peu que l'on sache calculer les valeurs des jeux a 0 joueur munis de la
méme fonction de paiement. Les jeux a 0 joueur correspondent aux mots ultimement
périodiques dans le cadre des jeux sur les graphes et aux chalnes de Markov dans le
cadre stochastique.

Sous cette hypothese de calculabilité des jeux a 0 joueur, il existe un algorithme naif
de calcul des valeurs, de complexité exponentielle. Cet algorithme consiste a énumérer
les couples de stratégies positionnelles, qui sont en nombre exponentiel. Chacun de
ces couples définit naturellement un jeu a 0 joueur. En calculant puis comparant les
valeurs associés aux différents couples de stratégies, il est facile de sélectionner un couple
optimal, et d’en déduire les valeurs du jeu.

Bien siir, il existe des algorithmes plus élaborés pour calculer les valeurs des jeux, ba-
sés par exemple sur la programmation linéaire [FV97], les méthodes de point fixes [Jur00]
ou encore des méthodes probabilistes [PVO1]. Toutefois, les preuves de corrections de
chacun de ces algorithmes utilisent toutes la propriété de positionnalité.

Enfin, remarquons que méme dans le cas des jeux sur des graphes infinis, tels que les
jeux sur des graphes d’automates a pile, la positionnalité est un ingrédient essentiel dans
la preuve de leur calculabilité et la mise au point des algorithmes correspondants [Wal96,
Wal01, BSW03, [Gim04].

16



Introduction

Contributions

Nous présentons maintenant les résultats originaux de cette these, obtenus grace
aux nombreux conseils, idées et directions donnés par mon directeur de theése.

Chapitre (1| Positionnalité des jeux sur des graphes finis. Le chapitre [1| a pour
cadre les jeux sur des graphes finis. Nous nous sommes intéressés a la positionnalité de
ces jeux, en en cherchant une caractérisation. Nous avons obtenu les résultats suivants :

1. Nous avons défini un ensemble de conditions suffisantes pour qu’une fonction de
paiement soit positionnelle (théoreme et corollaires).

2. Nous avons donné une caractérisation exacte des fonctions de paiement posi-
tionnelles. Pour cela, nous avons caractérisé la classe des fonctions de paiements
positionnelles pour les jeux a un joueur (théoréme et corollaires) sur les
graphes finis, et montré que la positionnalité dans les jeux & un joueur entraine
la positionnalité dans les jeux & deux joueurs (théoréeme .

3. Ces résultats ont plusieurs corollaires intéressants. Tout d’abord on peut donner
une preuve unifiée de la positionnalité de toutes les fonctions de paiement classique
(escomptées, moyenne, total, limsup, cf. section [1.6]).

4. Ensuite, ces résultats permettent de définir de nouvelles fonctions de paiement
positionnelles, comme le jeu de compromis ou le jeu du paiement en moyenne
prioritaire (section. De plus on peut définir un produit entre fonction de paie-
ments, appelé produit prioritaire, qui conserve la positionnalité (théoréme [1.38)).

5. Enfin, nous avons étendu un résultat classique. Ce résultat classique établit que les
jeux du paiement en moyenne sont les limites des jeux de Shapley a une unique
probabilité d’arrét, quand cette probabilité tend vers 0. Nous avons étendu ce
résultat au cas de plusieurs probabilités d’arrét et montré que dans ce cas, les
limites du jeu escompté sont des produits prioritaires de jeux du paiement en

moyenne (théoremes et [1.52)).

Ces résultats ont fait I'objet de trois publications dans des actes de conférences
internationales |GZ04, [GZ05, [GZ06].

Chapitre Jeux sur des graphes infinis. Ce chapitre a pour cadre les jeux sur
des graphes infinis en général et sur des graphes d’automates a pile en particulier. J’ai
commencé mes recherches sur ce sujet au début de ma these. I. Walukiewicz avait mon-
tré comment résoudre les jeux de parité sur les graphes d’automate a pile [Wal96], et
T. Cachat, T. Duparc et W. Thomas avaient introduit une condition de gain spécifique
aux jeux sur des graphes d’automate a pile [CDT02]. Je me suis penché plus particulie-
rement sur les jeux définis par des combinaisons booléennes de la condition de parité,
notée Pary et d’'une condition proche de celle de [CDT02], appelée la condition d’ex-
ploration et notée Exp. J’ai élargi le cadre d’étude aux jeux sur des graphes de degré
fini, ainsi qu’aux jeux de parité avec une infinité de priorités, notés Par,,. J’ai obtenu
les résultats suivants.

1. Le jeu Exp U Pary, est positionnel (théoréme ,

17



Introduction

2. Le jeu Pary, est positionnel dans le cas ol un nombre fini d’états sont étiquetés
par chaque priorité,

3. Le jeu Exp NPary est positionnel pour le joueur Min, et une stratégie gagnante
pour le joueur Max peut se décomposer en un nombre fini de stratégies position-

nelles (théoréme ,

4. dans le cas des graphes d’automates a pile, on peut résoudre en temps exponentiel
les jeux Exp UParg et Exp N Parg, a 'aide d’automates d’arbres infinis.

Ces résultats ont fait 1’objet d’une publication dans les actes d’une conférence in-
ternationale |[Gim04].

Chapitre (3| Positionnalité des jeux stochastiques.
Ce chapitre a pour cadre les jeux stochastiques a information compléete et & nombre
fini d’états et d’actions.

1. Nous avons montré que la transferabilité de la positionnalité des jeux a un joueur
vers les jeux a somme nulle (théoreme [1.8]) s’étend au cas des jeux stochastiques

(théoreme (3.19)).

2. Dans le cas des jeux a un joueur, c’est a dire des processus de décision marko-
viens, nous avons prouvé que toute fonction de paiement préfixe-indépendante et
vérifiant une condition dite de séparation est positionnelle pour les processus de
décision markoviens (théoréme [3.17)).

3. Comme dans le cas des jeux sur des graphes finis, ces résultats permettent d’unifier
des preuves classiques de positionnalité, et d’exhiber de nouveaux exemples de
jeux positionnels.

Les résultats a propos des processus de décision Markoviens ont été accepté pour pré-
sentation a une conférence internationale [Gim07]. Les autres résultats ne sont pas
encore publiés. Le théoréme [3.19] a été obtenu avec Wiestaw Zielonka. J’ai récemment
achevé la preuve du théoréme lors de mon séjour & I'université de Varsovie.

Plan

Dans le chapitre [T, nous considérons les jeux sur des graphes finis. La section [I.3]
présente les exemples classiques de fonctions de paiement. Dans la section [1.4] nous
montrons qu’une fonction de paiement est positionnelle pour les jeux a deux joueurs si
et seulement si elle est positionnelle pour les jeux a un joueur. Dans la section [1.5.1
nous présentons une caractérisation exacte des fonctions de paiement positionnelles
pour les jeux a un joueur. Cette caractérisation est difficile a tester sur des exemples,
contrairement aux conditions suffisantes présentées dans la section [[.5.2] Dans la sec-
tion [I.6] nous utilisons ces conditions afin de reprouver rapidement la positionnalité des
jeux classiques, et exhibons de nouveaux exemples de jeux positionnels. Dans la sec-
tion [I.7} nous montrons comment construire de nouveaux exemples de jeux positionnels,
en utilisant plusieurs opérateurs entre fonctions de paiement. Enfin dans la section [1.§
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nous utilisons les résultats précédents afin de montrer les liens existants entre les jeux
multi-escomptés de Shapley et les jeux du paiement en moyenne prioritaire.

Dans le chapitre [2] nous considérons les jeux joués sur des graphes infinis de de-
gré fini. Dans la section [2.2] nous présentons le jeu de parité avec un nombre infini
de priorités, noté Par,, et le jeu d’exploration, noté Exp, ainsi que leurs combinai-
sons booléennes, notées Exp U Pary, et Exp N Pars. Dans la section 2.3 nous prouvons
que les deux joueurs possedent des stratégies gagnantes positionnelles au jeu Exp, au
jeu Exp U Pary, et dans certains cas au jeu Pary,. Concernant le jeu Exp N Parg, nous
prouvons également que le joueur Min a des stratégies gagnantes positionnelles, et
que certaines stratégies gagnantes du joueur Max se décomposent en un nombre fini
de stratégies positionnelles. Dans la section [2.4] nous nous intéressons au cas particu-
lier ou le systeme de transition est un graphe d’automates a pile. En s’appuyant sur
I’étude des stratégies gagnantes effectuée dans la section [2.3] nous montrons que les
ensembles d’états gagnants aux jeux Exp, Exp U Pary et Exp N Parg sont des ensembles
reconnaissables de mots finis, et on construit des automates alternants reconnaissant
ces ensembles.

Le chapitre[3|a pour cadre les jeux stochastiques & information compléte et & nombre
fini d’états. Dans la section [3.2] nous introduisons le formalisme des jeux stochastiques
a un joueur, également appelés processus de décision markoviens. Notre résultat prin-
cipal établit toute fonction de paiement préfixe-indépendante et vérifiant une propriété
simple appelée propriété de séparation, est positionnelle pour les jeux a un joueur. Ce
résultat est énoncé dans le théoreme section Les sections précédentes éta-
blissent les propriétés des jeux stochastiques nous permettant d’aboutir a ce théoreme.
Ces résultats sont ensuite transférés dans la section [3.8 au cadre plus général des jeux
a deux joueurs (théoreme [3.19) : on montre que si une fonction et son opposée sont
positionnelles pour les jeux a un joueur, elles le sont pour les jeux a deux joueurs. Des
applications de ces résultats sont présentées dans la section[3.9] D’une part, on reprouve
simplement et de maniere unifiée plusieurs preuves connues de positionnalité, et d’autre
part on génere de nouveaux exemples de fonctions de paiement positionnelles pour les
jeux stochastiques a deux joueurs ou les processus de décision markoviens.
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Chapitre 1

Positionnalité des jeux sur les
graphes finis

Résumé. Ce chapitre a pour cadre les jeux sur des graphes finis. Nous nous inté-
ressons plus particulierement aux jeux dans lesquels il existe des stratégies optimales
indépendantes de ’histoire de la partie, c’est-a-dire positionnelles. Nos motivations sont
d’ordre aussi bien théorique que pratique (section .

Un jeu est composé de 'aréne dans laquelle les joueurs jouent d’une part et de la
fonction de paiement qui calcule les gains des joueurs d’autre part (section. Il existe
de nombreux exemples de jeux : classiques comme les jeux de parité, les jeux escomptés
ou les jeux du paiement en moyenne, ou encore inédits comme le jeu du compromis ou
du paiement en moyenne prioritaire (section .

Ces jeux ont un point commun : ils admettent des stratégies optimales positionnelles.
Ceci est vrai indépendamment de l’aréne considérée, et on dit donc que les fonctions
de paiement de ces jeux sont elles-mémes positionnelles.

Pour qu’une fonction de paiement soit positionnelle pour les jeux & deux joueurs a
somme nulle, il suffit qu’elle le soit pour les jeux a un joueur (théoréme section .
On peut caractériser exactement la classe des fonctions de paiement positionnelles pour
les jeux a un joueur (théoréme section. Cette caractérisation est difficilement
utilisable en pratique. Toutefois, il existe des conditions qui sont aisément testables, et
suffisantes pour qu’une fonction de paiement soit positionnelle (théoréme sec-

tion .

Ces résultats ont plusieurs conséquences. Premierement, on peut prouver ou re-
prouver facilement la positionnalité des différents jeux classiques ou inédits présentés
dans la section (section . Deuxiemement, il existe une opération binaire entre
fonctions de paiements, appelée le produit prioritaire, grace a laquelle on génére toute
une classe inédite de fonctions de paiements positionnelles (section . Enfin, on peut
mettre a jour des relations intéressantes entre les jeux multi-escomptés de Shapley et
les jeux du paiement en moyenne prioritaire (section .
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Chapitre 1. Positionnalité des jeux sur les graphes finis

1.1 Introduction

1.1.1 Cadre et problématique

Ce chapitre a pour cadre les jeux sur des systemes des graphes finis. Dans ce type de
jeu, deux joueurs appelés Max et Min interagissent au cours d’une suite infinie de tours
de jeux. A chaque tour le jeu est dans un certain état. Chaque état est contrdlé par un
des joueurs, et le joueur controlant 1’état courant choisit une transition qui détermine
le nouvel état du jeu. Le déroulement d’une partie est décrit par la suite des transitions
qui ont été choisies. On dispose d’'une fonction de paiement qui détermine, en fonction
de cette suite, une somme que le joueur Min doit verser au joueur Max. On suppose
que le joueur Min cherche a minimiser cette somme, alors que le joueur Max cherche
a la maximiser, et les intéréts des deux joueurs sont donc totalement opposés.

Pour maximiser leurs gains, les joueurs ont intérét a utiliser des stratégie optimales.
Selon la facon dont les gains sont calculés, c’est-a-dire selon la fonction de paiement
utilisée, les stratégies optimales de Max et Min peuvent étre d’un type plus ou moins
complexe.

Nous nous intéressons a un type particulierement simple de stratégies optimales :
les stratégies optimales positionnelles. Une stratégie est dite positionnelle si les coups
qu’elle conseille de jouer ne dépendent que de I’état courant du jeu, et pas de I’histoire
de la partie.

De fagon étonnante, les jeux les plus étudiés, tels que les jeux de parité, escomptés, de
la limite supérieure ou du paiement en moyenne partagent une propriété non—triviale :
ils admettent tous des stratégies optimales positionnelles.

Une question naturelle est la suivante : quels sont les points communs entre ces
différents jeux qui permettent d’expliquer pourquoi ils admettent tous des stratégies
optimales positionnelles ? Dans ce chapitre, nous répondons & cette question et en tirons
plusieurs applications.

Avant de donner le plan détaillé de ce chapitre a la fin de cette section, donnons
plus de détails sur nos motivations.

1.1.2 Motivations

Nos motivations pour étudier la classe des jeux positionnels peuvent étre résumées
comme suit. Tout d’abord notre intérét pour la classe des jeux positionnels a été éveillé
par le fait que les jeux les plus populaires sont tous positionnels. De plus, les jeux
positionnels ont de bonnes propriétés algorithmiques : on peut calculer facilement leurs
valeurs. Par conséquent, en théorie du contrdle, découvrir de nouveaux jeux positionnels
permet d’agrandir la famille des spécifications quantitatives pour lesquelles on peut
synthétiser un contréleur optimal.

Nos motivations pour étudier les jeux positionnels sont donc a la fois théoriques,
algorithmiques et ampliatives. Nous détaillons maintenant successivement ces trois as-
pects.
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1.1. Introduction

Les jeux les plus populaires sont positionnels. Parmi les jeux les plus étudiés
en modélisation économique, on trouve les jeux escomptés de Shapley [Sha53], les jeux
du paiement en moyenne de Gilette [Gil57], les jeux du paiement total de Thuijsman
et Vrieze [T'V87] et les jeux de la limite supérieure de Maitra et Sudderth [MS96].
Parallélement, les jeux d’accessibilité de Zermelo [Zer13] et les jeux de parité ont attiré
beaucoup d’attention dans la communauté de I'informatique théorique [GH82, [EJ91al
Kla92| [Zie98, [GTWO02l, [Tho02]. Or dans tout ces jeux on est assuré de 'existence de
stratégies optimales positionnelles. En d’autre terme les fonctions de paiement associées
a ces jeux sont positionnelles. 1l est naturel de se demander ce que ces différentes
fonctions de paiement ont en commun.

Des questions proches ont recu beaucoup d’attention récemment : d’une part Voro-
byov et al. ont étudié les points communs entre le jeu de parité et le jeu du paiement en
moyenne [BSV04] et d’autre part le cas des jeux avec un nombre infini d’états a donné
lieu & de nombreux travaux [Gra04l, [CNO5) [Kop06], sur lesquels nous reviendront dans
le chapitre suivant.

Les jeux positionnels sont calculables. Une seconde raison vient renforcer notre
intérét théorique pour les jeux positionnels : cette classe de jeu a en effet de bonnes
propriétés algorithmiques.

Le probleme algorithmique central en théorie des jeux est le calcul de la valeur d’un
jeu, c’est-a-dire de la somme maximale que Max peut étre assuré de gagner, quelque
soit la stratégie que Min emploie. Il n’y a pas d’algorithme général pour ce calcul, car
les stratégies sont des objets infinis, qui n’admettent en général pas de description finie.
Toutefois, quand on sait qu'un jeu admet des stratégies optimales positionnelles, et sous
la simple hypothese que les valeurs des parties ultimement périodiques sont calculables
EL alors la valeur du jeu elle-méme est calculable.

Pour cela, un algorithme naif consiste a énumérer ’ensemble fini des couples de stra-
tégies positionnelles, et a calculer pour chacun de ces couples la valeur de la partie ul-
timement périodique correspondante. Il suffit ensuite de sélectionner parmi ces couples
un couple (67, 7%) de stratégies optimales, c’est-a-dire tels que la partie conforme & o#
et 7% est de valeur maximale parmi les parties conformes & 7# et minimale parmi les
parties conformes & ¢ . Dans tous les exemples que nous connaissons, la valeur d’une
partie ultimement périodique se calcul en temps linéaire. Comme le nombre de straté-
gies positionnelles est exponentiel en la taille du jeu, la complexité de cet algorithme
naif est exponentielle.

Dans la plupart des cas, on ne connait pas d’algorithmes dont la complexité théo-
rique soit meilleure que celle de cet algorithme naif. Deux exceptions notables sont les
jeux d’accessibilité et les jeux de parité a nombre de priorités fixées. Les jeux de parité
ont été tres étudiés algorithmiquement et de nombreux algorithmes ont été proposés
mais aucun n’a été prouvé étre de complexité meilleure que sous—exponentielle [JPZ06],
si I'on ne fixe pas le nombre de priorités. Pour les jeux du paiement en moyenne, le

1’est—a-dire que pour toutes parties finies p et ¢, avec ¢ un cycle, on peut calculer la valeur de la
partie pq®.
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meilleur algorithme connu est pseudo—polynomial [EM79].

Les complexités s’améliorent si I’'on se restreint a considérer les jeux & un joueur. En
effet, pour tous les exemples de fonctions de paiement que nous connaissons, les valeurs
des jeux a un joueur correspondant sont calculables en temps polynomial Par exemple,
les valeurs des jeux du paiement en moyenne et escomptés, sont calculables par un
programme linéaire [FV97]. Dans le cas des jeux de parité ou de la limite supérieure,
ce probléme se réduit a une décomposition topologique du graphe de jeu [Jur9§].

Les preuves de corrections de ces différents algorithmes sont basées sur I'existence
de stratégies optimales positionnelles.

Pour conclure sur ces considérations algorithmiques, remarquons qu’il n’y a pas que
dans le cadre des jeux a nombre d’états finis que la positionnalité entraine la calcula-
bilité. En effet, on montrera dans le chapitre [2] comment résoudre des jeux joués sur
des graphes d’automates a pile. L’ingrédient essentiel des techniques utilisées consiste
a prouver 'existence de stratégies optimales positionnelles.

Synthése de controleur. La découverte de nouveaux types de jeux positionnels a
des applications potentielles intéressantes en théorie du controle.

La théorie du contrdle a attiré beaucoup d’attention dans la communauté de 1’in-
formatique théorique, depuis l'article séminal de Ramadge et Wonham [RW89]. Un
probléme standard en théorie du contrdle est le suivant. On se donne d’une part un
systéeme a événements discrets, qui interagit avec son environnement, et dont on peut
controler certaines actions. D’autre part on a une spécification qui décrit I’ensemble des
exécutions correctes de ce systéme. En général cette spécification est exprimée dans une
logique temporelle comme CTL* ou LTL. On veut savoir si il existe un contréleur qui
assure que l’exécution du systéme soit correcte, quelque soit le comportement de I’en-
vironnement. Essentiellement, ce probleme se réduit a calculer la valeur d’un jeu de
parité.

Ainsi le cadre classique de la théorie du controle est celui des jeux a deux valeurs,
c’est-a~-dire des jeux dont chaque partie est gagnée par 1'un des joueurs et perdue
par l'autre [Tho95]. Toutefois, dans certaines situations il est naturel de chercher a
controler une ressource de maniere a optimiser certains critéres, ce qui dépasse le cadre
de la vérification de propriétés logiques. On consideére alors des jeux dont l'issue est
quantitative : chacun des joueurs recoit une certaine somme & l’issue d’une partie.

Prenons par exemple le cas d’une chaine de fabrication de voitures. Le directeur
de T'usine peut modifier le comportement en programmant les machines outils et en
passant des commandes Il y a des parametres que le directeur ne controle pas, comme
les comportements des fournisseurs, les pannes d’électricité.

Le directeur de I'usine peut chercher a optimiser différentes propriétés. Par exemple,
il peut vouloir maximiser le nombre de voitures produites en moyenne chaque jour ou
encore maximiser les bénéfices trimestriels de ’entreprise.

Cette situation peut étre modélisée comme un jeu a deux joueurs : 'un des joueurs
est le directeur, 'autre joueur est ’environnement et la fonction de paiement calcule la
cadence de production ou les bénéfices trimestriels. Synthétiser un contréleur optimal
équivaut a calculer une stratégie optimale dans ce jeu a deux joueurs.
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Chaque nouvelle fonction de paiement pour lesquelles des stratégies optimales sont
calculables permet donc d’agrandir la famille des spécifications pour lesquelles on peut
synthétiser un contréleur optimal. C’est une motivation supplémentaire pour chercher
de nouveaux exemples de fonctions de paiement, qui ont comme on I’a vu de bonnes
propriétés algorithmiques.

1.1.3 Plan du chapitre

Dans la section [1.2] on introduit formellement les notions essentielles de systeme de
transition, d’aréne, de fonction de paiement, de jeu et de stratégie optimale. On donne
ensuite dans la section quelques exemples classiques de jeux, ainsi que des exemples
inédits, tels que le jeu du compromis ou le jeu du paiement en moyenne prioritaire.

Dans la section on montre qu’'une fonction de paiement positionnelle pour les
jeux & un joueur l'est également pour les jeux a deux joueurs (théoréeme .

Ainsi pour caractériser la classe des fonctions de paiement positionnelles, il suffit
de s’intéresser aux jeux a un joueur. C’est ce que nous faisons dans la section [1.5.1], ou
I’on caractérise exactement la classe des fonctions de paiement positionnelles pour les
jeux & un joueur (théoréme [1.18).

Quand on considere un exemple concret de fonction de paiement et qu’on veut dé-
terminer si elle est positionnelle ou non, cette caractérisation est difficile & utiliser. A
la place, on dispose d’un ensemble de conditions suffisantes et faciles & vérifier (théo-
reme section .

Dans les sections suivantes on applique les résultats des sections et Dans la
section[I.6] on prouve ou reprouve la positionnalité des fonctions de paiement classiques
et inédites introduites dans la section [I.3] Dans la section on montre comment gé-
nérer a volonté de nouveaux exemples de fonctions de paiements positionnelles. Enfin
I’application la plus intéressante de ces résultats est donnée dans la section [1.8] ou
I'on montre comment étendre un des résultats classiques de la théorie des jeux (théo-

remes et [1.52)).

1.2 Jeux sur les graphes finis

Nous introduisons dans cette section les notions de systeme de transitions et de jeu
sur un systeme de transitions.

1.2.1 Systémes de transitions

Les jeux que nous considérons dans ce chapitre et le suivant sont couramment
appelés des jeux sur des graphes. Toutefois, nous avons cherché a unifier le plus possible
les formalismes des jeux sur des graphes et des jeux stochastiques. On parlera donc
d’états, de transitions et de systeme de transitions plutot que de parler de sommet,
d’arétes et de graphes.

Soit C' un ensemble quelconque, qu’on appelle ensemble des couleurs.
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Un systéme de transitions coloré par C est un couple
A=(S,T)
ou S est ’ensemble des états et
TCSxCxS

est ’ensemble des transitions.

Dans ce chapitre nous ne considérons que les systémes de transitions finis,
c’est-a-dire dont les ensembles des couleurs, des états et des transitions sont
finis.

Pour simplifier, jusqu’a la fin de ce chapitre, “systéme de transition” signifie toujours
“systéme de transition fini”.

Pour toute transition e = (s, ¢, t) € T, 'état s, noté source(e), est appelé la source
de e, la couleur ¢, notée col(e), est appelée la couleur de e et 'état ¢, noté but(e), est
appelé le but de e.

Un chemin dans A est une suite finie ou infinie

p=epeieg--- € T

de transitions telle que pour tout i, but(e;) = source(e;+1).

L’état source de la premiére transition de p est appelé la source de p et notée
source(p). Si p est fini, le but de la derniére transition de p est appelé le but de p et
est noté but(p). Enfin, la suite col(eg)col(e) - -+ de couleurs rencontrées en parcourant
p est appelé la couleur de p et noté col(p).

Pour chaque état s € A, il existe un chemin vide dont la source et le but sont s, ce
chemin sera noté 15. La couleur du chemin vide 15 est col(1s) = €, le mot vide sur C.

1.2.2 Déroulement d’une partie

Nous nous intéressons ici a des jeux joués par deux joueurs, appelés Max et Min,
sur un systéme de transitions.

Les joueurs jouent tour a tour, un a la fois. A chaque tour, le jeu est dans un certain
état s € S d’'un systeme de transitions A = (S, 7). Chaque état est controlé par un des
deux joueurs, et le joueur contrélant s choisit une des transitions e dont s est la source.
Apres ce choix, ’état but(e) devient le nouvel état courant et un nouveau tour de jeu
commence. On suppose qu’il n’y a pas de cul-de—sac dans A, c’est a dire que chaque
état est la source d’au moins une transition. Ainsi le joueur contrdlant ’état courant
n’est jamais “bloqué” puisque qu’il a toujours au moins une transition disponible.

On se place dans le cadre des jeux a durée infinie, c’est-a-dire dont le déroulement
est constitué d’une suite infinie de tours de jeu. En jouant, les joueurs tracent ainsi un
chemin infini p dans A, qu’on appelle une partie.

La donnée d’un systéme de transitions coloré par C' et de la partition des états entre
les états du joueur Min et ceux du joueur Max est appelée une aréne. Formellement :
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Définition 1.1. Une aréne est un quadruplet (S, Syax , SMins 1), 0t (SMax s SMin ) €st
une partition de S et (S,7) est un systéme de transitions dont chaque état est la
source d’au moins une transition. Dans tout ce chapitre le terme “aréne” signifie
toujours “aréne finie”.

A la fin d’une partie infinie, chacun des joueurs recoit un paiement.

Ce paiement est déterminé uniquement par la suite infinie des couleurs vues au long
de la partie. En général pour chaque joueur J on dispose d'une fonction de paiement
qui associe a chaque suite infinie de couleurs un réel, éventuellement infini, et qui
détermine la somme regue par J a la fin de la parie. Une fonction de paiement est donc
une fonction

$:0Y =R, (1.1)

ou R désigne R U {—o0,+0o}. Aprés une partie p, le joueur J dont la fonction de
paiement est ¢ regoit la somme

¢(col(p)) -
Dans la suite, pour simplifier la notation, nous allons écrire
¢(p)
a la place de
(col(p))

pour désigner le paiement associé a la partie p.

La donnée d’une aréne et d’une fonction de paiement pour chaque joueur est un
jeu. L’objectif d’'un joueur dans un jeu est de maximiser le paiement qu’il recoit a la
fin de la partie. Dans cette thése nous nous intéressons uniquement aux jeux d somme
nulle, c’est-a-dire aux jeux ou les objectifs des deux joueurs sont strictement opposés.

Soit ¢ la fonction de paiement du joueur Max . Dans un jeu a somme nulle, apres
une partie p, le joueur Min paie au joueur Max la somme ¢(p). Si ¢(p) est négatif alors
intuitivement c’est le joueur Max qui paie a Min la somme |¢(p)|. Autrement dit, dans
un jeu a somme nulle, la fonction de paiement du joueur Min est —¢. Le gain ¢(p)
du joueur Max est une perte pour le joueur Min et, tandis que le joueur Max veut
maximiser son gain, le joueur Min veut minimiser sa perte.

Formellement, un jeu a somme nulle ou simplement un jeu, puisque on ne considere
pas d’autres jeux ici, est un couple (A, ¢), ot A est une aréne colorée par un ensemble
de couleurs C et ¢ une fonction de paiement sur C¥ utilisée pour déterminer le paiement
recu par Max de la part de Min.

En jouant chaque joueur suit un certain plan, formalisé par la notion de stratégie.
Lorsque I'état courant du jeu est controlé par un joueur 7, sa stratégie lui indique la
transition & choisir en fonction de I’histoire de la partie jusqu’a ce moment, ¢’est-a-dire
en fonction du chemin fini déja parcouru dans le systéme de transitions.

Soit J un joueur et P, 'ensemble des chemins finis (parties finies) dans une arene
A qui se terminent dans un état controlé par J, c’est-a-dire ’ensemble des suites finies
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p = eq - - - e de transitions telles que but(e;) = source(e;1+1), 0 < i < k, et but(e) € S7.
Une stratégie pour le joueur J dans un jeu sur une aréne A est une fonction

o7 :P; T
telle que pour toute partie finie p € P*;,

source(o7(p)) = but(p) .

L’ensemble des stratégies du joueur J dans ’aréne A est noté Eé.

Quand un joueur J joue une partie en respectant les transitions conseillées par sa
stratégie o7, on dit que la partie est conforme & o7. Formellement, une partie finie
ou infinie p = egejez--- est dite conforme a une stratégie o7 du joueur J si pour
tout i tel que but(e;) € Sz, ei11 = o7(ep---¢€;). De plus si s = source(eg) € Sy alors
€0 =0g (1s).

Etant donné un état initial s € S et deux stratégies o et T pour les joueurs Max et
Min dans laréne A, il existe une seule partie infinie dans A de source s et conforme a
o et 7, qu'on note p4(s,o,T).

Dans cette these, on s’intéresse tout particulierement a un type de stratégie : les
stratégies positionnelles. Quand un joueur emploie une stratégie de ce type, la transition
choisie ne dépend que de I’état courant.

Le joueur qui utilise une stratégie quelconque doit garder en mémoire I’histoire
entiere de la partie ainsi que la description de sa stratégie. Cette description est a
priori infinie car le domaine d’une stratégie est P*,, qui est infini. Au contraire, un
joueur qui utilise une stratégie positionnelle ne doit mémoriser que ’état courant, ainsi
que la liste des transitions autorisées par sa stratégie. Quand le joueur controéle ’état
courant, il choisit 'unique transition de cette liste dont la source est ’état courant.

Une telle stratégie o7 est totalement décrite par une fonction o7 : Sy — T telle
que source(o7(s)) = s pour chaque s € Sy ou encore plus simplement par 'image
07(S7). Cest cette description qu’on retient pour la définition formelle d’une stratégie
positionnelle :

Définition 1.2. Une stratégie positionnelle pour le joueur J dans 'aréne A est un
ensemble o7 C T de transitions tel que :

e pour tout état s € Sz, il existe une unique transition de source s dans o7,

e pour tout état s & Sz, il n’existe aucune transition de source s dans o7.

1.2.3 Valeur d’un jeu et stratégies optimales

Comment un joueur doit—il jouer pour maximiser ses gains ou minimiser ses pertes ?
Existe—t’il toujours une stratégie optimale 7 Ce sont les questions que nous allons étudier
dans cette section.

Commencons par la définition de deux valeurs que nous pouvons associer a chaque
état d’un jeu. Soit G = (A, ¢) un jeu sur une aréne A. La valeur inf d'un état s d’'un
jeu G est :

val(G)(s) = inf  sup ¢(pa(s,o,7)) .

A
T€X 5 ln 0€XG,
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Symétriquement, la valeur sup est donnée par

val(G)(s) = sup inf @(pa(s,o,7)) .

A
€S, T€ M in

De la définition nous pouvons directement déduire que pour chaque ¢ > 0, pour
toute partie qui commence dans un état s, le joueur Max possede une stratégie qui lui
permet de gagner au moins val(G)(s) — € contre n’importe quelle stratégie du joueur
Min .

Inversement, le joueur Min possede une stratégie qui lui garantit que ses pertes ne
dépasseront pas val(G)(s) + € contre toute stratégie possible du joueur Max.

Notons que pour tout état s, I'inégalité

val(G)(s) < val(G)(s)

est toujours valide.

Si ces deux valeurs coincident, on appelle la valeur commune val(G)(s) = val(G)(s) =
val(G)(s) la valeur de I'état s dans le jeu G.

La discussion précédente montre que l'existence de la valeur d’un état s implique
pour chaque € > 0 l'existence de stratégies e-optimales pour chaque joueur. Par défini-
tion ce sont des stratégies O-lﬁ\/lax et crlﬁ\4in telles que

VoMin € Sttin,  PA(S, Ohpax» O0tin ) > val(G)(s) — €

et
VoMax € Eﬁax, pA(s,aMaX,aﬁ/ﬁn) <val(G)(s) + ¢ .

Le célebre résultat de Martin [Mar75] qui montre que les jeux boréliens sont déter-
minés implique facilement comme corollaire :

Théoréme 1.3. Soit ¢ : C* — R une fonction de paiement mesurable pour les tribus
boréliennes sur C¥ et sur R, A une aréne colorée par C et s un état de A. Alors tout
état d’'un jeu G = (A, ¢) a une valeur.

Notons que ce théoréme reste vrai pour les arénes infinies et il résout donc positi-
vement la question d’existence de valeur pour une classe tres large de jeux. Toutefois
dans cette theése nous nous intéressons au probleme de l'existence de stratégies opti-
males positionnelles et le théoréme [I.3] qui garantit uniquement l'existence de stratégies
e—optimales ne nous sera d’aucune utilité. De plus la démonstration de ce théoréeme est
non—constructive et ne donne aucune information sur ces stratégies.

Contrairement aux stratégies e—optimales, les stratégies optimales, qui jouent un
role central dans cette these, peuvent étre définies sans aucun recours a la notion de
valeur de jeu.

Définition 1.4. Soit (A, ¢) un jeu et o7 et 77 des stratégies pour les joueurs Max et
Min . Elles forment un couple de stratégies optimales si pour tout état initial s € S et
pour toutes stratégies o € Eﬁax et T € Eﬁin’

QZ)(pA(Svo-v T#)) < ¢(pA(5>U#7T#)) < ¢(pA(370#’T)) :
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En d’autres termes, lorsque Max et Min utilisent leurs stratégies o et 7%, aucun
des deux n’a intérét a en changer unilatéralement.

Il est évident que si 07 et 77 sont des stratégies optimales dans un jeu G alors pour
chaque état s la valeur de s dans G existe et

val(G)(s) = d(pa(s,oc®, 7)),

c’est-a-dire que si les joueurs jouent optimalement, la valeur de la partie obtenue est la
valeur de I’état initial s.

La proposition suivante, dont la démonstration est triviale, indique qu’on peut rem-
placer une stratégie optimale par une autre.

Proposition 1.5. Soit (0#,7‘1#) et (a#,@#) deux couples de stratégies optimales dans
un jeu G. Alors (o7, 7) et (o3, 71) forment aussi des couples de stratégies optimales
dans le jeu G.

La notion clé de cette theése est donnée par la définition suivante.

Définition 1.6. Un jeu G = (A, ¢) est dit positionnel s’il admet un couple de stratégies
optimales positionnelles. Une fonction de paiement ¢ est positionnelle si pour toute
aréne finie A le jeu (A, ¢) est positionnel.

1.3 Quelques exemples de fonctions de paiement

Dans cette section, nous présentons plusieurs exemples de jeux.

Nous commencons par les jeux de parité et leurs cousins : jeux d’accessibilité, jeux
de Biichi et jeux de piege. Tous ces jeux sont des outils essentiels en vérification et
théorie des automates. Nous continuons ensuite avec les jeux escomptés et du paiement
en moyenne. Ces jeux ont été initialement introduits comme des outils de modélisa-
tion économique, mais peuvent étre également utilisés en théorie du contréle. Enfin on
termine avec quelques jeux moins connus ou méme inédits.

1.3.1 Jeux pour la vérification

L’intérét de I’étude des jeux de parité a deux raisons principales. Tout d’abord,
la plupart des logiques temporelles de spécification des systémes réactifs, comme LTL
ou CTL, sont exprimables en p—calcul. Or le model-checking d’une formule du p—
calcul sur un systéme de transition est équivalent au calcul du gagnant dans un jeu
de parité joué sur le “produit” synchronisé du systeme de transition et de la formule
a satisfaire. D’autre part, les jeux de parité sont également au coeur des preuves de
fermeture par complément des langages reconnaissables d’arbres infinis [GH82, [EJ91al,
Kla92] [Zie98]. Le lecteur intéressé par davantage de détails sur ces sujets peut consulter
la référence [GTWO02].

Les propriétés d’accessibilité ou de réactivité ont été particulierement étudiées en
vérification, ce qui conduit a définir des versions plus simples du jeu de parité, a savoir
les jeux d’accessibilité et de Biichi.
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Pour les jeux de parité et consorts la fonction de paiement ne prend que deux
valeurs : 0 ou 1. Cette valeur peut s’interpréter comme une information qui indique
quel joueur a gagné : si la valeur est 1 alors c’est Max qui a gagné alors que la valeur
0 indique que c’est son adversaire, le joueur Min, qui a gagné. L’origine logique de ces
jeux explique pourquoi ils ne peuvent prendre que deux valeurs : la valeur d’une partie
indique si oui ou non ’exécution correspondante du systeme de transitions vérifie une
certaine spécification logique.

1.3.1.1 Jeu d’accessibilité

Dans le jeu d’accessibilité les transitions de ’arene sont colorées avec deux couleurs :
C = {0,1}. Le but du joueur Max est que la partie franchisse au moins une fois une
transition colorée par 1. La fonction de paiement @acc : {0,1}* — {0, 1} est donc définie
simplement par :

pour u = cpcy - € C¥) Pace(u) = sup¢; -
T

Le jeu dual est le jeu de non—accessibilité avec la fonction de paiement ¢ponace(p) =
1—@ace. Ici objectif du joueur Max est d’éviter tout passage par une transition colorée
par 1.
1.3.1.2 Jeu de Biichi et jeu de piege

Comme pour les jeux d’accessibilité nous colorions les transitions avec deux couleurs,
C = {0,1}. Au jeu de Biichi, le but du joueur Max est de passer infiniment souvent
par des transitions colorées 1, ce qui s’exprime par la fonction de paiement suivante :

pour u = cpcy - -+ € C¥, dBuchi(u) = limsup ¢;
7

Le jeu dual est le jeu de piege, équipé de la fonction de paiement 1 — ¢pychi- Au jeu
de piege, le joueur Max veut que la partie reste piégée ultimement dans I’ensemble des
transitions colorées par 0.

1.3.1.3 Jeu de parité

Ici les transitions sont colorées par des entiers naturels appelés priorités :
C=1{0,...,d} .
La fonction de paiement ¢parite €st définie par :

pour u = coci -+ € C¥, Pparite(u) = (limsup ¢,) mod 2 .
n
Le joueur Max gagne si la priorité maximal visitée infiniment souvent dans la partie
est une priorité impaire. Par symétrie, le jeu dual du jeu de parité est encore un jeu de

parité.
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1.3.1.4 Jeu de Miiller

Au jeu de Miiller, le but du joueur Max est que I’ensemble des couleurs visitées
infiniment souvent soit dans une collection F = {Fy, ..., F} ou, pour chaque i, F; C C
est un sous—ensemble des couleurs. Ce jeu n’est pas positionnel, sauf pour certaines
familles F, [McN93, [Zie98].

1.3.2 Jeux en économie

Les jeux suivants ont été inspirés par la modélisation économique et ont été initiale-
ment considérés en théorie classique des jeux et également dans le cadre des processus
markoviens stochastiques, c’est-a-dire des jeux a 0 joueurs. Ces jeux sont le jeu es-
compté, le jeu du paiement en moyenne, le jeu total et le jeu de la limite supérieure.
Pour tous ces jeux, les transitions sont colorées par des nombres réels,

CCR.

1.3.2.1 Jeu du paiement en moyenne

Dans le jeu du paiement en moyenne, nous interprétons les valeurs réelles (C' C R)
qui étiquettent les transitions comme le capital du joueur Max. Etant donnée une
partie infinie colorée par u = cgcy -+ - € C¥, la valeur lim,, . %H Yoo Ci s'interprete
naturellement comme le capital moyen du joueur Max au cours de la partie. Malheu-
reusement cette limite n’existe pas toujours, ce qui nous oblige a définir deux fonctions
de paiement différentes : pour u = coc; - - - € C¥,

n

D cis

=0

mean(u) = li
Prrvean () imsup ———

ou
n

llzci .

n —+ o

GPmean (U) = limninf

En général, ces deux fonctions de paiement donnent des valeurs différentes pour
une suite infinie donnée, mais pour les suites ultimement périodiques uv* avec u,v €
C*,v # €, on a dmear(UV”) = Gmean(uv®) et cette valeur est égale a la moyenne de la
suite finie v de réels.

On verra avec la proposition que ces deux fonctions ¢meam €t Pmean SONt posi-
tionnelles, qu’elles possédent donc les mémes stratégies positionnelles optimales, et que
les jeux correspondants ont méme valeur.

1.3.2.2 Jeu escompté

Le jeu escompté a été introduit dans un article séminal de Shapley [Sha53]. On fixe
un réel 0 < A < 1, appelé le taux d’escompte. Les transitions sont colorées par un
ensemble fini de nombres réels C' C R, appelés les paiements quotidiens. A une suite
u = cpcq - -+ € C¥ de paiements quotidiens, on associe le paiement
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> Ny (1.2)
n=0

La somme [I.2] peut étre considérée comme une accumulation de paiements quoti-
diens qui sont soumis a un taux d’escompte .

La positionnalité des jeux escomptés a été montrée par Shapley [Sha53|] dans le
cadre plus général des jeux concurrents stochastiques. Nous la redémontrons dans la
proposition [[.32] en utilisant nos propres techniques, dans le cadre des jeux sur des
graphes.

Un des sujets les plus étudiés de la théorie des jeux est le comportement des valeurs
du jeu escompté quand le taux d’escompte A tend vers 1. Pour étudier ce comportement,
il convient de normaliser la valeur afin d’éviter que cette série diverge quand A
tend vers 1. Pour cette raison, de nombreux auteurs utilisent la définition suivante pour
la fonction de paiement du jeu escompté :

pour coey - € C¥, oM (u) = (1 — ) Z Aep . (1.3)
n=0

Le détail des liens entre les valeurs du jeu escompté et celle du jeu du paiement en
moyenne est donné dans la section [I.8

Le point de vue de Shapley [Shab3] & propos de la quantité est différent du
notre. Pour lui, il n’y a pas de phénomene d’escompte et le gain du joueur Max est
la somme des paiement quotidiens vus au cours de la partie. Par contre, a chaque
franchissement d’une transition, le jeu s’arréte avec la probabilité 1 — A. Cela implique
qu’avec probabilité 1 la partie s’arréte aprés un nombre fini de tours de jeu, et la
somme donne l'espérance de gain du joueur Max .

La quantité peut également s’interpréter comme une espérance de gain dans
un jeu avec probabilité d’arrét. Pour cela il faut considérer les nombres réels étiquetant
les transitions de I'aréne non comme des paiements quotidiens mais comme le capital
du joueur. A chaque franchissement d’une transition, le jeu s’arréte avec probabilité
1 — X et dans ce cas le joueur touche le capital étiquetant la transition. La quantité
apparait comme ’espérance de gain du joueur Max , avec cette interprétation.

La définition a été utilisée dans la plupart des travaux postérieurs a [Shab3]
sur les jeux escomptés. Or, quand Shapley a introduit ces jeux dans son article [Sha53],
il a utilisé une définition un peu plus générale, en faisant varier le taux d’escompte A en
fonction de la transition traversée. Cette fonction est présentée un peu plus loin, dans
la sous—section

1.3.2.3 Jeu total

Ici aussi, ’ensemble de couleurs est un ensemble fini de nombres réels : C C R. A la
fin de la partie, le joueur Max gagne la somme des valeurs vues au cours de la partie.
Comme cette somme infinie n’est pas nécessairement définie, on utilise plutét une des
deux fonctions suivantes :
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n
Gromai(cocr -+ ) =limsup > ¢ |
" =0

et

n
Grotal(coc1 -+ ) = limninf z% ¢ .
1=

Les paiements ¢ro— et ¢iotal définissent deux jeux différents : si I'on considere la
suite infinie v = +1, =1, +1,—1,... alors ¢ —(u) = 1 alors que ¢gotal(u) = 0.

Initialement, le jeu total a été introduit dans [TV87] afin d’étudier les jeux stochas-
tiques du paiement en moyenne dont tous les états sont de valeur nulle.

Le jeu total avec le paiement ¢ peut étre utilisé pour raffiner le jeu d’accessibilité
de la section Considérons une aréne A dont les transitions sont colorées par
C =1{0,1}, et le jeu d’accessibilité G = (A, Pacc)-

En utilisant la fonction ¢, on peut calculer le temps que met une partie avant de
franchir une transition colorée par 1. Pour cela, on transforme A de la maniére suivante.
On ajoute un état puits sp et une transition (sg, 0, sg) de source et de cible sg. De plus,
toutes les transitions de A colorées par 1 sont recolorées par 0 et dirigées vers ’état
puits sg. Enfin toutes les transitions de A qui étaient colorées par 0 sont colorées par
—1.

Soit B la nouvelle aréne construite de cette fagon et considérons le jeu (B, diotal)-
Alors un état s est gagnant pour le joueur Max dans le jeu d’accessibilité (A, ¢acc) si
et seulement si la valeur de cet état dans le jeu (B, ¢iota1) est finie. De plus, cette valeur
exprime, apres changement de signe, le temps maximal que met le joueur Max pour
atteindre les transitions colorées 1 dans A.

1.3.2.4 Jeux du supremum et de I'infimum

Ces jeux se jouent dans une aréne ou les transitions sont colorées par des paiements
quotidiens réels : C' C R.

Aux jeux du supremum (de 'infimum) le joueur Max gagne la plus grande (la plus
petite) valeur vue au cours de la partie. Les fonction de paiement sont donc définies
pour u = cpcy - - € C¥ par :

¢sup(u) = SUP ¢ o,
i
et

Gint(u) = infe; .

Notons que dans le cas particulier ou ’aréne est colorée avec deux couleurs 0 et 1 le
jeu du supremum correspond au jeu d’accessibilité de la section [1.3.1.1
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1.3.2.5 Jeux limsup et liminf

De nouveau, on considere des arénes dont les transitions sont colorées par un en-
semble fini de nombres réels, C' C R. Nous allons considérer deux fonctions de paiement :
pour u = cgey - - € C¥,

Prsup(u) = lim sup ¢,
et 7
Olinf(u) = liminf ¢; .
(3

Si on interpreéte ¢; comme la fortune du joueur Max le jour ¢ alors la fonction ¢ig,p
évalue ses meilleurs performances a long terme. Les baisses de performances, méme
trés importantes et prolongées, ne sont pas du tout prises en compte. Si cette fonction
reflete le degré de “satisfaction” du joueur Max alors ce joueur préfere la situation ou
il est pauvre presque tout le temps mais devient tous les 100 ans millionnaire pour un
jour a la situation ou il méne en permanence une vie aisée sans jamais devenir tres
riche.

Un joueur dont les intéréts sont donnés par la fonction lim sup ressemble donc aux
flambeurs de casino qui recherchent 1’émotion des gros gains plutét que de s’assurer
une rente réguliere. Au contraire, un joueur qui utilise la fonction ¢yus est un joueur
qui veut éviter les pertes a long terme, méme occasionnelles.

Notons que la fonction ¢ig,p généralise la fonction de paiement de jeux de Biichi.

La monographie [MS96] est consacrée a 1’étude des jeux stochastiques concurrents
munis de la fonction de paiement @igp.

1.3.3 Jeux inédits

Nous présentons maintenant quelques fonctions de paiement inédites, que nous
avons introduites dans [GZ04] et [GZ05].

1.3.3.1 Jeu du compromis

Le jeu suivant est un compromis entre le jeu de la limite supérieure qui incite a
prendre des risques exagérés et le jeu de la limite inférieure ou I'on évite de prendre un
quelconque risque, méme raisonnable.

Les transitions sont étiquetées par un ensemble fini de réels C' C R représentant le
capital du joueur Max . Intuitivement, dans ce jeu, le joueur Max essaye simultanément
de maximiser ses plus grands et plus petits paiements quotidiens. On fixe deux réels
non—négatifs «, 0 et le paiement est donné par :

pour u = cpcy - -+ € C¥, gg?np(u) = a-limsupe; + 6+ limiinf Ci .
K3
Si a4+ 6 =1 alors le paiement du jeu de compromis est une combinaison convexe des
paiements @igup et Pinf.

Dans le cas ot a = 8 =1, le jeu de compromis généralise le jeu de parité. En effet,

considérons une aréne A colorée par des priorités {0,...,d} et la fonction de paiement
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Gparite- Considérons l'aréne A’ obtenu en modifiant les étiquettes des transitions de A
de la fagon suivante. Chaque priorité c est laissée inchangée si ¢ est paire et remplacée
par —c sinon. Dans ce cas, il y a une correspondance naturelle entre les parties jouées
dans A et les parties jouées dans A’, et une partie p dans A est gagnée par Max au jeu
(A, dparite) si et seulement si le gain de Max au jeu (A, %gfmp) est positif. Ce dernier
jeu peut donc étre considéré comme une version quantitative du jeu de parité. En fait
le jeu (A, gb({é}[np) est équivalent & un jeu joué sur I'aréne A ou le gain du joueur Max
est mesuré de fagon suivante : soit ¢y et ¢y les plus grandes priorités paires et impaires
visitées infiniment souvent. Alors le gain du joueur Max est égale a ¢ — ¢y, c’est-a-dire
on mesure ici la distance entre les plus grandes priorités paires et impaires visitées

infiniment souvent.

1.3.3.2 Jeu multi—escompté

Le jeu escompté défini par modélise une accumulation de paiements quotidiens
soumis a un taux d’escompte fixé A. En introduisant le jeu escompté, Shapley a considéré
le cas plus général des jeux multi—escomptés, ou ce taux d’escompte n’est pas fixé mais
dépend de I'état courant. Dans notre formalisme, ce jeu correspond & la fonction de
paiement suivante. Chaque transition est colorée par un taux d’escompte A, 0 < A\ < 1,
et par un paiement quotidien x € R. Autrement dit, ’ensemble fini des couleurs C
vérifie

C c[0,1[xR ,
et & une suite u = (A, zg)(A1, 1) - -+ on associe le paiement :
To + Aoxo + AoAix1 + - . (1.4)

Dans la section [I.8] nous allons nous intéresser au comportement des valeurs du
jeu multi—escomptés, quand les différents taux d’escompte tendent vers 1. Pour cela, il
convient de normaliser ([1.4)) de la maniére suivante. Pour tout u = (Ao, zo)(A1,21) -+ €
cv,

quesc(u) = (1 — )\g)xo + )\0(1 — )\1)$1 + )\0)\1(1 — )\2).%2 + - (1.5)

=> Ao Aim1(1 =N - (1.6)
=0

La convergence de la série qui apparait dans cette définition est assurée car C' est fini.

Les deux valeurs et admettent la méme interprétation en terme de jeu
avec probabilité d’arrét que les valeurs et .

La différence est que la probabilité d’arrét du jeu n’est pas fixe égale & 1 — A mais
dépend de la transition traversée : si une transition est étiquetée par (A,,x,), le jeu
s’arréte avec probabilité \,. Avec probabilité 1, le jeu s’arréte aprés un nombre fini de
tours. On a les interprétations suivantes des quantités et . En supposant que
le joueur Max touche la somme des paiements quotidiens xg, 1, ..., T, rencontrés au
cours de la partie, la quantité représente son espérance de gain. Si I'on interprete
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le réel étiquetant la n—ieme transition non comme un paiement quotidien mais comme
le capital du joueur Max au n-ieme tour de jeu, alors la quantité (1.5)) représente le
capital espéré du joueur Max quand la partie s’arréte.

1.3.3.3 Le jeu du paiement en moyenne prioritaire

On présente maintenant le jeu du paiement en moyenne prioritaire qui constitue une
généralisation a la fois du jeu de parité et du jeu du paiement en moyenne. Méme si a
premieére vue sa définition peut paraitre alambiquée il s’avere que le jeu du paiement
en moyenne prioritaire est, d’une certaine fagon, un limite du jeu multi-escomptés
obtenu quand on fait tendre les différents taux d’escompte vers 1. Ce lien entre le jeu
du paiement en moyenne prioritaire et le jeu multi-escomptés sera détaillé dans la
section [L.8l

Le jeu du paiement en moyenne prioritaire se joue sur une arene colorée par des

couples :
CC{0,...,d} xR .

Pour chaque couleur ¢ = (e, x) € C nous appelons la premiére composante e la priorité
de c et = le paiement quotidien associé a c.

Considérons une partie colorée par u = (eg, xo)(e1, 1) ... . Le gain du joueur Max
s’exprime en fonction de la priorité de u.

La priorité priorite(u) d’une suite u = (eg, zg)(e1,x1) ... € C¥ de couleurs est la
plus grande priorité apparaissant infiniment souvent dans u, c’est-a-dire

priorite(u) = limsupe,, .
n

Pour toute priorité e € {0,...,d}, on note m, : C' — R U {e} la fonction telle que pour

(f,z) e C,
] sie=f,
we((f,z))—{e Ly

ou € est le mot vide. La fonction 7, s’étend naturellement en une projection 7, : C*° —
R qui associe a des suite finies ou infinies de couleurs des suites finies ou infinies de
nombres réels.

Définition 1.7. Pour toute suite de couleurs u = (eg,xg)(e1,21) -+ de priorité e =
lim sup,, en, le gain du joueur Max au jeu du paiement en moyenne prioritaire est :

Preanp(U) = Pmean(me(u))

1
= lim sup — T;.
P00 |{z§n|ei:e}|i;n !
e;=e

Symétriquement, on définit le paiement ¢meanp en utilisant le paiement ¢pean €t une
limite inférieure. En général, on désigne 'une ou 'autre de ces fonctions de paiement

par ¢meanp .
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Le jeu du paiement en moyenne prioritaire est bien a la fois une généralisation du
jeu de parité et du jeu du paiement en moyenne. En effet, dans une aréne ou n’apparait
qu’une seule priorité, le jeu du paiement en moyenne prioritaire se réduit au jeu du
paiement en moyenne. D’autre part, supposons que pour toute priorité e € {0,...,d},
il existe une seule couleur du type (e, z) apparaissant dans I’aréne, et cette couleur est
(e,1) si la priorité e est impair et (e,0) si e est paire. Dans ce cas, le jeu obtenu est
exactement le jeu de parité : le joueur Max gagne 1 si la priorité de la partie est impaire
et 0 sinon.

Dans la section on introduira une opération binaire entre fonctions de paiement,
appelée le produit prioritaire, et on verra que le jeu du paiement en moyenne prioritaire
est obtenu en effectuant le produit prioritaire de plusieurs fonctions de paiement en
moyenne.

Une autre tentative de fusion des jeux de parité et du jeu du paiement en moyenne
a été présentée dans [CHJ05]. Ce jeu présente de mauvaises propriétés algorithmiques
car il admet des stratégies optimales, mais ces stratégies ne sont pas positionnelles, et
nécessite méme une mémoire infinie.

1.4 Des jeux a un joueur vers les jeux a deux joueurs

Dans cette section, on donne un premier résultat d’existence de stratégies optimales
positionnelles dans les jeux a deux joueurs. Fixons un ensemble fini de couleurs C' et
une fonction de paiement ¢ sur C*. Notre résultat énonce que l'existence de stratégies
optimales positionnelles est assurée dans tout jeu a deux joueurs des lors qu’elle est
assurée dans les jeux a un joueur.

Rappelons que, d’apres la définition un jeu G = (A, ¢) dans lequel chacun des
joueurs posseéde une stratégie optimale positionnelle est dit positionnel. Une fonction
de paiement ¢ telle que pour toute aréne finie A, le jeu (A, ¢) est positionnel, est dite
positionnelle pour les jeur a deuz joueurs, ou plus simplement positionnelle.

On aura également besoin des notions de jeu a un joueur. Une aréne d un joueur est
une aréne A = (S, Syax , Smin, I') dans laquelle le joueur Max joue tout seul, c’est-a-
dire telle que Syiin = 0. Un jeu G = (A, ¢) tel que A est une aréne & un joueur est appelé
un jeu a un joueur. Notons qu’on supposera toujours que dans un jeu a un joueur c’est
le joueur Max, celui qui maximise le paiement, qui joue. Il est inutile de considérer
séparément les jeux a un joueur ou seul le joueur Min joue car cela reviendrait a
considérer les jeux a un joueur ou la fonction ¢ remplacée par son opposée —¢.

Enfin, la fonction de paiement ¢ est dite positionnelle pour les jeux da un joueur, si
pour toute aréne A & un joueur colorée par C, le jeu (A, ¢) est positionnel.

On peut maintenant énoncer notre théoreme.

Théoréme 1.8. Soit ¢ une fonction de paiement. Alors ¢ est positionnelle pour les
jeux a deux joueurs si et seulement si ¢ et son opposée —¢ sont positionnelles pour les
jeux @ un joueur.

Bien que ce résultat ne soit pas trés compliqué a démontrer, c’est un instrument
de preuve puissant, qui présente un intérét certain. D’une part il permet de simplifier
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énormément les différentes preuves de positionnalité qu’on trouve dans la littérature,
que ce soit pour les jeux de parité, du paiement en moyenne ou escompté. D’autre part,
ce résultat se généralise au cas des jeux stochastiques EL cadre dans lequel il devient
encore plus utile. Enfin, il constitue une des étapes aboutissant a la caractérisation
complete des fonctions de paiement positionnelles données dans ce chapitre.

Démonstration du théoréme[L.8. On doit prouver que les deux énoncés suivant sont
équivalents :

(A) Pour toute aréne a deux joueurs A = (S, Smax, SMin, 1), chaque joueur posséde
une stratégie optimale positionnelle pour le jeu (A, ¢).

(B) Pour toute aréne a un joueur A = (Syiax, 1), le joueur Max posseéde une stratégie
optimale positionnelle dans les jeux (A, ¢) et (A, —¢).

Soit C' un ensemble de couleurs et ¢ une fonction de paiement sur C*. Supposons
tout d’abord que la condition (A) soit vérifiée. Soit A = (Smax,7) une aréne a un
joueur colorée par C. Comme une arene a un joueur est un cas particulier d’aréne
a deux joueurs, la condition (A) implique immédiatement que le joueur Max a une
stratégie optimale positionnelle pour le jeu (A, ¢). Pour montrer que c’est également le
cas pour le jeu (A, —¢), il suffit d’appliquer la remarque suivante :

Remarque. Soit A = (S, Syax » Suin » T') une aréne colorée par C et A = (S, Syin , Svax s 1)
I’arene duale, dans laquelle on a inversé les sommets des deux joueursﬂ Alors une stra-
tégie pour le joueur Max dans A est une stratégie pour le joueur Min dans A et elle est

optimale pour Max dans (A, ¢) si et seulement si elle optimale pour Min dans (A, —¢).

Réciproquement, supposons que la condition (B) soit vraie et soit A = (.S, Smax » SMin ;s 1)
une aréne a deux joueurs. On définit le rang de A comme

na = |T| = [Sumax | = |Suin | = [T] = [S]

et on montre par induction sur le rang que chaque joueur posséde une stratégie posi-
tionnelle optimale pour le jeu (A, ¢).
Notons n 4 > 0 puisque chaque état est la source d’au moins une transition sortante.
De plus, si nyg = 0 alors tous les états sont la source d’une unique transition et chaque
joueur possede une unique stratégie, qui est nécessairement positionnelle et optimale.
Le pas inductif est basé sur le lemme suivant :

Lemme 1.9. Soit ¢ une fonction de paiement telle que ¢ et —¢ sont positionnelles
pour les jeux d un joueur. Soit A = (S, SMax » SMin, 1) une aréne d deuz joueurs telle
que ng > 0, et supposons que dans toute aréne d deux joueurs B telle que ng < ny,
chaque joueur posséde une stratégie optimale positionnelle pour le jeu (B, ¢). Alors le
joueur Max posséde une stratégie optimale positionnelle pour le jeu (A, @).

2Théoréme Méme si les preuves dans les cas déterministe et stochastique sont basées sur les
mémes idées il est difficile de trouver une présentation compréhensible et uniforme qui englobe les deux
cas.

3Cest—a-dire les sommets qui étaient controlés par le joueur Max sont contrdlés par le joueur Min
et vice versa.
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Démonstration. On peut déja éliminer un cas trivial, celui ou chaque état de Syrax est
la source d’une unique transition. Dans ce cas, Max possede une unique stratégie, qui
est nécessairement optimale et positionnelle. On s’est ainsi ramené au cas ou il existe
un état t € Syax tel que 'ensemble

T(t) = {a € T | source(a) =t} (1.7)

contient au moins deux transitions. Nous fixons par la suite un tel état ¢ et nous
I’appelons [’état pivot. Soit
(To(2), T1 (1))

une partition de 7'(t), telle que ni Tp(¢) ni 77 (¢) ne soit vide.

Nous allons construire un couple de stratégies optimales (O'#,T#) dans
(A, ¢), ol 07 est positionnelle et 77 utilise un bit de mémoire.

Avant d’expliciter les détails de cette construction, on en présente les grandes lignes.
On commence par considérer les deux arénes obtenues en effagant de A respectivement
toutes les transitions de T} (¢) ou toutes les transitions de Ty(t). Les deux arénes obtenues
sont appelées respectivement A4y et A;. On considere également ’aréne obtenue en
recollant deux copies de Ay et Ay sur I’état t. L’aréne obtenue, notée Api, est en
quelque sorte un dédoublement de I’aréne A, ou seul I’état t est conservé intact, voir
figure [1.1]

Par hypothéese d’induction, on sait qu’il existe des couples de stratégies optimales
(06‘#, 7'8#) et (Jf, 7'1#) pour les jeux (Ag, ¢) et (Ai, ¢). La stratégie o7 sera tout simple-
ment une des deux stratégies 0# ou 0:1#. Comment décider laquelle des deux stratégies
U# ou af est optimale dans le jeu initial (A, ¢) ? C’est 'aréne auxiliaire Ag; qui nous
permet de faire ce choix.

En ce qui concerne le joueur Min la situation est différente : il est facile de trouver
des exemples montrant que ni la stratégie 7'8# ni la stratégie 7'1# ne sont pas optimales
dans le jeu (A, ¢). En fait il s’avere que le joueur Min peut jouer optimalement dans
(A, ¢) en utilisant alternativement ses stratégies 7'8# et 7'1# en fonction des actions
prises par le joueur Max lors du dernier passage par 1’état pivot t. Pour mémoriser
I'information nécessaire relative au comportement de son adversaire Max dans ’état
pivot, et décider ainsi si il doit utiliser sa stratégie Tjé ou 7'1# , le joueur Min a besoin

d’un bit d’information : il utilise une stratégie avec un bit de mémoire.

Construction des arénes Ay, A; et Ap;. Les arénes Ag et A;, sont obtenues a
partir d’une copie de A dont on efface les transitions de T4 (t) et Tp(t) respectivement.
Formellement, pour i € {0,1}, A; = ({i} x S, {i} X SMax, {i} X SMin,T;), c’est-a-dire &
tout état ¢ de A correspond un état (i,q) de A;. L’ensemble T; des transitions de A4;
est construit comme suit. Pour toute transition (g, a,r) de A telle que ¢ # t, on ajoute
une transition ((¢,q), a, (i,7)) dans T;. De plus, pour toute transition (¢,a,r) € T;(t),
on ajoute une transition ((¢,t),a, (i,7)) dans T;.

L’aréne Ap; est obtenue en considérant 'union des arénes Ag et A; et en fusion-
nant les états (0,t) et (1,¢). Nous noterons to; 1'état quotient {(0,t), (1,¢)} de Ap;. La
figure présente la construction décrite ci-dessus.
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A
t
To(t) T1 (1)
S1 S4
S92 S3
Ao A
0,t 1,
0, S1 0,84 1,81 1,84
0, S92 17 53
Aot
(0,t) =to1 = (1,¢)
0,51 0,4 1,51 1,54
O’ 52 1’ 53

Fic. 1.1 — Les quatre arénes A, Ay, A1 et Api.
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Par construction, les arénes Ag et A; ont chacune les mémes états et strictement
moins de transitions que A. L’hypotheése d’induction implique qu’il existe des couples
de stratégies optimales positionnelles (08% , 7'8# ) et (Jiéﬁ , 7'1# ) aux jeux (Ao, @) et (A1, d)
respectivement.

A partir de T(?E et 7'1# , nous allons construire une stratégie 79; pour le joueur Min
au jeu (Api,¢). Dans l'aréne Ay 'ensemble des états controlés par le joueur Min
est {0,1} x Syin. Quand 1’état courant dans Ag; est un état (i,q) € {0,1} X Snmin, la
stratégie 191 du joueur Min consiste a appliquer 7'8# sit=0et 7'1# si¢ = 1. Formellement,
si le but de la transition Ti#((i,q)) n’est pas ’état pivot (i,t) alors Min choisit la
transition Tl-#((i, q)). Si le but de la transition TZ-#((Z', q)) est I'état pivot (i,t) alors Min
choisit la transition ((i, q), COl(Ti#((i, q))), to1). Intuitivement donc, le joueur Min utilise
dans A la stratégie T# si ’état courant appartient a Ag et il utilise la stratégie 7'1# si
I’état courant appartient & A;. Notons que la stratégie 791 est positionnelle.

Une fois fixée la stratégie 191 pour le joueur Min, I'aréne Ay peut étre vue comme
une arene & un joueur. Nous allons noter Bp; l'aréne qui est obtenue & partir de Ag;
en supprimant toutes les transitions dont la source est contrélée par le joueur Min et
qui ne sont pas conformes a 791. Par hypothese, la condition est vérifiée et Max
posséde donc une stratégie optimale positionnelle og; dans le jeu (Bp1, ¢). Evidemment
001 est également une stratégie positionnelle pour Max dans I’aréne Ap;. Maintenant
qu’on a construit 791 et og1, on peut passer a la définition de o et 7.

Le choix de la stratégie o#. Dans 'aréne By, 1'état tg; est contrdlé par Max,
donc il existe une unique transition e de source tp; et conforme a og;. Sans perte de
généralité, quitte a intervertir les arénes Ag et A;, on peut supposer que

& la stratégie o1 choisit dans 1’état pivot tg; de Ag; une transition de Ajg.
Sous la condition & ci—dessus on va montrer que la stratégie a# est optimale non
seulement dans le jeu (Ap, ¢) mais également dans le jeu (A, ¢). En fait, Ay et A n’ont
pas le méme ensemble d’états donc 0# n’est pas a proprement parler une stratégie dans
A. Pour cela, on pose :

o == {(s,¢,5") € T |((0,8),c,(0,8)) € o #1. (1.8)

Comme nous l'avons indiqué auparavant, aréne Ap; (ou plus exactement 1’aréne
By1) nous a servi a choisir entre les stratégies a# et af

Construction de 7#. Lastratégie 77 pour le joueur Min consiste & alterner entre les
stratégies 7'3# et 71 Contrairement & la stratégie o7, qui est positionnelle, 7# nécessite
un bit de mémoire. Pour utiliser sa stratégie 7# dans I’aréne A, le joueur Min doit
se souvenir si lors du dernier passage par t la transition choisie par le joueur Max
était une transition de Tp(¢), ou une transition de T3(t). Dans le premier cas il joue

conformément a la stratégie 7'8éﬁ et dans le deuxiéme cas il joue conformément a 7'1# . De

plus on suppose qu’au début, avant le premier passage par t, il joue selon 7'8# .

42



1.4. Des jeux a un joueur vers les jeux a deux joueurs

Pour définir 77 formellement on commence par définir une application h : P* —
{0, 1} qui associe & chaque partie finie p dans A la valeur 0 ou 1 :

0 si soit p ne contient aucune transition de source ¢ ou
h(p) = la derniere transition de p de source t appartient a Ty(t),

1 sila derniére transition de p de source t appartient a 77 (¢).

La stratégie 77 de Min dans A est définie comme suit. Pour chaque partie finie p
dont le but est dans Syin ,

/ T#((Ovat(p))) ((07 8)7 Gy (07 5,)) si h(p) =0,
7 (p) = (s,¢,5) tel que { °
(p) ( ) el {T#((l,but(p))) = ((173)767 (L S/)) si h(p) =1

En d’autres termes, quand il joue dans A, le joueur Min applique soit sa stratégie
optimale 7'8éﬁ du jeu (Ao, ¢) soit sa stratégie optimale 7'1# du jeu (A1, ¢) selon la valeur
de h(p). Initialement, avant la premiere visite a 1’état pivot ¢, Min utilise 7'0# . Apres la
premiére visite a t le choix de Min se porte sur T(:)#: si lors du dernier passage dans ¢ son
adversaire a choisi une transition de Ty(¢) et porte son choix sur 7'1# si cette transition
était dans T4 (t). Intuitivement, selon que la partie en cours est semblable a une partie
dans Ap ou Aj, Min réplique avec sa stratégie optimale dans (Ag, @) ou (A1, ¢).

Il est clair que la stratégie 77 est une stratégie utilisant une mémoire finie {0, 1},
qui permet & Min de se souvenir si apres le dernier passage dans ¢, la transition choisie
par Max était dans Tp(t) ou Ti(t). Cette mémoire est initialisée a 0 et mise & jour
uniquement quand l’état t est visité.

Montrons maintenant que (o, 7%) est un couple de stratégies optimales pour le jeu
(A, ¢). Soit s € S. On pose p* = pg(s,o™,7#) = sgcps1 - - I'unique partie de source
s conforme & o# et 7#. Par définition de o# et 7#, quand p# atteint 1’état pivot, la
transition suivante est toujours une transition de Ty(¢). Ainsi, pour tout préfixe p de
p™, on a h(p) = 0 donc et Min joue conformément & 7'8# . On en déduit :

pAo(S7U(7J#77-(?é) = (07 30)60(0751)01 o,
et
col(p#) = COl(pA(S,O'#,T#)). (1.9)

Prouvons que 77 est une réponse optimale a4 o7 pour le jeu (A, u). Soit ¢
une partie dans A de source s et conforme & o# et montrons que

¢(col(q)) = ¢(col(p™)) . (1.10)

Puisque ¢ est conforme & o, et par définition de o7, il existe une partie gy dans
Ay, issue de (0,s), conforme & 0‘#, et telle que col(q) = col(qy). Or (0#,7‘#) est

un couple de stratégies optimales pour le jeu (Ag, ¢) donc ¢(col(q)) = ¢(col(go)) >
¢(col(pa, (s, 08#, 7'8#))) D’apres (1.9), on obtient bien (1.10).

43



Chapitre 1. Positionnalité des jeux sur les graphes finis

Prouvons que ¢” est une réponse optimale & 77 pour le jeu (A,u). Soit p
une partie dans A de source s et conforme & 7#. Montrons que

$(col(p™)) > ¢(col(p)). (1.11)

Si s # t, on pose sp1 = (0,s) et si s = ¢, on pose sg1 = tg;. Comme p est conforme a
7# et par construction de 7#, il existe une partie p’ dans Agi, conforme & 791, issue
de sg1, telle que

col(p) = col(p’). (1.12)

Soit po1 = Py, ((0, ), 001, 701) I'unique partie dans ’aréne Ag; issue de sp; et conforme
& og1 et 7o1. Puisque p’ est conforme & 791 et que g1 est une réponse optimale de Max
a 701,

d(col(p')) < ¢(col(por))- (1.13)

D’apres la condition & la partie pg; reste incluse dans ({0} x.S)U{t¢1 }. Par construction
de 791, il existe une partie p” dans A, de source s et conforme a 77, telle que

col(po1) = col(p”). (1.14)

Comme p” est conforme a T(:)#: et que (05éé ,T(:)#: ) est un couple de stratégie optimales

dans (Ao, @), ¢(col(p”)) < ¢(col(p.a, (s, a#, T#))) Cette inégalité et les équations |D
(1.12)), (1.13) et (1.14)), prouvent que

(col(p)) = p(col(p')) < ¢(col(por)) = ¢(col(p”)) < dlcol(pay (s, 08,78 ))) = d(col(p?)),

et on obtient bien (1.11)).
On a bien prouvé que (a#, T#) est un couple de stratégies optimales positionnelles
pour le jeu (A, ¢). Cela termine la preuve du lemme O

Par symétrie, on déduit du lemme que sous les méme hypotheéses, les deux
joueurs ont une stratégie optimale positionnelle. Par induction sur le rang de ’aréne,
cela prouve le théoréme [T.§ O

1.5 Positionnalité des jeux a un joueur

Dans le chapitre précédent, nous avons démontré (cf. théoréme qu’une fonction
de paiement ¢ est positionnelle pour les jeux a deux joueurs si et seulement si les
fonctions de paiement ¢ et —¢ sont toutes deux positionnelles pour les jeux a un
joueur. Nous poursuivons donc notre recherche des fonctions de paiement positionnelles
en cherchant a caractériser la classe des fonctions de paiement positionnelles pour les
jeux a un joueur. Nous obtenons plusieurs réponses & cette question.

Tout d’abord, nous exhibons des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une
fonction de paiement soit positionnelle pour les jeux a un joueur, ces conditions sont
présentées dans le théoreme [I.I8 Ce résultat nous sera utile pour montrer qu’un cer-
tain type de produit entre fonction de paiement, appelé produit prioritaire, préserve la
positionnalité (cf. théoreme [1.38).
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Un inconvénient du théoréme [I.18] est qu’il n’est pas facilement utilisable en pra-
tique : étant donnée une fonction de paiement particuliere, par exemple une condition
de Miiller, il n’est pas évident a premiere vue de vérifier si elle vérifie les conditions du
théoréme [T.18] Pour cela, dans la sous—section on donne dans le théoréme [1.2]]
des conditions qui sont beaucoup plus facilement vérifiables. Ces conditions sont seule-
ment suffisantes : elles garantissent qu'une fonction de paiement est positionnelle pour
les jeux & un joueur mais ne sont pas nécessairement vérifiées par une telle fonction de
paiement.

Sous certaines hypotheéses supplémentaires, on peut simplifier le théoréme [I.21] En
effet, parmi les fonctions de paiement les plus populaires, beaucoup ont la propriété
d’étre préfixe-indépendantes, c’est a dire que le gain des joueurs ne dépend d’aucun
préfixe fini de la partie, mais uniquement du comportement a long terme de la partie.
C’est le cas par exemple des fonctions du jeu du paiement en moyenne, du jeu de parité
et du jeu de la limite supérieure. A I'inverse, pour d’autres fonctions de paiement, le
gain des joueurs dépend plus des premiers coups joués que du comportement a long
terme. C’est le cas quand la fonction de paiement est continue, comme dans les jeux
d’accessibilité ou escomptés. Dans ces deux cas particuliers, les conditions suffisantes
données dans le théoréme [I.2]] se simplifient, et 'on obtient les corollaires [T.25] et [1.20]

Les différents résultats de cette section seront mis en application dans les sections
suivantes. La caractérisation exacte donnée par le théoreme [I.18|est utilisée pour prou-
ver que le produit prioritaire conserve la positionnalité. Les conditions suffisantes don-
nées par le théoreme [I.2] seront utilisées & de nombreuses reprises : d’une part dans la
section suivante pour démontrer ou redémontrer la positionnalité de chacune des fonc-
tions de paiement introduites dans la section [I.3] et d’autre part dans la section [I.§]
pour I'étude des jeux multi—escomptés et de leurs limites.

1.5.1 Une caractérisation de la positionnalité pour un joueur

Notre caractérisation des fonctions de paiement positionnelles pour les jeux a un
joueur est énoncée dans le théoréme [I.I§] : pour étre positionnelle, une fonction de
paiement ¢ doit étre monotone, sélective et séparante.

Essentiellement, ces trois propriétés expriment des conditions sur les valeurs maxi-
males atteintes par ¢ sur les fermetures topologiques de certains ensembles reconnais-
sables de mots finis. Dans les deux sous—sections suivantes, on rappelle brievement les
notions d’automates fini, on introduit un opérateur [-] sur les langages de mots finis,
et on définit un préordre Cy4 sur les langages.

1.5.1.1 L’opérateur []

Afin de caractériser les fonctions de paiement positionnelles pour les jeux a un
joueur, nous introduisons un opérateur [-] sur les langages de mots finis, & valeur dans
les langages de mots infinis.
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Définition 1.10. Soit C' un ensemble fini et . C C* un langage de mots finis sur C.
On définit

[L] = {u € C¥ | chaque préfixe de u est un préfixe d'un mot de L}.

Le lecteur intéressé par les topologies sur les mots finis et /ou infinis pourra consulter
avec profit le troisieme chapitre du livre [PP04] de Dominique Perrin et Jean—Eric Pin.
Dans cet ouvrage, les auteurs démontrent que la famille des langages de mots infinis
exprimables comme le crochet [L] d’un langage de mots finis L est trés exactement la
famille des langages fermés, au sens de la topologie sur C*.

Les remarques suivantes a propos de l'opérateur [.] nous seront treés utiles par la
suite.

Lemme 1.11. Soit M, N C C*, u € C*. Alors
1. [uM] = u[M],
2. [MUN] =[M]U][N],
3. [MN] =[M]uUM[N],
4. [M*] = M“ U M*[M].

Démonstration. Pour tout langage de mots finis L C C*, on note Pref(L) C C* 'en-
semble des préfixes des mots de L. Prouvons que [M UN] = [M] U [N]. L’inclusion D
est triviale. De plus, puisque Pref(M U N) = Pref(M) U Pref(NV), alors un mot de C¥
ayant tous ses préfixes dans Pref(M U N) a une infinité de préfixes soit dans Pref(M)
soit dans Pref(IN), ce qui prouve 1. De méme, [MN] = [M]UM][N] car Pref(MN) =
Pref(M)UM Pref(N), ce qui prouve 2. Prouvons que [M*] = MYUM*[M]. L’inclusion
D est claire. Réciproquement, soit u € [M*]. On montre tout d’abord que

{soit Jv e M\{e} et w € [M"] tel que u = vw, (1.15)

soit u € [M].

Pour tout n € N, notons u,, le préfixe de u de taille n. Par définition de [M*],
vn e N,30™ e M* tel que u, € Pref(v(™).
On en déduit, par définition de M™,

Vn € N, Elv(()n), e vg(ng) € M tel que uy, € Pref(vén) . vz((ng)) (1.16)

En choisissant i(n) minimal pour chaque n, on peut supposer que pour chaque n,
soit i(n) =0 et u, € Pref(v((]n)), soit i(n) > 1 et v((]n) ot _y € Pref(uy).

i(n)
On distingue deux cas, et on montre que dans chaque cas ([1.15)) est vérifiée.

Le premier cas est celui ou la longueur des mots {v(()o), v(()l), ...} est bornée. Dans ce

cas, il existe v € M tel que v = U(()n) pour une infinité de valeurs de n. Soit w € C* tel
que u = vw. D’apres (1.16)), w a une infinité de préfixes dans Pref(M™), ce qui implique

w € [M*]. Donc u € (M\{e})[M*] et (L.15) est vérifiée.
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Si la longueur des mots {U?O), v(lo), ...} n’est pas bornée, il existe une suite d’entiers

5(0),s(1),... telle que la longueur des mots de la suite v(()s(n)) est strictement croissante.

Alors d’apres , u est égale a la limite de la suite v(()s(o)), v(()s(l)), ... donc u € [M],
ce qui prouve @ .

En utilisant (]1_._1—5[), on peut construire soit une suite infinie de mots vy, v1,... € M
telle que u = vovy ... € MY, soit une suite finie vy, v1,...,v, € M et un mot v € [M]
tel que u = vg...vv € M*[M]. Finalement, on a prouvé que u € M* U M*[M], ce
qui termine la preuve du lemme [T.T1] O

1.5.1.2 Automates et langages reconnaissables de mots finis

Un automate sur 'alphabet C' est un quadruplet A = (S, I, F,T), ou (S,T) est un
systeme de transitions coloré par C, et I, F' C S sont des sous—ensembles des états,
appelés respectivement ensemble des états initiaux et ensemble des états finaux.

On appelle chemin dans A un chemin dans le systeme de transitions sous—jacent, en
conservant les notions de source, de but et de couleur. On dit qu'un mot fini u € C* est
reconnu par A si il existe un chemin fini dans A dont la couleur est u, dont la source
est un état initial et dont le but est un état final. Le langage de A est I’ensemble des
mots reconnus par A et est noté L(A). On dit qu'un langage L C C* est reconnaissable
si il existe un automate dont L est le langage. On note Rec(C') I’ensemble des langages
reconnaissables de mots finis sur ’alphabet C'.

Par abus de notation, on confondra souvent un automate A = (S,1,F,T) avec
I'aréne a un joueur (S,T") sous—jacente.

Un automate A est dit co—accessible si a partir de chacun des états de A il existe
un chemin vers un état final. Le lemme suivant nous sera souvent utile :

Lemme 1.12. Soit A = (Q,i, F,T) un automate co—accessible sur les mots finis qui
reconnait un langage L C C*. Alors

[L] = {col(p) | p est un chemin infini dans A tel que source(p) = i}.

Démonstration. Soit p = egejes... € T* un chemin infini dans A dont la source
est 1’état initial i. Puisque A est co—accessible, pour chaque n il existe un chemin
de source but(e,) et dont la cible est un état final. Cela implique que le mot fini
col(eg) ...col(en) € C* est un préfixe d'un mot reconnu par A. Finalement, col(p) € [L].

Réciproquement, soit u = cocica - - - € [L]. Soit 7 arbre orienté défini comme suit.
Les sommets de 7 sont les chemins finis p dans A tels que col(p) est un préfixe de u et
source(p) = i. On ajoute une aréte d'un sommet p de 7 vers un état p’ si il existe une
transition e € T dans A telle que p’ = pe. La racine de 7 est le chemin vide 1; dont la
source et la cible est ¢. Clairement, 7 est infini puisque w est un mot infini et d’autre
part, le degré de 7 est borné par le cardinal de T'. Donc, par le lemme de Koenig, il
existe un chemin infini dans 7 dont la source est 1;, la racine de 7. Ce chemin infini
correspond & un chemin infini dans A coloré par u. O

On utilisera en particulier des automates sous forme normalisé, au sens suivant :
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Définition 1.13. Un automate A = (Q, i, f,T) est dit normalisé si
— A posséde un unique état initial 4, qui n’est le but d’aucune transition,
— A posseéde un unique état final f, qui n’est la source d’aucune transition.

On a le lemme suivant a propos des automates normalisés.

Lemme 1.14. Soit L C C* un langage reconnaissable de mots finis. Supposons que
e L. Alors L est reconnu par un automate normalisé.

1.5.1.3 Le préordre C,

Dans la suite de ce chapitre, étant donné un ensemble A C R, la notation sup A
désigne la borne supérieure de A. En particulier, pour L C C* un ensemble de mots
infinis et ¢ une fonction de paiement sur C¥, sup ¢(L) désigne sup{¢(u) | v € L}. Si
L =0, on pose sup(¢(L)) = —co.

Afin d’exprimer de fagon concise notre caractérisation des fonctions de paiement
positionnelles pour les jeux a un joueur, on associe a chaque paiement ¢ sur C* une
relation E4 sur les langages de C*. Pour L, M C C*, cette relation est définie par :

LTy M sietseulement si Vu e C*, sup¢([ul]) < sup ¢([uM]).

Dans cette définition, intuitivement, les langages uL et uM sont des langages de
préfixes finis de parties. Le langage [uL] est ’ensemble des parties infinies générées a
partir de ces parties finies, et sup ¢([uL]) est la valeur maximale atteinte par ¢ sur
ces parties infinies. Un langage L de mots finis est Cy-inférieur a un autre langage M
de mots finis si et seulement si la valeur maximale atteinte par ¢ sur ’ensemble des
parties infinies engendrées par L est inférieure a la valeur maximale atteinte par ¢ sur
Pensemble des parties infinies engendrées par M.

Il est facile de vérifier que la relation binaire Ty est réflexive et transitive et c’est
donc une relation de préordre partiel sur les langages de mots finis.

1.5.1.4 Fonctions de paiements monotones, sélectives et séparantes

Pour qu'une fonction de paiement induise des stratégies optimales positionnelles
dans les jeux a un joueur, il est nécessaire qu’elle vérifie trois propriétés élémentaires :
elle doit étre monotone, sélective et séparante.

Définition 1.15. Soit C' un ensemble fini de couleurs et ¢ une fonction de paiement
sur C%. La fonction ¢ est dite :
e monotone si la relation Ty est totale sur Rec(C') : pour tous langages reconnais-
sables M, N € Rec(C),
M E¢N ou N qu M y (117)

e sélective si pour tous langages reconnaissables M, N € Rec(C),

MNC4 M*UN | (1.18)
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F1a. 1.2 — L’automate canonique reconnaissant le langage {abbab}.

e séparante si pour tous langages reconnaissables M, N € Rec(C),
(MUN)"Cy M*UN"™. (1.19)

La propriété de monotonicité exprime le fait que I'ajout d’un préfixe a deux en-
sembles de parties ne modifie pas les préférences du joueur pour un ensemble ou 'autre.
La propriété de sélectivité exprime le fait que si un joueur a la possibilité de choisir
de jouer des parties dans un langage M avant de continuer a joueur avec un langage
N, alors il peut choisir de jouer uniquement avec M ou N. La propriété de séparation
exprime le fait que si un joueur peut choisir de joueur alternativement des parties dans
M et N, il peut choisir de jouer uniquement dans M ou uniquement dans N.

1.5.1.5 Le théoréme de caractérisation

En utilisant les notions introduites dans la sous—section précédente, on peut main-
tenant caractériser les paiements positionnels pour les jeux a un joueur.

Proposition 1.16. Soit C' un ensemble de couleurs et ¢ une fonction de paiement sur
C¥. Supposons que ¢ est positionnelle pour les jeux a un joueur. Alors ¢ est monotone,
sélective et séparante.

Nous verrons par la suite que la réciproque de cette proposition est également vraie
(cf. proposition [1.17)).

Démonstration. Supposons que ¢ est positionnelle pour les jeux & un joueur. Soit deux
langages reconnaissables M, N € Rec(C*). On doit montrer que M et N vérifient les
équations (1.17), (T.18) et (1.19). Le lemme suivant montre qu’on peut se ramener au
cas ou ni M ni N ne contiennent le mot vide :

Remarque. Soit L C C*. Alors [L] = [L \ {€}]-

Pour un mot v € C*, nous notons A, 'automate fini déterministe canonique qui
reconnait le langage {u} composé uniquement du mot u. Par exemple, si C = {a, b} et
u = abbab, automate A, est représenté sur la figure On suppose que A, aura
toujours cette forme, c’est-a-dire avec un seul état initial et un seul état final et avec
tous les état accessibles et co—accessible.

Comme ni M ni N ne contiennent le mot vide, le lemme [I.14] indique qu’on peut
choisir deux automates normalisés Ay et Ax qui reconnaissent les langages M et N.
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A B C
Qu\s Qu\s Qu\r Qu\t
S r t

Qur\s Qn\s Qu\r  Qn\r Qu\t  Qn\t

Fi1G. 1.3 — L’aréne A utilisée pour prouver que ¢ est monotone est obtenu en fusionnant
quatre états : les états finaux de A, et A, et les états initiaux de Ap; et Ay. Les
ensembles Q,,, @y, Q@ et Qn sont les états des automates correspondant. L’aréne B est
utilisée pour prouver que ¢ est sélective. Dans ce cas c’est 1”état final de A, qui est
fusionné avec les états initiaux et finaux de Aj; et I’état initial de Ay . Enfin I'aréne C
est utilisée pour prouver que ¢ est séparante, en fusionnant ’état final de A, avec les
états initiaux et finaux de A, et Ay.

¢ est monotone. Pour montrer que ¢ est monotone, il suffit de prouver que

VM, N € Rec(C),
(Ju € €7, sup ¢(u[M]) < sup ¢(u[N]))
= (Yv e C%, sup¢(v[M]) < sup ¢(v[N])). (1.20)

Supposons donc que pour un mot u € C*

sup ¢(u[ M]) < sup ¢(u[N]), (1.21)

et prouvons que dans ce cas
sup ¢(v[M]) < sup ¢(v[N]). (1.22)

A partir des automates Ay, Ay, Ay et Ay, on obtient un nouvel automate A en
fusionnant quatre états : les états finaux de A, et A, et les états initiaux de Ay et
A, sans modifier les transitions. On appelle s le nouvel état ainsi obtenu. L’automate
A possede un seul état initial, c’est ’état initial de A,,, et posséde deux états finaux, ce
sont les états finaux de A et An. Il est évident que A est co—accessible et reconnait
le langage u(M U N).

Par abus de notation, on note également A ’aréne a un joueur composée des mémes
états et transitions que A, et ol tous les états sont controlés par le joueur Max . Cette
aréne est représentée sur la figure [I.3] Par hypotheése, Max posséde une stratégie opti-
male positionnelle o7 dans le jeu (A, ¢).
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Le lemme [I.12] appliqué & 'automate A implique que l'ensemble des étiquettes de
parties dans A dont la source est I’état initial de A est Ju(M U N)], qui est égal a
[uM] U [uN] par le lemme [L.11] Soit p I'unique partie infinie dans A, de source I’état
initial de A, et conforme & o . Par optimalité de o7, ¢(col(p)) = sup ¢([uM] U [uN])
et ’hypothese implique que col(p) & [uM].

Ainsi, lorsque la partie p atteint I’état s, elle emprunte une transition dont le but
est un état de Ay (Fig. , et reste ensuite piégée dans I'ensemble des états de Ay.
Autrement dit, on en déduit que o7 (s) est une transition de Ay.

Examinons maintenant 'unique partie ¢ dans A dont la source est 1’état initial de
A, et qui est conforme & o#. Puisque ¢ est conforme & o#, une fois I’état s atteint
elle emprunte elle aussi une transition de Ay, et reste dans I’ensemble des états de
AN aprés avoir traversé les états de 'automate A,. En appliquant le lemme [I.12] &
I’automate co—accessible obtenu & partir de A, et Ay en fusionnant ’état final de A,
avec 1’état initial de Ay, on en déduit que

col(q) € [uN]. (1.23)

D’autre part, si ’on choisit comme état initial de A non pas ’état initial de A,, mais
celui de A,, on obtient comme précédemment que ¢(col(q)) = sup ¢p([vM] U [vN]).

Avec (|1.23)), on en déduit immédiatement ([1.22)).

¢ est sélective. Pour cela, on montre que
sup ¢(u[M*N]) < sup ¢(u[M*] Uu[N]). (1.24)

Pour cela, on construit un automate B en fusionnant quatre états : ’état final de
Ay, état initial et ’état final de Aj; et I’état initial de Ay. On appelle r ’état ainsi
obtenu, cf. figure L’automate B posseéde un unique état initial, qui est celui de
Ay, et un unique état final, celui de Apy. Il est co—accessible et reconnait le langage
uM*N. De nouveau, par abus de notation, on note également B ’aréne a un joueur
sous—jacente a I’automate B, qui a les mémes états et les mémes transitions que B, et
dont tous les états sont controlés par Max . Par hypotheése, Max posséde une stratégie
optimale positionnelle o pour le jeu (B, ¢).

Soit p I'unique partie dans B issue de I’état initial de A, et conforme & o#. Puisque
'automate co-accessible B reconnait le langage uM*N et puisque la stratégie o7 est
optimale, le lemme implique

¢(col(p)) = sup ¢([uM”NT). (1.25)

D’autre part o7 est positionnelle et, comme précédemment, la partie p emprunte
la méme transition a chaque fois qu’elle passe dans r. La partie p est donc un chemin
dans un des deux automates By et By représentés sur la figure[I.4] et qui reconnaissent
respectivement les langages uM™ et uN. Par le lemme on en déduit que col(p) €

[uM*] U [uN]. D’apres I'équation ((1.25)), cela implique bien ([1.24)).
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B By
Qu\r QU\T

r r
Qu\r QN\T

Fi1c. 1.4 — Les automates By et By.

¢ est séparante. Enfin, il reste & montrer que ¢ est séparante, c’est a dire que :
sup ¢ (Ju(M U N)*]) < sup ¢ ([uM*]U [uN*]). (1.26)

Pour cela, on construit un automate C en fusionnant 1’état final de A, et les états
initiaux et finaux de Ay et Aps (voir figure . L’état quotient est appelé ¢. L’au-
tomate C posséde un unique état initial, celui de A,, et un unique état final, 1’état t.
En considérant 'unique partie issue de ’état initial, jouée dans C et conforme a une
stratégie optimale positionnelle de Max , on obtient (1.26]).

Cela acheve la preuve de la proposition [1.16 O

Ainsi, on a prouvé que toute fonction de paiement positionnelle pour les jeux a
un joueur est monotone, sélective et séparante. Comme annoncé précédemment, la
réciproque est également vraie :

Proposition 1.17. Soit C' un ensemble de couleurs et ¢ une fonction de paiement sur
C%. Supposons que ¢ est monotone, sélective et séparante. Alors ¢ est positionnelle
pour les jeux d un joueur.

Démonstration. A toute aréne a un joueur A = (Syax, 1), on associe, comme dans la
section le rang n4 = |T| — | Suax |- On effectue la preuve de la proposition [L.17] par
induction sur n 4.

Rappelons que par définition, chaque état d’une aréne est la source d’au moins une
transition. Dans une aréne A telle que ny = 0, chaque état est donc nécessairement la
source d’'une unique transition. Le joueur Max n’a aucun choix a faire quand il joue :
il existe une unique stratégie pour lui, qui est nécessairement positionnelle et optimale.

Fixons maintenant une aréne & un joueur A = (Syax,7) telle que nyg > 0 et
supposons que dans toute aréne a un joueur B telle que ng < n4, le joueur Max possede
une stratégie optimale et positionnelle. On va montrer qu’il en possede également une
dans A.

Puisque nq > 0, il existe un état t € Syax qui est la source d’au moins deux
transitions. On note 7T'(¢) ’ensemble des transitions de source ¢. Fixons une partition
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de T'(t) en deux ensemble non vides Ty(t) et T1(t). On définit deux nouvelles arénes a un
joueur Ag et Ay en posant pour i = 0,1, A; = (S,T;), ou T; = T \ T1_4(t), c’est-a-dire
A; est 'aréne obtenue a partir de A en supprimant toutes les transitions sortant de
t qui ne sont pas dans T;(t). Alors na, < n4 et, par hypothese d’induction, le joueur
Max posséde une stratégie optimale positionnelle O'Z# pour le jeu (A;, ¢).

On va montrer qu'une des deux stratégies 0# et af est en fait une stratégie optimale

pour le jeu (A, ¢). Pour choisir entre U# et U# , on utilise la monotonicité de ¢. Pour
i € {0,1}, considérons u; = col(pa,(t, O'Z-# )), la couleur de 'unique partie infinie dans
A; de source t et conforme a O'Z# . Soit Lo et L1, les ensembles des couleurs des parties
issues de t et conformes respectivement & o# et a# . Puisque ¢ est monotone, on sait

que

soit Ll,t E¢> Loﬂg, (1.27)
soit LO,t E¢ L17t~ (128)

Sans perte de généralité, on suppose que (|1.27)) est vérifiée. On va montrer que dans
ce cas, la stratégie positionnelle optimale 0 pour le jeu (Ag, d) est également une
stratégie positionnelle optimale pour le jeu (A, ¢).

Tout d’abord, par définition d’une stratégie positionnelle, il est clair que 0# est une
stratégie positionnelle non seulement dans I’aréne 4y mais également dans l'aréne A.
Pour prouver que 06‘# est optimale pour le jeu (A, ¢), choisissons un état quelconque
s € S et une partie p issue de s, et montrons que

d(col(pa(s, aif))) = (col(p)). (1.29)

On définit plusieurs langages reconnaissables de C* :

Lost le langage reconnu par (S, {s},{t}, Tv)
(8, {s},5,To)
(5,{s},5,T)

Loz ‘ (5, {t},{t}, To)
(S7 {t}7 {t}aTl)
(5,{t}, 5, To)
(S, {t}, S, T1).

Alors
Ly=1Lost(LottULits) (Lot ULit) U Los. (1.30)

Pour voir que 1'égalité ci—dessus est correcte notons que Lo s +(Lo++UL1tt)* (Lot ULt )
nous donne tous les mots de L; qu’on peut reconnaitre en passant par ’état . On
ajoute a cela Lo, car ce langage contient, entre autre, tous les mots de L, qui sont
reconnus sans passer par t. Comme d’autre part Lo s C L, les parties gauche et droite

de (|1.30]) sont égales.
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D’apreés le lemme 1.12: appliqué a lautomate (S,{s},S,T'), col(p) € [Ls]. Du
lemme de I’équation 11.30) et de I'inclusion Lo s; C Lo s on en déduit

col(p) € [Lo,s ] U Lost[(Lott U Lite)* (LosULig)] U[Los]
= Lost[(Lott U L14)" (Lot U L1)] U [Los] - (1.31)

Supposons tout d’abord col(p) € [Lo,s]. D’apres le lemme appliqué a ’automate
(S,{s},S,Tp), on en déduit que p a la méme couleur qu’une partie infinie de source s
jouée dans l'arene Ag. Par optimalité de U# dans (Ag, ¢), on en déduit (1.29)).

Si col(p) & [Lo,s] alors d’apres (1.31)),

Ju € Lo+ tel que col(p) € ul[(Lott U Lige) (Lot U Lig)] - (1.32)
Mais
(Lot ULits)* (Lot U Liy)
Co (Lot UL1se) " ULos ULy, car ¢ est sélective
Co Lot UL o ULos ULy car ¢ est séparante
Eg Lot ULy car Lj,, C Liy
Ey Lo d’apres .

Donc ¢(col(p)) < sup ¢(u[Lo]) = ¢([uLos]). Or w € Lo sy donc uLgy C Lo s donc
¢(col(p)) < sup ¢([Los]). Or, d’apres le lemme et la définition de Lg s, tout mot
de Lo s est la couleur d’une partie infinie dans 4¢ issue de s. Par optimalité de 0’# dans
(Ao, #), on obtient (L.29). O

Nous pouvons maintenant regrouper les résultats des propositions [I.16] et [[.17] :

Théoréme 1.18. Une fonction de paiement est positionnelle pour les jeux d un joueur
st et seulement si elle est monotone, sélective et séparante.

1.5.1.6 Fonctions préfixe—indépendantes

Parmi les fonctions de paiement les plus populaires, beaucoup sont préfixe—indépendantes
au sens suivant.

Définition 1.19. Une fonction de paiement ¢ : C* — R est dite préfixe-indépendante
si pour tout mot fini u € C* et pour tout mot infini v € C¥, ¢(uv) = ¢(v).

C’est le cas par exemple des fonctions de paiement correspondant aux jeux du
paiement en moyenne, de parité, de la limite supérieure. Dans le cas ou la fonction de
paiement est préfixe-indépendante, le théoréme [I.1§] s’énonce plus simplement :

Corollaire 1.20. Soit ¢ une fonction de paiement préfire—indépendante. Alors ¢ est
positionnelle pour les jeux a un joueur si et seulement si pour tous langages réguliers
M, N € Rec(C),

sup ¢((M U N)¥) <supo([M] U[N]U MU N®). (1.33)
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Démonstration. 11 est facile de voir qu’une fonction de paiement préfixe-indépendante
est nécessairement monotone et sélective. D’apres le théoreme ¢ est donc posi-
tionnelle pour les jeux a un joueur si et seulement si elle est séparante, c’est-a-dire si
et seulement si, pour tous langages reconnaissables M, N € Rec(C),

(MUN)* Ty M*UN* . (1.34)

Mais pour tout mot u € C* nous avons

p(u[(MUN)]) =o([(MUN)T]) =
(M UN)*U(MUN)([M]U[N])) =
S(MUN)*U[M]JU[N]) . (1.35)

ou la premiere et la troisieme égalités sont des conséquences de la préfixe—indépendance
de ¢ et pour la seconde on applique le lemme [1.11

D’autre part, en appliquant le lemme [I.11] et en utilisant la préfixe-indépendance
de ¢ on obtient :

P(u[M*UN']) = ¢([M*UN']) =
(M UN“ U M*[M]UN*[N]) = ¢(M“ UN“U[M]U[N]) (1.36)

Cette derniere équation et (1.34) montrent que (1.35) et (1.33) sont équivalentes, ce

qui termine la preuve du corollaire. ]

1.5.2 Un théoréme utilisable en pratique

Quand on se donne une fonction de paiement particuliére, il n’est pas évident de
tester si les conditions du théoréme [I[.I§] sont vérifiées ou non. C’est pourquoi nous
présentons maintenant un ensemble de conditions qui sont plus & faciles a tester et qui
sont suffisantes pour qu’'une fonction de paiement soit positionnelle.

Le théoreme [I.21] donne explicitement des conditions qu’il suffit & une fonction de
paiement de vérifier pour étre positionnelle. Les corollaires et explicitent ces
conditions dans le cas ou la fonction de paiement est préfixe-indépendante ou continue.
Ces deux corollaires nous serviront a plusieurs reprises, car il apparait que la plupart
des fonctions de paiement que nous serons amenés a considérer sont soient préfixe—
indépendantes, soient continues.

1.5.2.1 Des conditions suffisantes

Théoréeme 1.21. Soit ¢ une fonction de paiement sur C¥. Supposons que ¢ vérifie les
conditions suivantes :

(A) Yu € C*,Vvg,v1 € C¥,  ¢(vg) < ¢p(v1) = ¢P(uvg) < p(uvr),
(B) Yue CT,Yv e C¥ ¢(uv) < max{d(u®), p(v)},
(C) Vug, u1, ug, ... € C+a ¢(u0u1u2 o ) < sup ¢({u07 uz, . . '}w U {ub ug, . . }w)
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Alors ¢ est positionnelle pour les jeux d un joueur.
Nous allons d’abord démontrer quelques lemmes auxiliaires.

Lemme 1.22. Soit ¢ une fonction de paiement sur C¥ et M, N C C* deux langages
sur C. Supposons que ¢ vérifie la condition du théoréme et que sup ¢([M]) <
sup ¢([N]). Alors pour tout mot u € C*, sup ¢(u[M]) < sup ¢(u[N]).

Démonstration. sup(¢([M])) < sup(¢([N])) si et seulement si
Vw e [M],3v e [N],  ¢(w) < ¢(v) .
Mais la condition @ du théoreme implique dans ce cas la que pour chaque v € C*,
Vw € [M],3v € [N], o(uw) < p(uw) ,
c’est-a-dire sup ¢(u[M]) < sup ¢p(u[N]). O

Lemme 1.23. Soit ¢ une fonction de paiement vérifiant la condition (@ du théo-
réeme|1.21. Alors pour tous langages M, K C C* et N C C¥

sup p((M UK)*N) <supp(MYUK“UN) . (1.37)
En particulier, (pour K =) la condition (@ implique
supp(M*N) < supp(M“UN) .

Démonstration. Soit u € (M UK)*N. Alors il existe v, ..., vy € MUK et w € N tels
que v = vy ...vpw. La condition du théoreme implique que

¢(u) < max{p(vg), ..., ¢(vg), p(w)} < sup p(M* UK UN) , (1.38)

ol la derniere inégalité est la conséquence du fait que vy’ € M“UK® pour tout 0 <1 < k
et w € N. Puisque (1.38)) est vrai pour tout u € (M U K)*N, cela implique (1.37)). [

Lemme 1.24. Soit ¢ une fonction de paiement vérifiant les conditions (@ et (@ du
théoréeme |1.21. Alors pour tous langages M, N C C*,

sup p((M UN)¥) <supp(M“UN®) .

Démonstration. Soit u € (M U N)“. Trois cas sont possibles :
(1) we (MUN)*(M*“UN*) ou

(2) u=wvovivy---, Ol Vg, V2,vy,... € M et vi,v3,05,... € N
(3) u=wvovivy---, Ol vV, V2, vy, ... € N et vy,v3,0s5,... € M.
Dans le premier cas ¢(u) < sup ¢(M*“ U N¥) par le lemme Dans le deuxiéme et
troisieme cas ¢(u) < sup ¢(M* U N¥) par la condition du théoréme [1.21] O

Démonstration du téoréme[1.21. D’aprés le théoréme [1.1§]il suffit de démontrer qu'une
fonction ¢ vérifiant les conditions — est monotone, sélective et séparante.
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¢ est monotone : Soit M, N € Rec(C). Sans perte de généralité on peut supposer

que sup(¢([M])) < sup(¢([N])). Par le lemme [1.22] cela implique que sup(¢(u[M])) <
sup(¢(u[N])) pour chaque u € C*, donc ¢ est monotone.

¢ est sélective : D’aprés le lemme sup(¢p(M*[N])) < sup(¢p(M« U [N])),
ce qui implique par le lemme que pour tout mot u € C*, sup(¢(uM*[N])) <
sup(¢(u(M*® U[N]))), c’'est-a-dire M*[N] T4 M“ U [N].

¢ est séparante : D’aprés le lemme [1.11
[(MUN)*]=(MUN)“U(MUN)* [M]U(MUN)*[N]. (1.39)

Or d’apres le lemme

sup ¢((M U N)*[M]) < sup p(M* UN“ U [M]) et
sup ¢((M U N)*[N]) < sup ¢(M* UN* U [N]),
ce qui, avec implique :
sup ¢([(M U N)*]) < sup 6((M U N)* U[M] U [N]). (1.40)

Or d’apreés le lemme [T.24]
sup ¢((M U N)*) < sup (M~ U N¥) .
Avec (|1.40)), cette derniere inégalité entraine

sup ¢([(M U N)*]) < sup (M U N U [M] U [N])
<sup p([M*JUINT]) ,

ou la derniere inégalité découle du fait que K“ U [K] C [K*] pour chaque langage
K C C*. On en déduit par le lemme que ¢ est séparante. O

1.5.2.2 Fonctions de paiement préfixe—indépendantes

Dans le cas ou la fonction de paiement est préfixe-indépendante les conditions
et du théoreme sont toujours vérifiées et ce théoreme se réduit au corollaire :

Corollaire 1.25. Soit ¢ une fonction de paiement. Supposons que ¢ est préfize—
indépendante et qu’elle vérifie

Yug, u,... € O, ¢(upus---) < sup ¢ ({uo,uQ, N U {u1,us, .. }w) . (1.41)

Alors ¢ est positionnelle pour les jeuxr a un joueur.
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Dans le troisieme chapitre de cette theése, on se penchera en particulier sur la classe
des fonctions de paiements qui vérifie la condition proche de (1.41f), et appelée condition
de séparation :

Yug,u1, ... € C*, ¢(uouy ---) < max {¢(uouz - - ), p(uruz---)} . (1.42)

Le troisiéme chapitre a pour cadre les jeux stochastiques, et on montre dans ce cadre
un résultat proche du corollaire [I.25] : le théoreme [3.17] établit que toute fonction de
paiement préfixe-indépendante et séparante est positionnelle pour les jeux stochastiques
a un joueur. Nous postulons que ce résultat reste vrai sous les hypotheses plus faibles
du corollaire

1.5.2.3 Fonctions de paiement continues

L’ensemble C* peut étre muni d’une structure d’espace métrique. La distance est
définie par Yu = (¢p)neny € C¥ et v = (dp)nen € C¥,

d(u,v) —9- min{neN | cngédn}’
avec la convention min()) = +oco. Dans le cas ou ¢ : C* — R est continue pour cette
métrique, le théoreme [I.21] se simplifie également :

Corollaire 1.26. Soit ¢ une fonction de paiement. Supposons que ¢ est continue et

qu’elle vérifie les conditions et (@ du théoréme c’est-a-dire
Vu € C7, Vg, v1 € C¥, d(vo) < d(v1) = d(uvp) < d(uwvy).
Yue CT Vv e C¥, ¢(uv) < max{p(u®),d(v)}. (1.43)

Alors ¢ est positionnelle pour les jeux a un joueur. De plus, pour toute suite ug, uq, ... €
C*, ¢luouy --+) < sup{o(uy) [ n € N}.

Démonstration. On montre que sous les hypotheses du corollaire [1.26

Yug, u1, ... € C*, dp(uguy . ..) < sup{o(ug), o(uy),. ..}, (1.44)
ce qui entraine la condition du théoréme . Pour prouver , il suffit de noter
que uguq ... = limy, o0 ug . . . Upu;, .1 et que d’apres ,

P(uo - - upty 1) < max{o(ug), . .., p(uy), d(us 1)}
O

1.6 Positionnalité des jeux — exemples

Dans cette section nous appliquons les résultats de la section précédente pour étudier
la positionnalité des jeux introduits dans la section [I.3] Il apparait que dans chaque
cas ou un de ces jeux est positionnel, il est facile de prouver qu’il vérifie soit les criteres
du théoreme [1.21] soit les corollaires [1.25] et [1.26]
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1.6.1 Jeux pour la vérification

Le jeu d’accessibilité est un cas particulier du jeu ¢gyp, et le jeu de Biichi est cas
particulier du jeu ¢jsup. Leur positionnalité sera établie dans la sous—sections suivantes.
La positionnalité du jeu de parité est une conséquence des résultats de la section
toutefois nous en donnons ici une démonstration élémentaire. Rappelons la définition

de ¢parite :

pour cocy --- € {0,...,d}¥,  sup dparite(coc1 - -+ ) = (limsupcy,) mod 2 .
n

Proposition 1.27. [Mos91, [EJ91d, [McN93] Tout jeu de parité est positionnel.

Démonstration. La fonction de paiement ¢parite est préfixe-indépendante, donc on peut
utiliser le corollaire [I.25] pour prouver sa positionnalité pour les jeux a un joueur. On

doit montrer que pour ug,ug,... € {0,...,d},
d’parite(uoul .- ) < (bparite ({an Uz, - . '}w U {u17 ugz, - . }w) . (145)
Si wpuy - - - est de priorité paire, alors @parite(uou1 ---) = 0 et il n’y a rien a prouver. Si

uouy - - - est de priorité impaire, alors a fortiori une des parties v est de priorité impaire,
et dparite(Us) = 1 = @parite(uou1 - -+ ), ce qui donne (1.45)). D’apres le théoréme et
d’apres la symétrie de la définition de ¢parite, cela implique que le jeu de parité est
positionnel pour les jeux a deux joueurs. ]

Proposition 1.28. [l existe un jeu de Miiller a un joueur qui n’est pas positionnel.

Donnons un exemple simple d’un jeu de Miiller non positionnel. Considérons une
aréne composée d'un seul état sur lequel bouclent deux transitions, 1'une étiquetée
par 0 et Pautre par 1. Equipons cette aréne de la condition de victoire F = {{0,1}}
sur alphabet {0,1} : pour gagner, le joueur Max doit voir une infinité de 0 et une
infinité de 1. D’une part, Max possede une stratégie gagnante qui consiste a alterner
entre les deux transitions disponibles, et d’autre part il existe seulement deux stratégies
positionnelles, qui sont toutes deux perdantes, car elles engendrent des parties colorées
soit par 0¥ soit par 1“.

Puisque d’apres le théoréme une fonction de paiement est positionnelle si et
seulement si elle est monotone, sélective et séparante, on sait que la condition de Miiller
ne vérifie pas une de ces propriétés. Il s’avere qu’elle n’est pas séparante : choisissons
M = {0} et N = {1}. Alors d’une part, [M*] = 0¥, [N] = 1¥, donc toutes les parties
de [M* U N*] sont perdantes, mais d’autre part 010101010--- € [(M U N)*] et cette
suite est gagnante, ce qui prouve bien que la condition de Miiller n’est pas séparante.

1.6.2 Jeux du supremum, de I’'infimum et du compromis

Au chapitre[I.3] on a introduit les jeux du supremum, de 'infimum et du compromis.
Rappelons que les fonctions de paiement sont définies comme suit. On fixe un ensemble

59



Chapitre 1. Positionnalité des jeux sur les graphes finis

fini C CR et pour cye1--- € C¥ et o, 8> 0,

dsup(coc1--+) = Sup c;,
$int(coct - .) = inf ¢y,
Gisup(coct - ..) = lim sup Cn,
¢int(cocy - ..) = lim inf ¢,
gé?np(cocl <o) =a-lim sup cn+ - hm inf c,,.

Proposition 1.29. Les fonctions de paiement ¢sup, @int, Plsup, Plinfs Pcomp SONE posi-
tionnelles pour les jeux d deux joueurs.

Démonstration. On prouve tout d’abord que les fonctions de paiements ¢gup €t @inf
sont positionnelles pour les jeux a un joueur Pour cela, on prouve que ces fonctions
vérifient les trois conditions du théoreme [1.21] Remarquons que ces fonctions ne sont
ni préfixes—indépendantes, ni continues, on ne peut donc pas utiliser les corollaires du
théoréme Les conditions @ et (B) sont directement impliquées par les égalités
suivantes, valables pour tout u € C* et v € C¥,

stup(uv) = maX{d)sup(uw)a d)sup (U)}
¢inf(uv) = min{qbinf (uw)’ ¢inf (U)}

Pour prouver (C), on remarque que pour ug,ug,... € CT,

gbsup(uoul ce ) = maX{¢sup(U0U2 t )7 ¢sup(ulu3 T )}
Gint (uouy - - - ) = min{dinf(uouz - - ), Pine (wrusz - -+ ) }.
Les fonctions ¢sup et ¢ins sont donc positionnelles pour les jeux a un joueur. Comme
pour le jeu de parité, la symétrie de ces fonctions de paiement et le théoreme [I.§
impliquent qu’elles sont également positionnelles pour les jeux a deux joueurs.
Prouvons maintenant que les fonctions de paiements ¢isup, @lint €t qﬁcomp sont po-
sitionnelles pour les jeux a un joueur. Puisque qu’elles sont préfixe—indépendantes, on

peut utiliser le corollaire La condition ([1.41)) est une conséquence directe des
égalités suivantes, valables pour tout ug, u1,... € CT :

¢lsup(u0ulu2 ce ) = maX{¢lsup(UOu2 ce )7 ¢lsup(ulu3 s )}

Glinf(Uourug - - - ) = min{rins(uouz - - - ), Prinf(urusz - - - )}

O

Il existe une autre version du jeu de compromis, obtenu par combinaison linéaire
des fonctions de paiement ¢gup et Ging :

¢Comp2 = Q- Qbsup + 5 : ¢inf .
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FiG. 1.5 — Si lorigine de la partie est I’état s, la meilleure stratégie du joueur Max au
jeu qﬁi(’)lme est de choisir la boucle de droite, pour gagner 5+0 = 5, alors que si la partie
débute en t, le joueur Max devrait choisir la boucle gauche, pour gagner 5 — 1 = 4.

a7ﬁ

)
comp2 T €St pas

Proposition 1.30. Si a > 0 et 8 > 0 alors la fonction de paiement ¢
positionnelle pour les jeux d un joueur.

1,1

Démonstration. Nous allons montrer que la fonction ¢ = ¢.;,,,0 n’est pas monotone. (1

est facile d’adapter cette démonstration pour d’autres valeurs a, § supérieures a zéro.)

Examinons aréne donné par la figure[L.5] et choisissons M = 5-—1-0* et N = 1-0-0*.
Alors d’une part sup ¢([M]) = supp(5-—1-0¥) =4 > 1 = supp(1-0-0¥) = sup ¢([N])
mais d’autre part sup¢(5 - [M]) =supp(5-5-—-1-0¥) =4 <5=¢(5-1-0-0¥) =
sup ¢(5 - [N]), ce qui prouve que ¢ n’est pas monotone. O

1.6.3 Jeu total

Rappelons que ce jeu est joué sur une arene dont les transitions sont étiquetées par
des réels C' C R, et que le joueur Max gagne la somme des valeurs vues pendant la
partie. La fonction de paiement, dont les valeurs sont dans R peut étre définie comme :

n
¢roar(coct - -+ ) = limsup Z ¢
=0
ou encore
n
Protal(coc1 -+ ) = hmnlnf Z ci .
i=0

Lemme 1.31. Les fonctions ¢ et rotal sont positionnelles pour les jeuzr a deur
joueurs.
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Démonstration. On montre d’abord que ces deux fonctions sont positionnelles pour les
jeux a un joueur. Dans ce qui suit ¢ désignera une des deux fonctions ¢r— ou @total-
Pour tout mot v € CT, on note 3(u) la somme des éléments de la suite finie de réels u
et X(u[l,1]) la somme des 7 premiers éléments de u. On veut montrer que ¢ vérifie les
trois conditions , et du théoreme La remarque suivante est tres utile :
YueCtetveCv,

$(uv) = X(u) + ¢(v) - (1.46)
L’équation (|1.46)) montre que la condition est vérifiée. D’autre part,
si 3(u) > 0 alors ¢(u®) = 400 donc ¢(uv) < p(u)
si 3(u) = 0 alors ¢(uv) = ¢(v) par (1.46) (1.47)
si 3(u) < 0 alors ¢(uv) < ¢(v) par (1.46),

ce qui prouve que la condition est également vérifiée. Enfin il reste a prouver la
condition (C]). Soit ug,u1,us,... € C*T. Si sup, ¢p(u¥) = +oo alors est évidente.
Seul le cas ou sup,, p(uy) < +oo est intéressant. Dans ce cas

VneN, 3(u,) <0 . (1.48)
Supposons ¢ = ¢—. Alors en groupant les termes dans la définition de ¢,

ota

drr(uouruz - - ) = lim sup (2(u0) + ..+ X(up—1) + ‘e{%na}f( . E(un[l,i])> , (1.49)

et d’apres (|1.48) cela implique,

Prorar(uouruz - -+ ) < limsup a,, ou
n

w - Y(ug) + B(uz) + ... + B(up) + MaXie (1, ju,,of} 2(Unt2[1,17]) sin est pair,
" S(ur) +X(ug) + ...+ X(un) + MaXie 1, junyol} 2(Unt2[1,7]) sin est impair,

On en déduit bien la condition du théoréeme m :
Grsrap(uourug - - - ) < limsup a, = max{limsup ag,, lim sup ag;,+1}
n n n

= max{ppsr(uous - -+ ), Prgpar(urus - -+ )},

ou la seconde égalité est une propriété de la limite supérieure. Si ¢ = ¢yotal, alors on a,

similairement a (|1.49)),

Protal (Uourtig - - ) = lim inf (Z(uo) + .o+ X(u,) + a m}n ) Y(un+1[l, z])) ,
n % peees| Un 41

et on conclut de maniére similaire, en remarquant que
lim inf a,, = min{lim inf ag,, lim inf agy, 41 }.
n n n
Ainsi ¢ et @rotal sont positionnelles pour les jeux a un joueur. Puisque ces deux

fonctions sont 'opposée 'une de l'autre, le théoréeme [I.8|implique que ces deux fonctions
de paiement sont positionnelles pour les jeux a deux joueurs.

O]
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1.6.4 Jeu multi—escompté

Dans la sous—section [[.3:3:2] nous avons défini la fonction de paiement multi-
escompté de la maniére suivante. Chaque transition est étiqueté par un couple (A, z) €
[0, 1[xR, formé d’un taux d’escompte A et d’un paiement immédiat z. Ainsi, C' est un
sous—ensemble fini de [0, 1[xR. La fonction de paiement est

Pmesc((Mos o) (A1, 21) - -+ ) = (1 = Ao)zo + Ao(L — A1)xr + AoA1(1 — Ag)aa + -+ (1.50)

Démontrons maintenant la positionnalité du jeu multi—escompté. Initialement, ce résul-
tat a été démontré par Shapley dans [Sha53|, en utilisant des techniques de point—fixe.
La démonstration donnée ici, qui se base sur les théorémes de la section[I.5] a avantage
d’étre constructive. De plus, elle permet d’établir au passage quelques propriétés qui
nous seront utiles dans la section [I.8

On étend la définition de ¢pese & tout mot fini u € C*, en posant

¢mesc(u) = ¢mesc(u : (O,O)w> . (1.51)

Pour tout mot fini u = (g, zg) - .. (An, Zn) € C*, on pose A\(u) = Ag - -+ A, et pour tout
mot infini v € C¥, on pose A(u) = 0.

Proposition 1.32. La fonction de paiement ¢mesc €st positionnelle pour les jeux a deux
joueurs. De plus, pour tout mot u € CT etv € C¥, et pour toute suite ug,uq,... € CT,
on a

¢mesc (u
¢mesc (UU
¢mesc (UU

¢mesc(uoul te

= (1 = A(w)) - Pmesc(u®),

= Pmesc(u) + A(u) * Pmesc(v),

= (1 - )‘(u)) : ¢mesc(uw) + A(u) : Qbmesc(v)a
< sup {Pmesc(v) | n € N}.

~— — ~— —

Démonstration. On démontre tout d’abord (T.52)). Ecrivons u = (Ao, 20) -+ - (Am—1, Zm_1) €
Ct.

d)mesc(uw) = Z ()‘O[m] T )‘(n—l)[m](l - An[m])xn[m])

neN

= (Z (Ao )\m—l)n) (i Ao Ap—1(1 — )\k)JUk)

neN
1
= mfﬁmesc(u) )
ou i[m] signifie ¢ mod m.
L’égalité (|1.53]) est une conséquence directe de la définition de @mesc, €t ((1.54]) est
une conséquence directe de (1.53)) et ((1.52).
Une remarque essentielle & propos du jeu ¢pesc consiste a établir que la fonction
de paiement @pesc est continue de C* dans R. Soit u = (Ag,x0)(A1,21) - et v =
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Chapitre 1. Positionnalité des jeux sur les graphes finis

(10, 0)(pe1,41) - - - deux mots de C* dont les k premieres lettres coincident. Puisque C
est fini, n = max{\ | 3z € R, (\,z) € C} <1 et a = max{|z|(1 —\) | (\,z) € C} < o0

Alors
a

| Pmesc () — Pmese(v)] < 277k Z nia = 277k .
ieN 1=n
Quand k tend vers +oo, le membre de droite de cette inégalité tend vers 0, ce qui
prouve que @pesc €st continue.

Pour montrer que ¢pesc est positionnelle pour les jeux a un joueur, on peut donc
utiliser le corollaire La propriété est une conséquence directe de et
la propriété est une conséquence directe de . Le corollaire implique
d’une part que ¢mesc €st positionnelle et d’autre part que 1’égalité est vérifiée.

On sait donc que la fonction de paiement ¢pese €st positionnelle pour les jeux a un
joueur. Par symétrie dans sa définition, c’est également le cas de la fonction opposée,
donc le théoreme [1.8] permet de conclure que ¢mesc €st positionnelle pour les jeux a
deux joueurs. O

1.6.5 Jeu du paiement en moyenne

Le jeu du paiement en moyenne se joue dans des arénes dont les transitions sont
étiquetées par des réels. Au jeu du paiement en moyenne, le paiement regu par le joueur
Max est égal a la moyenne de la suite infinie des valeurs vues au cours de la partie. Il
existe principalement deux facons de définir cette valeur moyenne, selon qu’on regarde
la limite supérieure ou inférieure des moyennes partielles. Cela définit deux fonctions
de paiements différentes. Fixons C' C R, un ensemble fini de réels.

¢mean(u) = lim sup,, n%rl Yo

Yu=cper--- € C¥ ..
5 ¢mean (U) = lim 1nfn TLLH Z?:D C; .

La positionnalité de ces deux fonctions de paiement a été initialement démontrée
par Ehrenfeucht et Mycielski [EMT79], et nous redémontrons ce résultat avec nos propres
techniques.

Proposition 1.33. Soit C' C R, fini. Les fonctions de paiement ¢mean €t Ommeanm sont

positionnelles pour les jeux a deux joueurs. De plus, pour toute suite ug,uq,... € CT,
Pmean(uout - - - ) < max{Pmean(uouz - . .), Pmean(urus .. .)} (1.56)

wa(ul)ul ) < sup{qﬁw(u‘;j) |n €N} .

Démonstration. On prouve d’abord les inégalités . Soit x = wouy--- € C¥ ou
chaque u; € CT. Nous notons x; € C le i-éme élément de la suite z. La suite x est

un mélange des mots uguz --- et ujug---, donc il existe une partition (Iy, ;) de N

telle que upuz - -+ = (xp)ner, et et ujus--- = (zp)ner, - Posons I = Ip N {0,...,n} et
'=1n{0,...,n}. Alors, pour tout n € N,
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1.6. Positionnalité des jeux — exemples

1 sz = Z x; + Z x; | car (Iy,I7') est une partition de {0,...n}
n+ =0 el eI
_ g Z {‘ \ Z
n+ 1 | ol ielp +1 zeI”
< max ‘ I"| Z T, n Z x; ¢ (propriété des combinaisons convexes)
i€l ze["

La propriété de combinaisons convexes évoquée pour la derniere inégalité est la
propriété suivante. Soit aq, ..., ax et x1, ...,z des réels tels que pour tout 7, a; > 0 et
tels que ag +- - -+ = 1. Alors minj<;<p{z;} < a1 z1+... + oz < maxyj<<p{x;}.

Dans notre cas : a1 = Tllji‘l et o L}J

En prenant la limite supérieure de cette derniere inégalité, on obtient bien la pre-

miere ligne de (|1.56]).
D’autre part, puisque que x = uguy - - -, il existe une suite d’entiers 0 = ng < n; <
ny ... telle que pour tout n, u; = Tp,Tp, 11 T, ,—1. Alors

nzfl

Zxk < hmlnf— Z k.

CL

¢mean(U0U1 o ) = hHl mf

Or, pour tout j > 0,

1?’L]1 ]1nk+11

;Z:;Z >

J =0 J k=0 i=ny
11

= — (Mk+1 — M) Prmean (uf;)
"j 1=o

—1

J
ng — Nk
= Z Lémean(uf)

k=0

< max {gbw(uf)"), ce gbw(uf_l)}

ou pour la derniére inégalité nous utilisons encore une fois la propriété des combinaisons
convexes évoquée précédemment. On obtient bien la deuxieme partie de .
L’équation prouve que les hypothéses du corollaire sont vérifiées aussi
bien pour ¢mean que pour @mean. On en déduit que les jeux du paiement en moyenne
a un joueur sont positionnels. Le théoréme [I.8] permet de conclure que les jeux du
paiement en moyenne a deux joueurs sont positionnels, ce qui achéve la preuve de cette
proposition. O
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1.7 Génération de nouvelles fonctions de paiement posi-
tionnelles

En partant des fonctions de paiement positionnelles présentées dans la section pré-
cédente, on peut générer a volonté de nouvelles fonctions de paiement positionnelles,
en utilisant plusieurs opérations : la binarisation et ’approximation présentées dans
la sous—section et le produit prioritaire, présenté dans la sous—section [[.7.2] En
utilisant ces opérations, on obtient ainsi une famille trés diverse de fonctions de paie-
ment positionnelles inédites, qui peuvent étre utilisées comme spécification dans des
problémes de synthése de controleurs optimaux (section [1.7.3)).

1.7.1 Binarisation et approximation

La binarisation transforme une fonction de paiement en condition de victoire.

Proposition 1.34. Soit ¢ une fonction de paiement. Supposons ¢ positionnelle pour
les jeux a un joueur, alors les fonctions 1i40v €t 1g>0y sont également positionnelles
pour les jeux a un joueu. Supposons ¢ positionnelle pour les jeuxr a deux joueurs.
Alors les fonctions 1401, 1{s>01, 1{g<0} € lig<oy sont également positionnelles pour
les jeux a deuz joueurs.

Démonstration. Une stratégie optimale pour Max dans le jeu (A, ¢) est optimale pour
Max dans les jeux (A, 114>0)) et (A, 1{4>0}). Une stratégie optimale pour Max dans
le jeu (A, —¢) est optimale pour Max dans les jeux (A, Lig<oy) et (A, Lig<0})- O

En fait, ce procédé de binarisation est un cas particulier d’'un procédé d’approxi-
mation d’une fonction de paiement, décrit par la proposition suivante.

Proposition 1.35. Soit ¢ une fonction de paiement et f : R — R une fonction crois-
sante. La composition des fonctions f o ¢ est appelée une approximation de ¢. Si ¢ est
positionnelle pour les jeur a un joueur (resp. a deux joueurs) alors son approrimation
f o ¢ lest également.

Démonstration. Une stratégie optimale pour Max dans le jeu (A, ¢) est optimale pour
Max dans le jeu (A, f o ¢). O

Dans cette these, nous avons décidé de décrire les différents jeux étudiés via des
fonctions de paiement. Toutefois, un autre formalisme consiste a décrire les préférences
des joueurs par des préordres sur ’ensemble des parties infinies [Owe82], formalisme
que nous avons utilisé dans larticle [GZ05]. Pour l'utilisation que l'on en fait dans
cette these, nous estimons que les quelques gains de généralité obtenus en utilisant ce
formalisme n’aurait pas compensé les pertes de clarté occasionnée par I’abandon d’une
notion aussi intuitive que celle de fonction de paiement.

11, ol « est une condition sur C* désigne la fonction indicatrice de la condition «, pour z € C*,
1.(x) =1 si « est satisfaite et 0 sinon.
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Dans ce formalisme des préordres de préférence, I'opération d’approximation cor-
respond simplement a un quotient de préordre. Dans ce cas, il est clair qu'un couple de
stratégies optimales pour le préordre initial restent optimales pour le préordre quotient.
Ainsi, le seul effet de cette opération de quotient est de faire apparaitre de nouvelles
stratégies optimales. Ce procédé de quotient des préférences ne permet pas vraiment
de faire apparaitre de nouveaux types de jeux.

1.7.2 Produit prioritaire

Nous présentons maintenant le produit prioritaire. C’est une opération binaire entre
fonctions de paiement. Si ¢g et ¢ sont deux fonctions de paiement définies sur des
alphabets Cy et C] respectivement alors leur produit prioritaire est ¢ = ¢g > ¢1 est
défini sur 'alphabet C' = CoUC;. Un mot infini v sur C peut étre de deux types. Soit il
posseéde un nombre infini de lettres de Cj, et dans ce cas la valeur de ¢(u) est calculée
en projetant u sur C§ et en appliquant ¢o a cette projection. Dans le cas contraire, u
posséde un nombre infini de lettres dans C; et pour calculer ¢(u) on projette u sur Cy
et on applique ¢;. Formellement :

Définition 1.36. Soit ¢ et ¢ deux fonctions de paiement sur des ensembles finis de
couleurs Cy et C respectivement. Alors le produit prioritaire de ¢g et ¢1, noté ¢g > 1,
est la fonction de paiement sur I’ensemble fini de couleurs Cy U C4, définie comme suit.
Pour i € {0,1}, on note m; : Cop U Cy; — C; U{e} la fonction

7ri<c):{csic€C'i

€ sinon, ou € est le mot vide.

La fonction m; s’étend naturellement en une projection m; : (Cop U C1)¥ — C° des
mots infinis sur Cy U C7 vers les mots finis ou infinis sur ’alphabet C;. On pose, pour
u € (CoUCh)”,

¢o(mo(u)) si mo(u) est infini,

¢1(m1(u)) sinon.

(o> ¢1)(u) = {

Exemple 1.37. Le produit > est associatif, donc pour ¢, ..., ¢4 des fonctions de
paiement, on peut noter ¢g > ¢1 > --- ¢4 le produit prioritaire de ces fonctions de
paiement. Evidemment, > n’est pas commutatif.

Un premier exemple de produit prioritaire est donné par le jeu de parité. Pour
chaque priorité ¢ € {0,...,d}, posons ¢. la fonction de paiement sur {c}* constante et
égale a 0 si ¢ est pair et égale a 1 si ¢ est impair. Alors

¢parite = ¢d|>¢d—l |>"'[>¢O .

Un exemple un peu plus général est obtenu quand ¢. est une fonction constante a
valeur quelconque sur Ialphabet {c}. Alors on obtient le jeu prioritaire, qui généralise
le jeu de parité.
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Un autre exemple encore plus général est celui du jeu du paiement en moyenne
prioritaire. Pour ¢ € {0,...,d}, soit ¢. la fonction de paiement sur ({c} x R)¥ obtenu
en oubliant la premiére composante ¢ et en appliquant ¢mezg. Alors

Oreanp = Pa > > @o -
L’intérét du produit prioritaire apparait dans le théoréme suivant :

Théoréme 1.38. Soit ¢g et ¢1 deux fonctions de paiement préfizes—indépendantes et
positionnelles pour les jeux & un joueur. Alors ¢g > ¢1 est positionnelle pour les jeux a
UN JOUeur.

Avant de passer a la preuve de ce théoreme, remarquons qu’il a les deux corollaires
suivants. La conjonction des théorémes [I.8] et [I.38 donne :

Corollaire 1.39. Soit ¢q,...¢q des fonctions de paiement préfives—indépendantes et
positionnelles pour les jeux a deux joueurs. Alors ¢poi>- - -I>q est également positionnelle
pour les jeuxr d deux joueurs.

En particulier, en appliquant ce corollaire & I’exemple [I.37] on obtient le résultat
suivant, qui nous sera utile dans la prochaine section.

Corollaire 1.40. Le jeu du paiement en moyenne prioritaire est positionnel.

La preuve du théoréme [I.3§] est basée sur le corollaire [I.20] de caractérisation des
fonctions de paiement positionnelles et préfixes—indépendantes. On utilisera également
le lemme suivant :

Lemme 1.41. Soit C' un ensemble fini de couleurs, D C C un sous—ensemble strict
non-vide de C, w : C¥ — D™ la projection des mots infinis sur C' vers les mots finis
ou infinis sur D et L C C*. Alors (w(L))* = w(L¥) N D“. Supposons de plus que
L € Rec(C) est reconnaissable. Alors [w(L)] = n([L]) N D .

Démonstration. 1’égalité w(L¥) = (w(L))“ s’obtient sans probléme. L’inclusion 7 ([L])N
D% C [n(L)] est vraie, pour L un sous ensemble quelconque de C*. En effet, si chacun
des préfixes d’'un mot u € C* est préfixe d’'un mot de L, alors chacun des préfixes de
m(u) est préfixe d'un mot de 7(L).

Le plus difficile consiste a prouver que [7(L)] C 7([L]), pour L un langage recon-
naissable sur C. Soit A = (S, i, F,T) un automate fini sur C' co—accessible reconnaissant
L. Soit B = (S,i, F',T") 'automate sur D obtenu a partir de A en modifiant F et T de
la facon suivante. Pour s € S, on pose s € F’ si et seulement si il existe un chemin fini
p dans A de source s et de cible un état final ¢t € F' tel que 7(col(p)) = €. Pour ¢ € D
et s,t € S, on pose

(s,c,t) €T <=

il existe un chemin fini p dans A de source s et de cible ¢ tel que w(col(p)) = c.
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D’apres la définition de 77, pour tout s,t € S et u € D*, on montre par induction sur
la longueur de u que :

Il existe un chemin p’ de s a t dans B tel que col(p’) = u

<= il existe un chemin p de s & ¢ dans A tel que m(col(p)) =u . (1.57)

En appliquant ([1.57)) avec I’état initial s = 7 et les états finaux ¢ € F’, on obtient que
B reconnait le langage 7(L). De plus, puisque A est co—accessible, B est co—accessible.
D’apres le lemme [I.12] on en déduit

[w(L)] = {col(p’) | p’ est un chemin infini dans B de source i.}
C {m(col(p)) | p est un chemin infini dans A de source i.}

= 7m({col(p) | p est un chemin dans A de source i.})
=m([L]) -

L’inclusion est par définition de T”, et la troisiéme égalité s’obtient en appliquant le
lemme a I'automate co—accessible A. O

Démonstration du théoréme .38 Soit ¢¢ et ¢; deux fonctions de paiement sur les
alphabets Cy et C7 respectivement, et ¢ = ¢g > ¢1. Puisque ¢g, @1 sont préfixes—
indépendantes, il est facile de voir que ¢ est également préfixe-indépendante. D’aprés
le corollaire ¢ est positionnelle pour les jeux a un joueur si et seulement si, pour
tous langages reconnaissables M, N € Rec(C),

Vw e (MUN)Y, ¢(w) <supp([M]U[N]U MY UN“) . (1.58)

Soit w € (M UN)¥.
Le premier cas que nous considérons est celui ou mo(w) est infini.
Par définition de >, on a

d(w) = ¢o(mo(w)) € ¢o(mo(M) Umo(N))”) . (1.59)

Puisque M et N sont reconnaissables, leurs projections my(M) et mo(N) le sont égale-
ment. Appliquons le corollaire a la fonction de paiement ¢q et aux langages mo(M)
et mo(IN). On obtient

sup go( (mo(M) U mo(N))*) < sup go([mo(M)] U [ro(N)] U (mo(M))* U (mo(N))*)
= sup ¢o(mo([M] U [N] U M* UN¥) N CY)
<sup ¢([M] U [NJUM“UN®) .

L’égalité est une conséquence du lemme [[.41] L’inégalité s’obtient en remarquant que
par définition du produit prioritaire, pour tout mot w’ € (CoUC)* tel que mo(w') € CY,
on a ¢p(w') = ¢o(mo(w')). Cette derniere équation et (1.59) donnent bien (1.58]), dans

le cas ou mo(w) est infini.
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Considérons maintenant le cas ou mp(w) = €. Cela signifie que w € (C1\Cp)*. Soit
C = C1\Cy. Alors
we (MNCHU(NNCH)) . (1.60)

D’autre part, comme M et N sont reconnaissables, M N C* et N N C* le sont aussi et
on peut appliquer le corollaire [1.20] :

sup ¢((M N C*) U (N N CH))¥) < sup¢([M N CTUIN N C*TU (M NCH® U (N N CH))
< sup ¢([M] U [N] U M® U N¥) .

Avec ([1.60), on obtient bien dans le cas ou mp(w) est le mot vide.
Il reste a traiter le cas ou mp(w) est un mot fini. Dans ce cas, il existe un suffixe
w' € (C1\Cp)¥ de w tel que p(w) = Pp(w') et on est ramené au cas précédent.
Finalement, on a prouvé que est vérifiée dans tous les cas, ce qui termine la
preuve de ce théoréme. ]

1.7.3 Une grande famille de fonctions de paiements positionnelles

Considérons la famille F des fonctions de paiement sur C* obtenue en partant des
fonctions de paiement ¢mean, Ormean €t ¢3[;§1p, et en appliquant les opérations d’approxi-

mation et de produit prioritaire. Comme Ppean, Pmean €t gbggﬂmp sont positionnelles et
préfixes—indépendantes, les résultats de ce chapitre impliquent que toute fonction ¢ € F
est également positionnelle et préfixe—indépendante.

On peut montrer que pour toute fonction de paiement ¢ € F et tout mot ultimement
périodique u, la valeur ¢(u) est calculable en temps polynomial. Comme on I’a expliqué
dans l'introduction de ce chapitre, cela implique qu’il existe un algorithme naif qui
permet de calculer les valeurs de tout jeu G = (A, ¢), ainsi qu'un couple de stratégies
optimales. Cet algorithme est de complexité exponentielle en la taille de \A.

Pour les jeux & un joueur muni du paiement ¢uean, il existe un algorithme de
complexité polynomiale, basé sur la programmation linéaire. Cela entraine une question
naturelle : est ce que les valeurs et/ou les stratégies optimales positionnelles des jeux a
un joueur munis d’une fonction de paiement de la famille F sont calculables en temps
polynomial ? Cette question reste ouverte.

Considérons un systeme a événements discrets, dont 'efficacité est évaluée par une
fonction de paiement ¢ € F. Alors d’apres les remarques précédentes, on peut calculer
en temps exponentiel un contrdleur optimal du systéme & événements discrets. Ainsi,
du point de vue du controle quantitatif, F est un langage de spécification décidable.

1.8 Le jeu du paiement en moyenne prioritaire : un cas
limite des jeux multi—escomptés

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux relations entre les jeux multi—escomptés
et le jeu du paiement en moyenne prioritaire. Nous montrons que les jeux du paiement
en moyenne prioritaire sont des cas limites des jeux multi—escomptés, quand les taux
d’escomptes tendent vers 0.
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1.8. Le jeu du paiement en moyenne prioritaire : un cas limite des jeux
multi-escomptés

Dans la section [I.8.1] on explique en quoi nos résultats fusionnent et généralisent
a la fois un des résultats centraux de la théorie des jeux, et des résultats plus récents
de de Alfaro, Henzinger et Majumdar. Dans la section [I.8:2] on montre que si l'on fait
tendre successivement les taux d’escompte d’un jeu multi-escompté vers 0, alors les
valeurs de ce jeu tendent vers les valeurs du jeu du paiement en moyenne prioritaire
(cf. théoreme [1.43)). Dans la section on montre que ce résultat subsiste si les
différents taux d’escompte tendent simultanément vers 0, a différentes vitesses.

Nous fixons maintenant les notations pour ce chapitre et nous détaillons les relations
entre le jeu du paiement en moyenne prioritaire et les jeux multi—escomptés.

Le jeu du paiement en moyenne prioritaire a été introduit dans la section [1.3.33]
et nous rappelons brievement sa définition. Ce jeu se joue sur une arene colorée par un
ensemble fini C' C {0,...,d} x R, et pour u = (cg,xo)(c1, 1) -+ € C¥, la valeur de la
fonction de paiement correspondante est :

¢meanp(u) = ¢mean (xz’oxzj ce )
ou {ip<ii<...}p={ieN|¢=Ilimsupc,} . (1.61)
n

En d’autres termes, la fonction ¢meanp est le produit prioritaire de d fonctions de paie-
ment en moyenne Ppean (cf. section .

Dans I’équation , Si Pmean désigne ¢mean alors Gmeanp €st notée Pmeanp et si
@mean désigne @dmean alors Gmeanp €st notée d)m. Le théoréme montre que cette
distinction n’est pas cruciale.

Nous avons introduit le jeu multi-escompté dans la section [[.3.3.2] nous rappelons
ici sa définition, en modifiant légérement les notations. Ce changement de notation
permet de considérer les taux d’escomptes Ag, ..., A, comme des variables. Nous consi-
dérons dans ce chapitre qu'un jeu multi-escompté se joue sur une aréne A colorée par
un ensemble fini

Cc{o,...,d} xR .
Cette arene est équipée d’une fonction de paiement
Oldsc 1 CY = R,
paramétrée par un d—uplet de taux d’escomptes

A:{0,...,d} —[0,1] .

On utilisera souvent la notation vectorielle A, pour désigner la valeur A(c) € [0, 1]. La

fonction de paiement ¢£{l\gsc associe & u = (¢g, xo)(c1,21) - -+ la valeur :
ng\gsc(u) = Z AcgAer Ay 1 (1= Aey)Tn
neN

D’apres le corollaire et la proposition les fonctions ¢meanp €t (ngri\gsc sont
positionnelles pour les jeux a deux joueurs. Cela entraine en particulier que tout état
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s d'une arene A colorée par C' a une valeur aux jeux (A, dmeanp) €t (A, ¢8§SC). Le
théoreme [I.43] que nous présentons dans la section @ établit que la valeur de s au
jeu (A, dmeanp) est la limite de ses valeurs aux jeu (A, Qf)ni\e)sc)a quand Mg, ..., Aq tendent
successivement vers 1. Le théoréme [I.52] présenté dans la section [I.8.3] établit que ce
résultat est toujours vrai quand A, ..., \g tendent simultanément vers 1, & des vitesses
différentes.

1.8.1 Fusion et généralisation de deux résultats classiques

Nos résultats unifient et généralisent un résultat classique de la théorie des jeux,
qui établit que le jeu du paiement en moyenne est une limite du jeu escompté, et des
travaux plus récents de de Alfaro, Henzinger et Majumdar [{AHMO3].

Le jeu du paiement en moyenne comme limite du jeu escompté. Dans la
section [I.3| nous avons présenté les jeux escomptés et les jeux du paiement en moyenne.
Ces jeux se jouent tous deux dans des arénes dont les transitions sont étiquetées par
un ensemble fini C' C R de réels appelés des paiements quotidiens

Les jeux escomptés sont un cas particulier des jeux multi—escomptés, quand on ne
considere qu'un seul taux d’escompte 0 < A < 1. Pour u = ¢pcq - -- € C¥, la valeur de
u au jeu escompté est

((i)l\s)c(u) =(1-2) Z ANl .

neN
Dans un jeu du paiement en moyenne, le joueur Max recoit la moyenne des paie-
ments quotidiens vus au cours de la partie. C’est un cas particulier du jeu du paiement

en moyenne prioritaire, avec une seule priorité. Le paiement peut étre naturellement
défini de deux manieres différentes :

$mean(coc1 -+ -) = limsup,, g Xl

Vcocl-~-€C‘”,{ .. 1 n
®mean(coc1 - -+ ) = liminf, T e Ci -

Un des résultats majeurs de la théorie des jeux stochastiques établit que la va-
leur d’'un jeu du paiement en moyenne est la limite des valeurs des jeux escomptés,
quand le taux d’escompte tend vers 1 [MNS&I] [FV97]. Dans le cas particulier des jeux
déterministed’] ce résultat s’énonce de fagon suivante :

Théoréme 1.42. [MNS81, [FV97] Soit A une aréne colorée par C C R. Alors les jeuz
(A, dmean) et (A, Pmean) ont méme valeur et

Val(A, (bmean) = li%l Val('A? (b(e?s\g) :

SEn fait, dans le cas des jeux déterministes ce résultat est trés facile & démontrer directement,
par contre le cas général des jeux stochastique nécessite des outils trés avancés en théorie des jeux,
probabilités, analyse complexe et en géométrie algébrique réelle.
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Le p—calcul escompté de de Alfaro, Henzinger et Majumdar. Des travaux
récents de de Alfaro, Henzinger et Majumdar |[dAHMO03] présentent les jeux de pa-
rité comme des limites appropriés de jeux multi-escomptés. Plutét que s’exprimer en
termes de jeux, les auteurs de |[dAHMO3] ont choisi d’utiliser le langage du u—calcul.
Les modeles de ce p—calcul sont les arenes de jeux stochastiques concurrents, ce qui est
plus général que notre cadre de travail, mais on se restreint ici a les interpréter sur des
arenes déterministes a information parfaite.

Nous ne donnerons pas la définition formelle des py—calcul classiques et escomptés, le
lecteur intéressé pourra se référer a [Wil01] pour une présentation du p—calcul classique
et [dAHMO3] pour le p—calcul escompté. Donnons tout de méme une idée intuitive
des différences et points communs entre ces deux p—calculs. Une formule du p—calcul
classique ayant une variable libre s’évalue comme un opérateur monotone sur les sous—
ensembles d’états de 'arene. Le p—calcul classique posseéde deux opérateurs p.x et v.x
qui permettent de clore une telle formule en calculant le plus petit ou le plus grand
point fixe de 'opérateur correspondant. Ce mécanisme peut étre itéré et en général une
formule de pu—calcul s’évalue en calculant une succession de plus petits et plus grands
points fixes imbriqués.

Dans le p—calcul escompté, chaque variable libre est associée a un taux d’escompte
0 < X < 1, et une formule dotée d’une variable libre s’interpréte comme un opérateur
contractant sur les distributions de valeurs S — [0,1], on S est I'ensemble des états
de l'aréne. On dispose d’un unique opérateur de point fixe .z, qui permet de clore
une formule en calculant I'unique point fixe de I'opérateur contractant correspondant.
Comme dans le u—calcul classique, ce mécanisme peut étre itéré et une formule de u—
calcul escompté s’évalue en calculant une succession de points fixes uniques imbriqués.

Le p—calcul escompté semble différer radicalement du p—calcul classique. En effet,
une formule close s’interprete non pas comme un ensemble d’états mais comme une
fonction S — [0, 1] qui associe une valeur réelle a chaque état. De plus, 1’évaluation
d’une formule du p—calcul escompté varie en fonction de la valeur des taux d’escompte
Ao, - - ., Ap associés aux variables x, ..., z, de la formule.

En fait, [{IAHMO3|] montre qu’on peut établir un lien entre p—calcul classique et p—
calcul escompté. Ils montrent que pour certaines formules closes du pu—calcul escompté,
si 'on fait tendre les valeurs des taux d’escompte vers 1, alors la valeur de la formule
de p—calcul escompté tend vers la valeur de cette formule interprétée dans le py—calcul
classique. Pour interpréter une formule de p—calcul escompté comme une formule de
p—calcul classique, on substitue aux opérateurs de point fixe contractant A\.xz des opé-
rateurs de plus petit ou plus grand point fixe p.x ou v.x.

Les liens entre le p—calcul classique et les jeux de parité sont bien connus depuis
le papier [EJ91D], et il est naturel de se demander comment interpréter ce résultat en
terme de jeux. Cette interprétation permet de clarifier la signification des résultats et
d’en obtenir une généralisation intéressante.

Le p—calcul escompté correspond aux jeux munis de la fonction de paiement sui-
vante. Les couleurs sont des priorités, {0, ...,d}, et a chaque priorité ¢ € {0,...,d} est
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associée un taux d’escompte 0 < A, < 1. La fonction de gain est définie par :

o(cpey - Z)\CO Aoy (L= A, zp, (1.62)
neN
ou
0 sila priorité ¢, est impaire,
O P (1.63)
1 sila priorité ¢, est paire.

Le résultat de De Alfaro et al. se traduit de la maniére suivante. Pour toute aréne

A et pour tout état s de cette aréne,
lim - - - lim val(A, ¢)(s) = val(A, ¢parite) (5)- (1.64)
Mol Al
Ainsi, pour tout jeu de parité, on peut construire un jeu multi—escompté tel que la valeur
du jeu de parité est la limite des valeurs du jeu multi-escompté quand les probabilités
d’arrét tendent successivement vers 0.

La classe des formules de p—calcul escompté étudiée par |[dAAHMO3] correspond a
étudier la classe des fonctions de paiement avec les restrictions . Toutefois,
de la facon dont nous avons présenté ce résultat, il semble naturel de se demander ce
qui se passe si I’on n’impose plus la limitation .

Il apparait que si I’on consideére ’équation pour des valeurs de x,, quelconques,
non soumise a la restriction , alors on a toujours convergence de la partie gauche
de . De plus, la limite de la valeur du jeu multi—escompté lorsque les probabilités
d’arrét tendent successivement vers 0 est le jeu du paiement en moyenne prioritaire.
Nous établissons ces résultats dans le théoréme

Ce résultat généralise donc les résultats de [dAHMO3] dans le cadre des jeux non—
stochastiques.

1.8.2 Limites successives du jeu multi—escompté

Le but de cette section est d’établir le résultat suivant.

Théoréme 1.43. Soit A une aréne finie a deuz joueurs colorée par C C {0,...} x R.
Alors les jeur (A, dmeanp) €t (A, Pmeanp) ont méme valeur et :

val(A, dmeanp) = hrn hm val(A, o)) .
AaTl AoT1

Pour prouver ce théoréme, on introduit une famille de fonctions de paiements auxi-
liaires ¢N€ ott e € {—1,0,...,d}, dont les fonctions de paiement ®meanp €t (;51({1\e)sc sont
deux extrémes.

Afin de définir les fonctions de paiement ¢ e € {—1,0,...,d}, on introduit
quelques notations supplémentaires.

On pose
[TgA(es) siu=(eg,x0) - (en,zn) € C*.
Au) =140 si w € C¥ est un mot infini,
1 si u = € est le mot vide.
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Pour tout mot fini ou infini u = (eg, zg)(e1,x1) - - - € C et tout entier e € {—1,0,...,d},
on note u[> €] le mot fini ou infini obtenu & partir de u en effagant les lettres (f,x)
telles que f < e, c’est-a-~dire

(f,x) sif>e,

€ sinon.

u[>e] = mse(u) o ms((f,x)) = {

Définition 1.44. Pour toute priorité e € {—1,...,d} et tout mot u € C¥, le paiement
¢N# (1) est définie par :

oMV (u) = dQL(u[> €]) + Au[> €]) - fmeanp(u) - (1.65)

Notons tout de suite que si e = —1 alors pour tout u € C¥, u[> —1] = u et, puisque
w est infini, A(u) = 0. Donc
¢(>\),—1 — ¢(>\)

mesc

Dans le cas ot u[> e] = € dans la formule ci-dessus alors ¢gﬁ\gsc(u[> e]) =0 et A(u[>
e]) = 1. Or pour tout u € C¥, u[> d] = €, ce qui montre que

¢(A%d

= ¢meanp .
Notre but principal dans cette sous—section est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 1.45. Les fonctions de paiement ¢N€, —1 < e < d, sont toutes position-
nelles. Soit A une aréne finie étiquetée par C, s un état de A et e € {—1,0,...,d}.
Alors

lim val(A, ¢N€)(s) = val(A, gt (s) (1.66)

Ae+1T1

Evidemment le théoréme [1.43 découle directement du théoréeme [1.45] Le lemme
suivant généralise la formule (1.53|) de la proposition :

Lemme 1.46.
Vue Ct o e €, ¢ (uo) = g0k (ul> €]) + Au[> e)) gV (v) . (1.67)

Démonstration. En effet, par définition de ¢V,

1 (uv) = $ke (uv)[> €]) + A((uwv)[> €]) dmeanp (uv). (1.68)
D’une part, puisque (uv)[> €] = u[> e]v[> €], on a par (1.53),
Bhase (w0)[> €]) = Sl (ul> €]) + Au[> e))g{ke (v]> €]). (1.69)

D’autre part, A(uv) = A(u)A(v) et Pmeanp est préfixe-indépendante donc

A((uv)[> €])Pmeanp(uv) = A(u[> e)A(v[> €])pmeanp (v)- (1.70)

En substituant (| et (| - ) dans , on obtient 1’égalité annoncée. O
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Lemme 1.47. Pour tout e € {—1,0,...,d— 1} et Vu € C* et Vv € CT,

lim M€ (up?) = pMNeH (o) (1.71)
Aetill

Démonstration. Prouvons d’abord que pour tout mot fini w € C*,

ABrrflTl Mw[> e]) = Mw[> e+ 1)) (1.72)
et
)\hInTI ¢I(1$e)sc(w[> 6]) = ¢I(1i\e)sc(w[> e+ 1]) : (173)

Soit w = (eg, xo) - - - (en, ) € CF. Alors

AMw[>e]) = H Ae) —— Ae) = AMw[>e+1]) ,
0<i<n AetaTl 022y
e;>e e;>e+1

ce qui montre (1.72)).

D’autre part, nous avons

Fhosc(W[>e]) = D (1_)\(61'))( I1 /\(ej)) Ti -

0<i<n 0<j<i; e;j>e
e;>e

Dans cette somme, tous les termes indexés par i tels que e; = e + 1 tendent vers 0
quand Ay tend vers 1, donc on obtient ((1.73]).
Maintenant nous allons démontrer que pour tout mot fini v € CT,

lim ¢Me(v?) = pMNett (@) (1.74)
)\e-‘rlTl
Soit v = (e, zg) - - - (€n, ) € CT et f = max{ey,...,e,} la priorité de v*.

Pour démontrer (1.74)) nous allons considérer trois cas.

Cas (i) : e+1 < f. Puisque v posséde au moins une lettre de priorité f et que f > e,
le mot v[> e] est non vide, donc v¥[> €] est un mot infini. Alors A(v*[> e]) = 0 et par
définition de ¢M€ on a

6 (0) = 00> ) = Tk ) (17)

ou la derniere égalité est une conséquence de .
Comme e 4+ 1 < f et que le mot v posséde au moins une lettre de priorité f alors
v[>e+ 1] #eet
Av[>e+1]) < 1. (1.76)
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Finalement,

lim ¢Me(¥) = ! oM (][> e+1]) dapres ([1.75), ([1.72), (1.73) et (L.76)

Aes1ll 1—=Av[>e+1])

= 0% (v[> e+ 1)) d’apres ((1.52))
— Qg(/\),eﬂ(vw)’

cette derniere égalité étant obtenue similairement a (1.75]). Ceci termine la démonstra-

tion de ((1.74)) dans le cas (i).

Cas (ii) : e+ 1= f. Dans ce cas, v[> €] # € donc A(v[> €]) < 1et AN(v“[>e¢€]) =0
et les mémes égalités sont valable que dans le cas (i). Soit 79 < ... < i les
indices i € {0...n} tels que ¢; = f = e+ 1. Alors v[> ¢] = (f,x;,) - (f,xi,), donc
Av[>€]) = )\I}H et

1 koo
A)el, wy R .
™ (U)_l—)\lfcﬂz)‘i”(l_)‘f)'mlj_ /\k+1z)‘ " Lig
_ Z 1 &
_1+)\f+ Y VY k+14
= Pmean (7 (v¥)) = qﬁmeanp(v“) car v est de prlorité f
— d)()\),e—{—l(vw)’

cette derniére égalité étant obtenue par définition de ¢Me+! et car v*[> e + 1] =

On obtient bien (|1.74]).
Cas (iii) : e > f. Dans ce cas, v’[> ¢] = € donc par définition de ¢():°,

(Z)()\Le(vw) = (bmeanp(vw) = ¢(A)7e+1 (’l}w),

cette dernicre égalité étant obtenue par définition de ¢Met! et car wW[> e+ 1] =

Ceci donne bien (|1.74)).

Pour terminer la démonstration du lemme m prenons u € C* et v e C7.
On se ramene au cas u = €. En appliquant le lemme [I.46] nous obtenons

¢V (uv) = ke (ul> €]) + Aul> ¢])pM(v*) .
Avec ([1.72), (T.73)) et (1.74) on en déduit :
lim oW (un®) =gl (ul> e+ 1]) + Au[> e + 1])gM <+ (%)
— et () par (L7,
ce qui achéve la preuve de 'égalité et du lemme m O
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Lemme 1.48. Pour tout u € CT et v € C¥,

N (uv) = (1= Au[> €])) - oM (u?) + Au[> €]) - gV (v) . (1.77)
Démonstration. Par le lemme [L.46]

¢V (uv) = Qe (ul> €]) + Au[> e])pM*(v) . (1.78)
Mais le méme lemme [L.46] donne aussi

¢V (w?) = oM (uu) = ¢Q (ul> €]) + Au[> e])pM*(u®)

c’est-a-dire
s (ul> €]) = (1= Au[> ¢])g™M“(u?)

Avec on obtient bien (L.77). O

Proposition 1.49. Les fonctions de paiement ¢N€, e € {-1,0,...,d}, sont position-
nelles pour les jeux a deur joueurs.

Démonstration. Comme (ﬁ(’\)’_l = ¢§$(ZSC, on sait déja par la propositionque gzﬁ(’\)’_l
est positionnelle pour les jeux & deux joueurs. De méme, la positionnalité de ¢4 =
Pmeanp est établie par le corollaire [1.40}

Montrons maintenant que pour e € {0,...,d— 1}, le paiement dN)€ est positionnel
pour les jeux a un joueur. Il suffit de prouver que le paiement o€ vérifie les trois
conditions

Yu € C*,Yg,v1 € C¥,  d(vg) < p(v1) = P(uvg) < ¢p(uwvy) (A)
Vu e Ot Yo e C¥, P(uv) < max{d(u®),p(v)} (I5)
Vo, ur,... € O, Blugus ) < sup ¢({uio, uz, . }* U fun, s, 1) (@

du théoréme .21

Notons d’abord que est une conséquence immédiate du lemme et
est une conséquence immédiate du lemme qui établit que ¢(/\)’e(uv) est une com-
binaison convexe de ¢M€(u®) et ¢ (v).

Il reste & prouver que pour tout e € {—1,...,d}, p*N)€ vérifie . Soit ug, u1,... €
Ct et soit f,g € {0,...,d} les priorités respectives des mots ugus - -+ et ujug---. On
considére deux cas.

Premier cas : max{f,g} > e. Dans ce cas, le mot ug[> e]ui[> €]--- est infini, donc

Mug[> elui[>e]---)=0et

¢ (uguy -+ ) = Q) (uo[> eur[> €] ---) par définition de ¢
< sup {qbl(ﬁ‘gsc((unb e))?) | n e N u,[>e] # e} d’apres
= sup {(b()‘)’e(u‘,;’) | n e N ju,[>e] # e} par définition de M)

< sup {6 (u) [n €N}

ce qui termine la démonstration de la condition (C|) dans ce cas.
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Second cas : max{f,¢g} <e. On serameéne tout d’abord au cas ou, pour tout n € N,
up[> €] = €. Puisque max{f, g} < e, 'ensemble {n € N | u,[> €] # €} est fini, soit N
son maximum. En appliquant le lemmeplusieurs fois, on déduit que ¢ (uguy - - -)
est une combinaison convexe des valeurs

{oW@s) I n < N[> €] # ef U {6 (unsruniz )}
Cela prouve que
oMV (ugus -+ ) < max{eMe(uf), ..., eV (uR), SV (unrunia )t (1.79)

Puisque pour tout n > N + 1, u,[> €] = ¢, il suffit donc maintenant de prouver
dans le cas ou
pour tout n € N, wu,[>e] =€ . (1.80)

Dans ce cas, on a par définition de qb()‘)’e,
SN (ugur -+ ) = Pmeanp (tous -+ ). (1.81)

Soit
h = max{f,g} .

Ces deux derniéres équations impliquent :

¢(/\)’e(uou1 te ) = ¢mean(7rh(u0)7rh<u1) T ) : (1'82)

On distingue entre lescasou h=f > g, f<g=het f=¢g=h.
Dans le premier cas, il existe un nombre fini d’indices impairs 2n 4+ 1 tels que
7h(u2n+1) # €. Par préfixe-indépendance de ¢mean, cela implique

Cbmean(ﬂ'h(UO)ﬂ'h(ul)Trh(u2) c ) = ¢mean(77h(u())7rh(u2)77h(u4) to ) .
Avec , on obtient :

¢(>\)’e(u0u1 .o.) = Omean(Tn(uo)Th (u2)mh (Ug) - - )
= Pmeanp (UoU2 - - ) car la priorité de ugug--- est h = f

= ¢M e (ugug - - ) car (uouz ...)[> €] = e par (1.80),

ce qui implique @
Le cas ou f < g = h est similaire.

Si f =g = h, alors d’apres (1.82)) et la proposition m

¢(A)76(U0U1u2 “+) = Pmean(mh(uo)mh(u1)mh(u2) . . .)
(

_ {S max{gsmean(ﬂ-h(uO)ﬂ-h u2) t )a ¢mean(7rh(u1)77h(u3) t )} si ¢mean = qu y
< sup {@mean (71 (un))?) | n € N} Si Pmean = Pmean -

79



Chapitre 1. Positionnalité des jeux sur les graphes finis

Cette derniére distinction vient du fait que @mean €St une notation qui désigne soit
la fonction de paiement ¢mean SOit la fonction de paiement ¢mean. Dans les deux cas
cela implique que les fonctions ¢*)-¢ vérifient la condition @ Cela acheve la preuve
de positionnalité de ¢*)¢ pour les jeux & un joueur. Par symétrie, —¢p)€ est aussi
positionnelle pour les jeux a un joueur, donc par le théoréme la fonction M€ est
positionnelle pour les jeux a deux joueurs. Cela achéve la preuve de la proposition [1.49

O

Lemme 1.50. Soit ¢ une fonction de paiement positionnelle pour les jeuxr d deux
joueurs et (o7, 7%) un couple de stratégies positionnelles pour les joueurs Max et Min
dans un jeu G = (A, ¢). Supposons que o7 et 7% sont optimales au jeu G dans la classe
des stratégies positionnelles, c’est-a-dire, pour toutes stratégies positionnelles (o, T),

d(pa(s,0,7%)) < d(pals, 0¥, 7)) < d(pals, 0¥, 7)) .
Alors o et 7% sont optimales au jeu G.

Démonstration. Prouvons par exemple que sous les hypothéses du lemme, o7 est op-
timale. Par symétrie, on en déduit que 7# est également optimale.

Notons A[7#] I’aréne & un joueur obtenue & partir de A en restreignant les mouve-
ments du joueur Min & ceux autorisés par sa stratégie positionnelle 7#. Par hypothése,
¢ est positionnelle donc Max posséde une stratégie positionnelle o’ optimale au jeu
(A[T7], ¢). Soit o une stratégie quelconque du joueur Max et s un état de A. Alors

d(pa(s,o,77)) = ¢(pA[T#](S, 0)) par déf. de .A[T#]
< ¢(Pap# (s a')) par optimalité de ¢’ dans (A[r7], ¢)
= ¢(pa(s,o’, 7)) par déf. de A[r#]
< p(pa(s, ot 7)) car o’ est pos. et par hypothése.
Cela prouve que o est optimale au jeu G. O

Proposition 1.51. Soit C' un alphabet de couleurs, (¢n)nen une suite de fonctions de
paiement sur C¥ et ¢ une fonction de paiement sur C*. Supposons que ¢ ainsi que
chacune des fonctions ¢, sont positionnelles pour les jeuxr a deux joueurs. Supposons
également que pour tout mot ultimement périodique uv®”, ¢p(uv®) = lim, o0 Pp(uv®) .
Alors pour tout état s d’une aréne fini A colorée par C,

Jim val(A, ¢n)(s) = val(A, ¢)(s) . (1.83)
Démonstration. Soit A une aréne colorée par C. Pour chaque n € N, soit o7, 77 des
stratégies positionnelles optimales pour le joueur Max et Min au jeu (A, ¢n,).

Supposons tout d’abord que la suite (077, 7.7 ),en est constante égale & un couple(a™, 77),

et montrons que dans ce cas

o et 77 sont optimales pour le jeu (A, ¢) et val(A, ¢) = 1}Lnolo val(A, ¢n). (1.84)
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1.8. Le jeu du paiement en moyenne prioritaire : un cas limite des jeux
multi-escomptés

D’apres le lemme m il suffit de montrer que (O'#, T#) est optimale dans la classe
des stratégies positionnelles. Soit 7 une stratégie une stratégie positionnelle. Alors
puisque dans une aréne finie, une partie consistante avec des stratégies positionnelles
est ultimement périodique, on a par hypothese :

Qb(pA(SaU#’T)) = nhlgo ¢n(pA(S’U#7T))
> lim ¢n(pA(S’o-#vT#)>

n—oo

= gb(p.A(S’ 0-#7 7_#)) :

L’inégalité vient du fait que o7 et 7# sont optimales au jeu (A, ¢,,). Cela montre que
7% est optimale pour le jeu (A, ¢). Par symétrie, on en déduit que o# est également
optimale pour ce jeu. Cela entraine

val(A, ¢)(s) = ¢(pals, o, 7'#))

= lim ¢p(pa(s,o™,77%)) par hypothese
= lim val(A,6)(s) car (o#,7#) = (o, )

On obtient bien ([1.84]).

Considérons maintenant le cas général. Puisqu’il y a un nombre fini de couples de
stratégies positionnelles, la suite (07,77 ),en prend un nombre fini de valeurs diffé-
rentes. Il existe donc un entier N € N et une partition (Ny,...,Ng) de {N,N +1,...}
tel que pour i € {1,...,k}, N; est infini et la suite (077,77 ),cn, est constante. Clai-

rement, pour tout ¢ € {1,...,k}, la suite (¢ )nen, vérifie les hypotheéses du théoréme.
D’apres (1.84), on en déduit que

val(A,¢) = lim  val(A, ¢p) .
n—oo,nEN;
Comme (Ny,..., N) est une partition de { N, N +1,...}, on en déduit que val(A, ¢) =
lim,, .~ val(A, ¢,,), ce qui termine la preuve. O

On peut maintenant terminer la

Démonstration du théoréme[I.75 La positionnalité a été démontrée dans la proposi-
tion La deuxiéme assertion du théoréme découle du lemme et de la proposi-
tion [L51] O

1.8.3 Limites simultanées du jeu multi—escompté

Dans la section précédente, on a montré que si ’on fait successivement tendre les
probabilités d’arrét du jeu multi-escompté vers 0, les valeurs des états du jeu tendent
vers leurs valeurs dans le jeu du paiement en moyenne prioritaire. Cela reste vrai si les
différentes probabilités d’arrét tendent vers 0 simultanément, la vitesse de convergence
augmentant avec la priorité.
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Théoréme 1.52. Soit (f,)nen une suite de fonctions, (3, : {0,...,d} — [0,1], telle
que
— pour toute priorité e € {0,...,d},

Bn(e) ——0 (1.85)

n—oo

— pour toute priorité e € {0,...,d — 1},

Bn(e) = ooo(ﬁn(e—i—l)) i (1.86)

n—

Pour tout n € N et e € {0,...,d}, on définit un taux d’escompte
An(e) =1 = Bp(e).
Alors pour toute aréne A a4 deuzx joueurs,

Val(Av qbgr)l\ens)c)(s) m val(A, ¢meanp)(5)'

Démonstration. D’apres la proposition et le corollaire les fonctions ¢8§SL et
®meanp sont positionnelles. D’apres la proposition il suffit de prouver que pour
toute partie ultimement périodique uv*,

Qb()\n) (uvw) —_— ¢meanp(uvw)- (187)

mesc N 00

On considére d’abord le cas ot u = €. Le mot v s’écrit v = (eg, zg) - - - (e, Tm,). Soit
f = max{eq,...,en} la priorité de v et ig < ... < iy les indices i € {0, ..., m} tels que

e = f. D'aprés (L52),

1
(An) (@) — (An)
¢mesc(v ) 1 — )\n(’U) ¢mesc(v)
1

ORI

1 =X (v) =1—=Ap(eg) - Anlem)
=1- )‘n(f)kJrl( H Anl(ei))

0<i<m
e;<f

= 1= X()F +o(1 = Mu(f))-
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multi-escomptés

= | 2 Anleo) - Anlesn) (1= An(f))ai | +o(1 = An(f))

k
= (1= Au(f)) (Z An(€0) - -+ An(ei;—1)mi; + 0(1)) :
=0

On en déduit que

(An) ()W) — 1_)\n(f) i -1,
¢mesc(v ) - 1— )\n(f)k-i—l + 0(1 o An(f)) = An(f)] 1 .ZL‘ZJ- + 0(1)
1 k
n—o00 mj:o L
= ¢mean(7rf(v)w)
= ¢meanp (Uw)a

ce qui prouve (|1.87)) dans le cas ol u = .
Si u # €, on se ramene au cas précédent grace a la propriété (1.54)), qui donne :

e (o) = (1= () Qe (u?) + An () o (v*).

Puisque Ay, (u) — 1 et en utilisant (1.87) dans le cas oul u = €, on obtient

¢§r)1\gs)c(uvw) P ¢meanp(vw)

= Pmeanp (UV") par préfixe-indépendance de @meanp,

ce qui acheve la preuve du théoreme.
O

Le théoreme [[.52] permet de généraliser un résultat de Blackwell. En effet, pour tout
réel 0 < g < 1, posons :
)‘5(0) =1- ﬁd+17

)\,3(1) =1- /Bd)
et \
o5 = Qe .
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Chapitre 1. Positionnalité des jeux sur les graphes finis

Alors le théoreme montre que quand [ tend vers 0, les valeurs du jeu (A, ¢g)
tendent vers celles du jeu (A, ¢meanp). Dans [GZ06], nous montrons que non seulement
les valeurs convergent, mais qu’en plus il existe des stratégies positionnelles qui sont
uniformément optimales, pour § suffisamment proche de 0.

1.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une caractérisation des fonctions de paiement
positionnelles. Nous avons utilisée cette caractérisation afin de définir une nouvelle
famille de fonctions de paiement positionnelles, et afin de présenter les jeux du paiement
en moyenne prioritaire comme des limites du jeu multi—escompté.

Il est naturel d’essayer d’étendre ces résultats au cadre des jeux stochastiques. C’est
le but du chapitre [3] dans lequel on montre que plusieurs des résultats de ce chapitre
restent vrais. Précisément, le théoréme de transfert [I.8] des jeux & deux joueurs vers
les jeux a un joueur reste vrai. D’autre part, on peut donner des conditions générales
pour assurer la positionnalité d’une fonction de paiement pour les jeux stochastiques
(théoréeme . Enfin, en ce qui concerne les lien entre jeux multi-escomptés et du
paiement en moyenne prioritaire, il semble que les résultats de la section [L.8| puisse étre
étendu au cadre stochastique, cela fait I'objet d’un travail en cours.

Précisons qu’on peut raffiner les résultats de la section [1.§], en étudiant les relations
entre stratégies optimales aux jeux multi—escomptés et du paiement en moyenne prio-
ritaire. Précisément, on peut étendre la notion de Blackwell optimalité au cas des jeux
multi-escompté. Ces résultats sont présentés dans [GZ06].

Pour conclure, la figure [1.6] dresse un tableau de quelques unes des fonctions de
paiements positionnelles présentées dans cette these, ainsi que leurs relations.
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1.9. Conclusion

Multi-escompté

lim €p
Escompté
Mean-payoff prioritaire
lim
cp
Compromis cp Mean-payoff
red
P app
Parité
Limsup/liminf Total
cp app
cp
Biichi
app
Sup/inf
red P
Accessibilité

FiG. 1.6 — La grande famille des fonctions de paiements positionnels, et leurs relations.
cp signifie “est un cas particulier”, lim signifie “est un cas limite”, app signifie “est
une approximation”, et red signifie “peut se réduire a”.
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Chapitre 2

Positionnalité des jeux sur les
graphes infinis

Résumé. Ce chapitre a pour cadre les jeux joués sur des systemes de transitions
infinis de degré fini. On présente plusieurs exemples de jeux qui admettent des stratégies
optimales positionnelles. Ces résultats permettent d’obtenir des résultats de décidabilité
dans le cas ou le systeme de transition est le graphe des configurations d’un automate
a pile.

Dans la section [2.2] nous présentons le jeu de parité avec un nombre infini de prio-
rités, noté Pary, et le jeu d’exploration, noté Exp, ainsi que leurs combinaisons boo-
léennes, notées Exp U Parq, et Exp N Pary. Les fonctions de paiements de ces différents
jeux ne prennent que deux valeurs : 0 ou 1. Un état de valeur 1 est appelé un état
gagnant, et une stratégie optimale est appelée une stratégie gagnante.

Dans la section nous prouvons que les deux joueurs possedent des stratégies
gagnantes positionnelles au jeu Exp, au jeu ExpUPary, et dans certains cas au jeu
Par,,. Concernant le jeu Exp N Parg, nous prouvons également que le joueur Min a des
stratégies gagnantes positionnelles, et décomposons certaines stratégies gagnantes du
joueur Max en un nombre fini de stratégies positionnelles.

Dans la section on s’intéresse au cas particulier ou le systeme de transition
est un graphe d’automates a pile. En s’appuyant sur ’étude des stratégies gagnantes
effectuée dans la section on montre que les ensembles des états gagnants aux jeux
Exp, Exp U Pary et Exp N Pary sont des ensembles reconnaissables de mots finis, et on
construit des automates alternants reconnaissant ces ensembles.

2.1 Contexte et motivations

Les automates a pile sont un modele naturel de processus utilisant des appels ré-
cursifs. A tout automate a pile est naturellement associé un graphe dont les sommets
sont les configurations de 'automate a pile (état de controle et contenu de pile), et les
transitions correspondent aux transitions de ’automate. La classe correspondante est
appelée classe des graphes context—free.
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Une propriété fondamentale des graphes context—free a été établie par Miiller et
Schupp, qui ont montré que la logique monadique du second ordre est décidable pour
cette classe de graphes [MS85].

Le résultat de Miiller et Schupp a ouvert la voie au model-checking des systémes
a pile, ou de maniere équivalente, a la résolution de jeux de parité sur des graphes
d’automate a pile. L’ensemble des états d’un tel jeu est exactement 1’ensemble des
configurations — contenu de la pile et état de controle — de 'automate a pile étudié,
et les transitions du jeu correspondent aux transitions de 'automate.

La résolution des jeux de parité sur des graphes d’automates a pile a attiré ’at-
tention de nombreux auteurs. Les premiers résultats dans le domaine des jeux sur
automates a pile ont été obtenus par I. Walukiewicz. Dans [Wal96, WalO1] est pré-
senté un algorithme permettant de décider si une configuration donnée est gagnante
au jeu de parité. Cet algorithme est basé sur une réduction du jeu a pile vers un jeu
a nombre d’états fini. Le cas des jeux d’accessibilité a été ensuite partiellement amé-
lioré par A. Bouajjani, J. Esparza et O. Maler, qui ont présenté dans [BEM97] un
algorithme “symbolique”, au sens ou il calcule ’ensemble des positions gagnantes, sous
forme d’un automate de mots finis. Une telle description est possible car une configu-
ration d’un automate a pile est essentiellement décrite par un mot fini sur I’alphabet
de pile, auquel on rajoute ’état de controle. Peu apres, O. Kupferman et M. Vardi ont
introduit la notion d’automates alternants d’arbres bidirectionnels sur les arbres infi-
nis [Var98| [KV00, KPV02, PM03, [CacO2b]. En se basant sur cette notion, ces auteurs
ont montré que les résultats de [Wal96] pouvait étre réinterprété en terme de non—
déterminisation de ces automates bidirectionnels. D’un point de vue combinatoire, les
algorithmes obtenus sont semblables, néanmoins l'interprétation en termes d’automates
d’arbres bidirectionnels a I’avantage de clarifier ’algorithme. T. Cachat et O. Serre ont
ensuite appliqué les techniques de Bouajjani et al. afin d’obtenir des algorithmes sym-
boliques pour les jeux de parité [Cac02al [Ser03].

Le probleme du model—checking du p—calcul sur les graphes a pile étant réglé, deux
directions de recherches se sont alors imposées.

Une premiére direction a consisté a étendre ces résultats a des classes de graphe plus
riches, comme les graphes préfixe—reconnaissables [Cac02c], ou les graphes d’automates
a piles de piles [Cac03].

Remarquons que tous les résultats de décidabilité cités jusqu’ici sont des corollaires
de la décidabilité de la logique monadique du second ordre (MSO) sur les graphes de
la hiérarchie de Caucal.

La seconde direction de recherche est sortie du cadre MSO, en s’intéressant a de
nouvelles spécifications, prenant en compte la nature des processus a pile [CDT02]
BSWO03|, [Gim04, [Ser04]. Le premier pas dans cette direction a été fait dans [CDT02],
ou les auteurs ont introduit une spécification sur le comportement de la pile. Cette
condition que 'on appelle condition d’explosion stricte, et que ’on note Exps, spéci-
fie qu’une partie est gagnée si et seulement si la hauteur de pile tend vers 'infini, ce
qui correspond intuitivement & des “stack overflow error”. La condition Exps est tres
différente de la condition de parité. En effet, la condition de parité est de complexité
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2.1. Contexte et motivations

borélienne A, alors que la condition Exps est de complexité Zgﬂ Dans [CDT02], les au-
teurs décrivent un algorithme symbolique qui calcule I’ensemble des sommets gagnants
Par la suite, [BSW03] a introduit une condition appelée “unboundedness”, notée Unb.
La condition Unb stipule qu'une partie est gagnée si et seulement si la hauteur de la
pile est non bornée. au jeu Exps. Dans [BSW03], les auteurs présentent des techniques
de jeux—réductions qui permettent de calculer les gagnants a des jeux équipés de com-
binaison booléenne de la condition Unb et de la condition de Biichi. Dans [Gim04],
nous avons étendu les résultats de décidabilité de [CDT02, BSW03] au cas de combi-
naisons booléennes de la condition Unb et de la condition de parité, en utilisant des
techniques d’automates d’arbres proches de celles de [Var98, [PMO03]. Enfin le dernier
résultat en date a été obtenu dans [Ser04]. En utilisant des techniques de jeu-réduction
proches de [Wal96], 'auteur a introduit une famille de conditions de victoire de com-
plexité borélienne arbitraire et décrit un algorithme calculant le gagnant a partir d’une
configuration donnée.

Pour résumer cette abondante bibliographie, plusieurs conditions de victoire spéci-
fiques aux jeux sur des automates a piles ont été introduites (Unb, Exp, Exps, Exp N Parg, Exp U Parg),
ainsi que les algorithmes permettant de résoudre les jeux correspondants.

Dans le cas du jeu de parité, la mise au point d’un tel algorithme repose sur le fait
que les deux joueurs d’un jeu de parité possedent des stratégies gagnantes positionnelles,
c’est-a-dire sans mémoire.

Pour les nouvelles conditions liées au comportement de la pile, il a également fallu
dégager la structure des stratégies gagnantes et des ensembles gagnants. Un premier
ensemble de résultats a été établi successivement dans [Cac02al, BSWO03|, [Gim04] : les
jeux Exps et Unb sont positionnels et le jeu Unb U Pary est positionnel.

La structure du jeu Unb N Pary est plus complexe et pour I’étudier nous avons choisi
de nous abstraire du cadre des jeux a pile et de considérer en toute généralité la classe
des graphes infinis de degré fini H La condition Exps s’étend sans difficulté a cette classe
plus générale de graphes, en conservant la méme définition : une partie est gagnante si
elle ne passe qu’un nombre fini de fois par chaque état. En ce qui concerne la condition
Unb, nous l'avons étendue en une condition appelée condition d’exploration et notée
Exp, qui stipule qu’une partie est gagnante si elle visite un nombre infini de sommets
différents. Dans ce cadre généralisé, il nous est également apparu naturel d’étudier une
généralisation de la condition de parité aux cas d’une infinité de priorités. Cette derniére
condition est notée Par.

A propos des jeux sur les graphes infinis de degré fini, nous avons obtenus plusieurs
résultats, publiés dans [Gim04] et dont les énoncés et démonstrations sont donnés dans
la suite de ce chapitre. Tout d’abord les jeux Exp, Exps, Exp U Pary, sont positionnels
(cf. théoréme et corollaire . Dans le cas ou chaque priorité étiquette un nombre
fini de sommets, le jeu Pary, est également positionnel (cf. sous—section . Dans
le cas ot il n’y a qu’un nombre fini de priorités, le joueur 1 a également une stratégie
positionnelle gagnante dans le jeu ou la condition de victoire est du type Exp NPary

IPrécisément, il est prouvé dans [CDTO02] qu’il existe un langage ¥3—complet reconnu par un auto-
mates & pile déterministe muni de la condition d’acceptation Exps.
2C’est A dire que chaque sommet est la source ou la cible d’un nombre fini de transitions.
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(cf. théoréme [2.20). Enfin, nous avons obtenu une caractérisation de I’ensemble des
positions gagnantes du joueur 0 au jeu Exp N Pary (cf. théoréme .

En se basant sur les résultats théoriques précédents, on obtient des résultats de
calculabilité dans le cas particulier ou I'aréne est le graphe d’un automate a pile. Ainsi,
pour chacun des jeux Exp, ExpUPar; et ExpNParg, nous montrons dans le théo-
réme [2.31] que I'ensemble des configurations gagnantes sont des ensembles reconnais-
sables de QI'*, o () est 'ensemble des états du systeme a pile et I' est I’alphabet de
pile. De plus, nous présentons un algorithme pour calculer un arbre régulier de taille
20(&|QI*+|Al) qui décrit ces ensembles gagnants, ou d est le nombre de priorités du jeu
de parité sous—jacent, ) le nombre d’états de controle et A le nombre de transitions
de Pautomate & pile. Au passage, nous montrons dans le théoréme que les en-
sembles de stratégies positionnelles gagnantes aux jeux exp, Exp UPary et Exp N Pary
sont reconnus par un automate alternant a parité a trois priorités.

Vers ou diriger les prochaines recherches a propos des jeux a pile ? Une possibilité
est de rester dans la continuité de [Ser04], en s’intéressant aux deux problémes suivants,
ouverts a notre connaissance. Tout d’abord les jeux de [Ser04] sont—ils positionnels ? La
réponse a cette question peut avoir des conséquences intéressantes, comme en témoigne
la remarque suivante. La positionnalité des jeux Exp et Exps implique que ces jeux sont
équivalents, au sens ou leurs ensembles d’états gagnants et de stratégies positionnelles
gagnantes sont identiques. Or la condition de victoire Exp est de complexité borélienne
inférieure a Ily, puisque :

Exp = ﬂ U {(Si)ieN : ‘{So,. . .,Sn}| > T)’L} elly . (21)

neNneN

Ainsi, le jeu Exps de complexité >3 est équivalent a un jeu Ils. Cette observation mene
naturellement & la question suivante : les jeux de [Ser04] sont—ils équivalents & des jeux
de complexité Borélienne bornée ?

2.2 Conditions de victoires et stratégies gagnantes

Le chapitre précédent concernait les jeux sur des systeémes de transitions finis dont
les transitions étaient colorées et ou les fonctions de paiement prenaient des valeurs
réelles quelconques. Dans ce chapitre, nous considérons des jeux tels que :

e l'ensemble des états S est infini,

e le degré du systéme de transitions sous—jacent (S,7T") est fini,

e les états sont colorés par une fonction col : § — C,

e la fonction de paiement ne prend que deux valeurs, 0 ou 1.

Ce cadre comprend la classe des jeux joués sur des graphes d’états d’automates a
pile, ou & piles de piles, car ces graphes sont de degré fini.

Puisque ce sont les états et non pas les transitions qui sont colorés, on peut sim-
plifier les notions de parties et de stratégies de la maniere suivante. Toute stratégie
o: (SC)¥ — T peut facilement étre transformée en une stratégie o : S* — T', dont les
choix ne dépendent que de la suite des états visités, tout en assurant le méme paiement.

Par conséquent, dans ce chapitre on utilisera les définitions suivantes :
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Définition 2.1. Soit C' un ensemble de couleurs, éventuellement infini. Une aréne
colorée par C' est un uplet A = (S, Snmax , SMin » 1, col) ou :

1. (S,T) est un systeme de transitions de degré fini, c’est-a-dire tel que tout état est
la source ou la cible d’'un nombre fini de transitions,

2. (SMax , SMin ) €st une partition de S,
3. col: S — C colore les états.

Une partie finie dans A est un mot fini sgs1 - -+ s, € S*, tel que pour tout 0 < i < n,
(8i, Si+1) est une transition. Une partie infinie dans .4 est un mot infini sps;--- € S¥,
tel que pour tout 0 < i, (s;,$;4+1) est une transition. Une stratégie pour un joueur
J est une fonction o : S*S7; — S telle que pour toute partie finie p = sgs1--- sy
avec s, € Sz, le couple (sp,0(p)) est une transition. Une stratégie est positionnelle
si o(sps1 - sp) ne dépend que de s,. Dans ce cas, elle est également décrite comme
I’ensemble des transitions :

{(s,0(s)) €T |se Sy} .

Quand la fonction de paiement ne prend que deux valeurs, les notions de valeur d’'un
état et de stratégie optimale sont remplacées par celles d’état gagnant et de stratégie
gagnante. La fonction de paiement est plus commodément décrite par I’ensemble des
parties de valeur 1 : un ensemble W C S“ de parties infinies dans 4 est appelé une
condition de victoire sur 'aréne A. Une partie p € W est dite gagnée par le joueur Max
et perdue par le joueur Min . Etant donné un ensemble U C S d’états d’une aréne A,
une stratégie o pour un joueur J est dite gagnante sur l’ensemble U au jeu (A, W)
si toute partie conforme & o dont la source est un état de U est gagnée par J. En
particulier, un état s tel qu’il existe une stratégie gagnante pour J sur {s} est appelé
un état gagnant pour J.

Par définition, un état ne peut étre gagnant que pour I'un des deux joueurs. Sous
I’hypothese raisonnable que W est un sous—ensemble Borélien de S“, le théoréme de
Martin [Mar75] assure que chaque état est gagnant pour I'un des deux joueurs. Toutefois
nous n’utiliserons pas ce théoreme, qui ne donne pas d’information sur la forme de
stratégies gagnantes.

L’ensemble des états gagnants pour J est appelé l’ensemble gagnant de J. Une
stratégie o est dite gagnante, sans préciser sur quel ensemble, si elle est gagnante sur
I’ensemble gagnant du joueur J.

Dans la section suivante, on va s’intéresser a l'existence de stratégies positionnelles
gagnantes dans les jeux sur les arénes infinies de degré fini. Cela nous permettra par la
suite d’obtenir des résultats de décidabilité concernant les jeux joués sur des graphes
d’automates a pile. Cela motive la définition suivante :

Définition 2.2. Soit S un ensemble d’états. Une condition de victoire W C S“ est
dite positionnelle si pour toute aréne A d’ensemble d’état S, chaque joueur posséde
une stratégie gagnante positionnelle au jeu (A, W).
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2.3 Jeux d’exploration et jeux de parité

Dans cette section, on présente les deux principaux types de jeux étudiés dans ce
chapitre : le jeu d’exploration et le jeu de parité avec un nombre infini de priorités. Les
conditions de victoire correspondantes sont notées Exp et Pary.

Les conditions Exp et Par, sont spécifiques aux arénes infinies. En effet, la condition
d’exploration stipule qu'un nombre infini d’états doivent étre visités, et dans une aréne
finie Max ne gagne donc jamais. D’autre part, la condition Pary, de parité avec un
nombre infini de priorités se réduit au jeu de parité classique Pary; dans le cas des
arenes finies.

2.3.1 Jeu d’exploration

Dans une aréne A, ou Max et Min s’affrontent au jeu d’exploration, le but du
joueur Max est de passer par une infinité d’états différents, et la condition de victoire
correspondante est :

Exp = {sgs1--- € S¥ | 'ensemble {s;,7 € N} est infini.}. (2.2)

La condition d’exploration est une extension de la condition Unb introduite dans
[BSWO03]. Contrairement & la condition Exp, la condition Unb s’applique uniquement &
des jeux joués sur des graphes de configurations d’automates a pile. Sur un tel graphe,
I’ensemble des parties est exactement I’ensemble des calculs infinis de 'automate a pile
sous—jacent. La condition Unb spécifie que Max gagne une partie si et seulement si,
au cours du calcul correspondant de 'automate, la hauteur de la pile n’est pas bornée.
Cela n’arrive que si une infinité de configurations différentes de 'automate a pile sont
visitées. Ainsi les conditions Unb et Exp coincident quand elles s’appliquent & des jeux
joués sur des graphes d’automates a pile.

Bien que les conditions Exp et Exps ne soient pas formellement identiques, elles
spécifient en fait le méme jeu. La condition Exps considérée dans [CDT02] stipule que
Max gagne une partie si chacun des états de ’aréne est visité un nombre fini de fois.
Toute partie gagnée relativement a la condition Exps est donc gagnée relativement a
la condition d’exploration Exp, mais le contraire n’est pas nécessairement vrai : une
partie peut trés bien visiter un nombre infini de sommets différents un nombre infini
de fois chacun. Dans ce cas, elle sera gagnante pour la condition Exp et perdante pour
la condition Exps. Ces deux conditions de victoire sont donc distinctes au sens ou
elles spécifient des ensembles différents de parties gagnantes. Toutefois, le corollaire
établit qu’elles admettent en fait les mémes ensembles d’états gagnants et de stratégies
positionnelles gagnantes.

Cette remarque fait perdre a la condition Exps une partie de son intérét théorique.
En effet, cet intérét tient principalement au fait que Exps est le premier exemple de
jeu a pile de condition de complexité borélienne 33 dont les ensembles d’états gagnants
soient calculables. Or la condition Exp est équivalente a la condition Exp, qui est de
complexité borélienne Iy, cf. (2.1)).
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Cela indique que la complexité algorithmique d’un jeu n’est pas nécessairement
corrélée avec la complexité Borélienne de la condition de victoire associée. Les travaux
d’O. Serre donnent toutefois un exemple d’une corrélation de ce type. En effet, les
résultats présentés dans [Ser04] définissent une famille de conditions de victoires de
complexité borélienne croissante, et montre que le probleme de décision associé a la
condition de complexité k est k—EXPTIME complet.

Une question se pose naturellement : les conditions présentées dans [Ser03] sont
elles équivalentes a des conditions de complexité inférieure ?

2.3.2 Jeu de parité avec un nombre infini de priorités

Le jeu de parité avec un nombre infini de priorités se joue dans une aréne colorée par
N. Le joueur Max gagne une partie si il existe une plus grande priorité vue infiniment
souvent et que cette priorité est impaire, ou si la suite des priorités n’est pas bornée.
La condition de victoire correspondante s’écrit :

Paro, = {sps1--- € S¥ | limsup col(s;) est impaire ou infinie. }
€N
On note Pary la condition de parité classique, c’est a dire avec un nombre fini de
priorité. Elle s’applique & des arénes colorées par {0,...,d}, ou d est un entier.

Parg = {sps1--- € S¥ | limsup col(s;) est impaire. }
€N
Dans le cas ou le nombre de priorités est fini, le résultat suivant est classique, et a

été démontré dans [EJ91al McN93| pour les arénes finies et dans [Mos91l, [Zie98] pour
les arenes infinies.

Théoréme 2.3 ([EJ91al [Mos91]). La condition de victoire Pary est positionnelle.

Le jeu de parité avec un nombre infini de priorités a été également étudié par
E. Gréidel et I. Walukiewicz dans |Gra04]. Concernant le jeu Pars, ils ont exhibé
une arene de degré infini dans laquelle le joueur Max n’a pas de stratégie gagnante
positionnelle. D’autre part, ils ont étudié une autre version du jeu Par.,, dans laquelle
on considere la limite inférieure de la suite des priorités rencontrées :

Parl = {sgs1--- | ligé%nf col(s;) est impaire ou infinie.}
Dans ce dernier jeu, le joueur Max gagne une partie si il existe une plus petite
priorité vue infiniment souvent qui est impaire, ou si la suite des priorités tend vers
+00. Ils ont montré que les deux joueurs ont des stratégies gagnantes positionnelles
pour ce dernier jeu dans n’importe quelle aréne, de degré fini ou non.
Ce dernier résultat n’est plus vrai si I’on colore les transitions au lieu des états. En
effet, T. Colcombet et D. Niwinski ont montré dans [CN05| que la condition de parité
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avec un nombre fini de priorités est la seule condition de victoire qui soit préfixe—
indépendanteﬁ et pour laquelle les deux joueurs ont des stratégies gagnantes position-
nelles dans n’importe quelle arene dont les transitions sont colorées.

2.3.3 Le jeu ExpUPar,

Dans cette section, on s’intéresse a 'union des conditions de victoire Par,, et Exp,
notée Exp U Pary..

Théoréme 2.4 ([Gim04]). La condition de victoire ExpUPary, est positionnelle.

Avant de donner la preuve de cette proposition, remarquons qu’on obtient le corol-
laire suivant.

Corollaire 2.5. Les conditions de victoire Exp et Exps sont positionnelles. Soit A une
aréne. Alors les ensembles d’états gagnants et de stratégies positionnelles gagnantes sont
les mémes auz jeuzr (A, Exp) et (A, Exps).

Démonstration. Le jeu Exp est positionnel car c’est un cas particulier du jeu Exp U Pary,
quand tous les états sont colorés par la priorité 0.

Montrons que les ensembles d’états gagnants aux jeux (A, Exp) et (A, Exps) sont
les mémes. Soit A une aréne et o et 7 des stratégies positionnelles gagnantes pour Max
et Min au jeu (A, Exp). Comme Exps C Exp, 7 est gagnante pour le jeu (A, Exps).
Soit X l’ensemble gagnant du joueur Max au jeu (A, Exp), et p une partie dont la
source est dans X et conforme a o. Alors p ne passe pas deux fois par le méme état,
sinon on pourrait construire une partie ultimement périodique issue de X et conforme
a o, ce qui contredirait le fait que o est gagnante au jeu (A, Exp). Cela implique que
p € Exps. Finalement o est gagnante au jeu (A, Exps).

Montrons que les ensembles d’états gagnants aux jeux (A, Exp) et (A, Exps) sont
les mémes, et que les stratégies positionnelles gagnantes au jeu (4, Exp) sont gagnantes
au jeu (A, Exps).

Il reste a prouver que les ensembles de stratégies positionnelles gagnantes au jeu
(A, Exps) sont gagnantes au jeu (A, Exp). Soit ¢’ et 7/ deux stratégies positionnelles
gagnantes pour le jeu (A, Exps). Puisque Exps C Exp, ¢’ est gagnante pour le jeu
(A, Exp). D’autre part, soit s un état gagnant pour Min au jeu (A, Exps), et p une
partie de source s et conforme & 7/. Supposons que p visite un nombre infini de sommets
différents et cherchons une contradiction. En utilisant le lemme de Koenig, on en déduit
qu’il existe une partie p’ infinie de source s, conforme a 7’ et telle que p’ passe au plus
une fois par chaque état. Alors p’ € Exps, ce qui contredit le fait que 7’ est gagnante
pour Min au jeu (A, Exps). On en déduit que p ¢ Exp, donc 7’ est gagnante pour Min
au jeu (A, Exp), ce qui termine la preuve de ce corollaire. ]

Dans plusieurs des démonstrations de cette section, on utilisera les notions de piege
et d’aréne induite par un piége, introduites dans [Zie98§].

3une condition de victoire W est dite préfixe-indépendante quand le fait que Max gagne une partie

est indépendant de tout préfixe de cette partie, c’est a dire si Vp € (SC)*,pW = W.
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Définition 2.6. Soit A une areéne, et X C S un ensemble d’états de A. On dit que X
est un piege pour Min dans A si :

e pour tout état s € X N Syax, il existe une transition de source s et dont la cible

est dans X,

e pour tout état s € X N Syin, toute transition de source s a sa cible dans X.
En d’autre terme, X est un piege pour Min si le joueur Max a une stratégie pour
empécher la partie de sortir de X. Si X est un piége pour Min dans A, alors (X, Syax N
X, Suin N X, TNX x X) est une aréne, notée A[X].

On utilisera fréquemment le lemme suivant.

Lemme 2.7. Soit (A, W) un jeu, X C S un piége pour le joueur Min et Y C X. Si
Max gagne (A[X],W) surY, il gagne (A, W) sur Y. Si Min gagne (A, W) surY, il
gagne (A[X],W) surY. De plus une stratégie positionnelle pour Max qui gagne le jeu
(A[X], W) surY gagne le jeu (A, W) surY.

Le lemme suivant concerne les conditions de victoire W C S“ closes par conca-
ténation, c’est-a-dire telle que si un suffixe d’une partie infinie p est dans W, alors p
elle-méme est dans W.

Lemme 2.8. Soit (A, W) un jeu. Supposons que W est close par concaténation. Alors
l’ensemble gagnant du joueur Max est un piége pour le joueur Min .

En particulier, soit X C S un sous—ensemble d’états, et Attryrax (X) l'ensemble
gagnant du joueur Max au jeu d’attraction dans X. Alors S\ Attryax (X) est un piége
pour le joueur Max .

Démonstration. Soit o une stratégie gagnante pour le jeu (A, W), et X C S ’ensemble
des états gagnants de Max . Soit p = sps1--- € S“ une partie infinie conforme & o et
dont la source est dans X.

Alors montrons par ’absurde que Vn € N,s, € X. Supposons que s, ¢ X, et
cherchons une contradiction. Soit 7 une stratégie gagnante pour Min sur S\X. Soit
7/ la stratégie pour Min qui consiste a laisser se jouer la partie finie sgsq - - - s, puis &
appliquer 7. Alors la partie conforme & o et 7' sera perdue par Max, ce qui contredit
le fait que o est gagnante sur X.

Ainsi, Max a une stratégie pour que toute partie issue de X reste dans X. Cela
prouve que ’ensemble des états gagnants pour Max est un piege pour Min . O

On peut maintenant passer a la preuve de la positionnalité de la condition Exp U Par.

Démonstration du théoréme[2.). Soit A une aréne de degré fini. Sans perte de généra-
lité, on peut supposer que A est connexe. Puisque A est connexe et de degré fini, elle
a un nombre fini ou dénombrable d’états.

Dans le cas d’un nombre fini d’états, il est impossible de gagner une partie du jeu
Exp, et les états ne sont colorés que par un nombre fini de priorités différentes. Dans
ce cas la condition Exp UPar, est en fait une condition du type Pary, et 'existence de
stratégies positionnelles gagnantes est donnée par le Théoréme
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Dans le cas d’un nombre dénombrable d’états, on peut supposer que I’ensemble des
états est :
S=N.

Pour prouver le théoréme [2.4] il est crucial d’observer que ExpUPary, est la limite
d’une suite décroissante de conditions de victoire :

ExpUPary, = ﬂ W, . (2.3)
neN
La condition W, stipule qu'une partie est gagnée par Max si elle est gagnante au
jeu d’attraction dans {n,n + 1,...} ou si elle est gagnée au sens du jeu de parité :

Att(>n) ={sps1---| Fi € N;s; > n}
et Wy, = Att(> n) UParoo

On va tout d’abord montrer le lemme suivant :

Lemme 2.9. Pour chaque n € N, les deux joueurs ont des stratégies gagnantes posi-
tionnelles au jeu (A, W,).

Démonstration. La démonstration est résumée par la figure Soit n € N et Z,
I’ensemble des états gagnants pour Max au jeu d’attraction dans les états strictement
plus grands que n :

Zn = Attrypax ({n,m+1,...}) .

D’apres le lemme Pensemble S\Z, est un piege pour Max donc A[S\Z,] est une
sous—arbre de A. De plus tout état plus grand que n est dans Z,, donc A[S\Z,,] est une
arene finie, et le jeu Gy, = (A[S\Z,], W) est en fait un jeu de parité avec un nombre
fini d de priorités. D’aprés le théoréme il existe une partition (X,,Y,,) de S\Z, et
des stratégies positionnelles o et 7 pour Max et Min dans l'aréne A[S\Z,], telles que
o est gagnante pour Max sur X,, au jeu G, et 7 est gagnante pour Min sur au jeu
Gy, = (A[S\Z,], Wy) sur Y,.

Puisque S\Z,, est un piége pour Max, le lemme implique que 7 est gagnante
pour Min au jeu (A, W,,) sur Y,,.

On construit maintenant une stratégie positionnelle pour Max gagnante au jeu Gy,
sur ’ensemble S\Y,, = X,,UZ,. Soit 044 gagnante pour Max sur Z,, au jeu d’attraction
dans les états plus grands que n. Supposons que Max utilise o quand I’état courant
est dans X,,, et o4 quand état courant est dans Z,. Alors toute partie infinie p
conforme a cette stratégie restera soit confinée dans X, et sera gagnée par Max au jeu
de parité, soit atteindra un état de Z,, et sera gagnée par Max au jeu d’attraction dans
{n,n+1,...}. Dans les deux cas p € W,,.

Cela montre que chacun des joueurs a une stratégie positionnelle gagnante, et ter-
mine la preuve de ce lemme. ]

Les lemmes [2.10] et [2.11] permettent de conclure. Pour chaque n € N notons X,
Pensemble gagnant du joueur Max au jeu G, = (A, W,,). Posons G = (A, Exp UPar).
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Gagnant pour Max au jeu Gj.

Ensemble fini des états gagnants de Max
au jeu (A[S\Z,], Par)

Ly =
Attryax ({n,n+1,...})
Ensemble fini des états gagnants de Min
au jeu (A[S\Z,], Pars)

Gagnant pour Min au jeu G,,.

F1G. 2.1 — Ensembles gagnants au jeu G,.

Alors Max gagne positionnellement G sur (),, X,,. En effet, les lemmes et
implique que Max a une stratégie positionnelle gagnant le jeu (A, ExpJ(N,,eny Wn) sur
Nnen Xn- Or ce jeu est le jeu G car :

Exp U ﬂ W, = ExpUPar
neN

Montrons maintenant que Min gagne positionnellement G sur S\ ,, X,. Le lemme
implique que S\ X, est un piege pour Max et que Min gagne (A[S\X,,|, W},). Or d’apres
le lemme [2.9] Min gagne ce jeu positionnellement, donc le lemme 2.11] implique que le
joueur Min a une stratégie positionnelle gagnant le jeu (A, (N,eny Wa) sur S\ N,en Xn-
Or ce jeu est le jeu G, d’apres . O

Lemme 2.10. Soit A une aréne de degré fini, (Wy)nen une suite décroissante de
conditions de victoire et (X, )nen une suite de sous—ensemble d’états de A. Supposons
que pour tout n € N, le joueur Max a une stratégie positionnelle gagnante au jeu
(A, Wy,) sur l’ensemble X,,. Alors Max posséde une stratégie positionnelle gagnante au
jeu (A, ExpUNpeny Wn) sur Uensemble ,,en Xn-

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que A est connexe. De plus,
puisque A est de degré fini, S est soit fini soit dénombrable.

Si S est fini, alors il existe un nombre fini de stratégies positionnelles différentes
pour le joueur Max. On en déduit qu’il existe une stratégie positionnelle o telle que
pour une infinité de n, o est gagnante au jeu (A, W;,) sur 'ensemble X,,. Puisque la
suite de conditions de victoire W,, est décroissante, cette stratégie est gagnante au jeu
(A, Npeny Wa) sur Pensemble (), ey Xn.
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Dans le cas ou S est infini, la preuve est dans le méme esprit. On va faire en sorte
que Max joue en permanence conformément a un nombre infini de stratégies différentes,
chacune étant gagnante a un des jeux (A, W,,). Pour construire une telle stratégie, on
applique le lemme de Koenig & un arbre dont les états sont des stratégies positionnelles.
Soit ¥2 I'ensemble des stratégies positionnelles pour Max gagnantes sur X = Npen Xn
au jeu (A, W,,). Pour tout n € N on définit

Y, ={(n{0,...,n =1} x{0,...,n—1},n) | e € 20} .

les restrictions des stratégies de o, aux états inférieurs strictement a n. Soit ¥ =
UnGN Zn

On donne a ¥ une structure de graphe orienté en rajoutant une transition de chaque
état (o,n) a chaque état (7,n+ 1) tels que o est la restriction de 7 & 'ensemble d’états
{0,...,n —1}. Soit G ce graphe. C’est un arbre dont la racine est (),0), et I’ensemble
des états de profondeur n est ¥,,. De plus, par hypotheése, chaque ensemble X est non
vide donc X est infini. Enfin pour chaque n, ¥, C 210} o {n} donc G est de degré
fini.

Par le lemme de Koenig, il existe un chemin infini (¢, 0)(o1,1) --- dans G qui part
de la racine (0, 0). Puisque chaque o, est la restriction de 0,41 aux états inférieurs a

n,
o= U On
neN

est une stratégie positionnelle pour le joueur Max .

Montrons que o est gagnante au jeu (A, ExpU(N,en Wn) sur X = (,,en Xn- Soit
p une partie conforme a o et dont la source est dans X. Si p est gagnante pour le jeu
Exp, il n’y a rien a prouver. Dans le cas contraire, il existe un entier n telle que p reste
circonscrite dans un ensemble {0, ...,n} d’états. Pour tout m > n, soit 02, € X0 une
stratégie dont o, est la restriction aux états inférieurs strictement a m. Alors pour
tout m > n, p est conforme & ¢!, et sa source est dans X, donc elle est gagnée par
Max au jeu (A, W,,). Finalement, p € N,,,>,, Wim = ;>0 Wm- Cela montre que o est
gagnante au jeu (A, Exp U Nyeny W,,) sur X, ce qui termine la preuve de ce lemme. [

Lemme 2.11. Soit A une aréne, (W;)icr une famille de conditions de victoire et
(Xi)ier une famille de sous-ensembles d’états de A. Supposons que J;er Wi soit clos
par concaténation, que chaque X; est un piége pour Min et que pour tout i € I, Max
a une stratégie positionnelle gagnant le jeu (A[X;], W;) sur l’ensemble X;. Alors Max
a une stratégie positionnelle gagnant le jeu (A,U;c; Wi) sur U'ensemble ;e Xi.

Démonstration. Soit = un ordre bien fondé sur I, c’est a dire un ordre tel que tout
ensemble admet un plus petit élément. Son existence est donnée par le théoreme de
Zermelo. Pour chaque i € I, soit o; une stratégie positionnelle gagnant le jeu (A, W)
sur I'ensemble X;. Pour chaque état s € Syvax N X, on définit i(s) = min{i | s € X;},
et on pose 0 (s) = 0;(5)(s). Alors o est une stratégie positionnelles pour Max .
Montrons que o est gagnante pour Max . Soit p = sgcgsy - -+ une partie conforme
a o et dont la source est dans X. Puisque chaque X; est un pieége pour Min et que
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0 0 0 0
1 3 ) 7
1 1 1 1
0 2 4 6

FiGg. 2.2 — La stratégie du joueur Max doit mémoriser la plus grande priorité paire
vue au cours de la partie afin de répliquer avec une priorité impaire encore plus grande.

chaque stratégie o; est définie dans A[X;], la suite (i(sp),i(s1),...) est =—décroissante
donc stationnaire. Soit j sa limite. Alors p est la concaténation d’une partie finie ¢ et
d’une partie infinie issue de X; et conforme a o, c’est a dire p € ¢W;. Puisque J;c; Wi
est clos par concaténation, on en déduit que p € J;c; Wi. O

2.3.4 Le jeu Par,,

Le jeu de parité Pary avec un nombre fini de priorités est positionnel (cf. théo-
reme . Une question qui se pose naturellement est de savoir si la condition Pars,
est elle aussi positionnelle. E. Graedel et I. Walukiewicz ayant répondu négativement
a cette question dans le cas des arénes de degré infini [Gra04], on peut se demander ce
qu’il en est des arénes de degré fini.

Dans le cas particulier ou chaque priorité colore un nombre fini d’états, les deux
joueurs possedent des stratégies gagnantes positionnelles au jeu Paro,. En effet, une
partie visitant un nombre infini d’états différents visitera nécessairement une infinité
de priorités différentes. Cela implique que Exp C Paro, et le théoreme [2.4] implique
que dans ce cas spécial, Pary, est positionnelle.

Ceci n’est plus vrai si il existe une priorité qui colore un nombre infini de transitions
différentes. Considérons l'exemple donné par la figure 2.2] Les carrés sont les états
controéles par le joueur Max et les cercles ceux controles par le joueur Min. Le joueur
Max gagne le jeu Pary, a partir de tous les états mais n’a pas de stratégie positionnelle
gagnante.

2.3.5 Le jeu ExpnPary

Dans cette sous—section, on s’intéresse au jeu Exp NPary. On montre que le joueur
Min a des stratégies gagnantes positionnelles au jeu Exp N Pary (cf. théoréme ,
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Fia. 2.3 — Pour gagner le jeu Exp N Pary, le joueur Max doit visiter de nouveaux états
arbitrairement loin vers la droite mais doit également passer infiniment souvent dans
I’état de priorité 2 situé a l'extréme gauche.

et on caractérise I'ensemble gagnant du joueur Max (cf. théoréme , en décrivant
certaines de ses stratégies gagnantes (cf. proposition [2.19)).

2.3.5.1 Caractérisation de ’ensemble gagnant du joueur Max au jeu Exp N Pary

Tout d’abord, remarquons qu’il existe des arénes dans lesquelles le joueur Max n’a
pas de stratégie positionnelle gagnante. Un exemple d’une telle arene a un joueur est
donné par la figure [2.3] ol le joueur Max gagne a partir de chaque état mais n’a pas
de stratégie positionnelle pour y parvenir.

Toutefois, nous pouvons caractériser les arenes dans lesquelles le joueur Max gagne
a partir de n’importe quel état. Pour cela nous avons besoin de définir la notion de
stratégie positionnelle non—déterministe.

Définition 2.12. Soit A une aréne. Une stratégie positionnelle non—déterministe pour
le joueur Max dans ’aréne A est un sous—ensemble o C T des transitions tel que :

e pour tout état s € Syax, il existe dans o au moins une transition de source s,

e pour tout état s € Suvin, il n’existe dans o aucune transition de source s.
On note

Alo] = (S, Smax , Smin , {t € T | source(t) € Syin out € o}, col) |

la sous—arene de A dans laquelle les mouvements de Max sont restreints aux transitions
de o.

La différence avec la définition de stratégie positionnelle est que étant donné un
état s controlé par Max, o peut proposer plusieurs transitions de source s.

Théoréme 2.13 (|Gim04]). Soit A une aréne colorée par {0,...,d}, oud > 0. Soit D
l’ensemble des états colorés par d. Alors Max gagne le jeu (A, ExpNPary) sur S si et
seulement si il existe un sous—ensemble X C S tel que A[X] est une sous—aréne colorée
par {0,...,d — 1} et qu’une des deuz conditions suivantes soit vraie.
Si d est impair, le joueur Max :

e gagne le jeu (A, Exp) sur S,

o gagne le jeu (A[X],ExpNParg_1) sur X

e ct gagne le jeu (A, Att(D)) sur S\X.
Si d est pair, le joueur Max a une stratégie positionnelle non—déterministe o telle
que :
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Cas ou d est pair Cas ou d est impair

APllX] AX]
Piége dans A[o][X] Attraction dans d

o Exploration
Priorité d
Priorité d

F1G. 2.4 — Les conditions du théoréme [2.13] Dans le cas ol d est impair, Max a une
stratégie pour gagner le jeu (A[X], ExpnPary_1) et dans le cas ou d est pair, pour
gagner le jeu (A[X], ExpNParg_1).

o o est gagnante pour le jeu (A, Piege(X)) sur S,
o Alo][X] est une aréne colorée de 0 a d — 1
e ¢t Max gagne le jeu (Alo][X],ExpNParg_1) sur X.

Les conditions du théoréme sont illustrées par la figure 2.4l Notons que le fait
que Max gagne le jeu (Afo][X], ExpNPargy_;) sur X signifie que Max a une stratégie
gagnante pour le jeu (A[X], ExpNParg_1), qui ne conseille &8 Max que des transitions
autorisées par la stratégie positionnelle o.

Démonstration de limplication directe du théoréme[2.13 Dans le cas ol d est impair,
la preuve est simple. Soit X = S\ Attryrax (D). D’apres le lemme X est un piege
pour Max . Puisque Max gagne le jeu (A, Exp NParg) sur S, on en déduit d’apres le
lemme qu’il gagne le jeu (A[X],ExpNPary_1) sur X. D’autre part, puisque Max
gagne le jeu (A, ExpNParg) sur S, il gagne en particulier le jeu (A, Exp) sur S. Enfin,
par définition de X, Max gagne le jeu (A, Att(D)) sur S\ X.

Dans le cas ot d est pair, la preuve est moins simple. On commence par montrer qu’il
existe une plus grande sous—aréne de A dans laquelle les conditions du théoréme [2.13]
sont vérifiées puis on montre que cette sous—aréne est nécessairement A elle-méme. Le
noyau de cette preuve est constitué par le lemme [2.14]

Lemme 2.14. Soit A une aréne colorée par {0,...,d}, avec d pair. Supposons que
Max gagne le jeu (A, ExpNPary) sur S. Alors il existe un piége Y C S pour Min tel
que Y est non vide, A[Y] est colorée par {0,...,d — 1} et tel que Max gagne le jeu
(A[Y],ExpnParg_1) surY.

Démonstration. X = S\ Attryin (D) est un piege pour Min coloré de 0 & d — 1. Soit
Y C X lensemble gagnant du joueur Max pour le jeu (A[X], ExpNParg_1). D’apres
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le lemme Max gagne le jeu (A[Y], ExpnParg_1). Il reste & montrer que Y est non
vide.

Supposons le contraire, ¢’est-a-dire Y = (). On obtient une contradiction en construi-
sant une stratégie o’ pour Min gagnante au jeu (A, ExpNPary). Y = () signifie que
Min gagne le jeu (A[X], ExpNPary_1) sur X. Soit o une stratégie gagnante pour Min
a ce jeu. Soit ogy une stratégie positionnelle pour Min dans A gagnant le jeu d’at-
traction dans D sur S\X = Attryi, (D). La stratégie o’ est définie comme suit. Si
Pétat courant est dans X, Min utilise 0. Si I’état courant est dans S\ X = Attryg, (D)
alors Min utilise 4. Une partie infinie p conforme a o’ peut étre de deux types. Soit
elle atteint infiniment souvent Attryg, (D), dans ce cas elle traverse infiniment souvent
une transition de priorité d, et comme d est pair, p est gagnée par Min . Soit elle reste
ultimement dans X = S\ Attryny, (D). Dans ce cas, un suffixe de p est conforme a o,
et est donc gagnée par Min au jeu (A[X], Exp N Parg). Comme Exp N Pary est clos par
concaténation, p est gagnée par Min au jeu (A, Exp NPary).

Ainsi, Min gagne le jeu (A, ExpNParg) sur S. Or par hypothese, c’est Max qui
gagne le jeu (A, ExpNPary) sur S, d’ou la contradiction recherchée. O

Afin de démontrer qu’il existe une plus grande sous—aréne dans laquelle les condi-
tions du théoreme [2.13] sont vérifiées, on introduit la notion de triplet gagnant :

Définition 2.15. Soit A une aréne colorée par {0,...,d}. Soit Z,X C Set o CT.
Alors le triplet (Z, X, 0) est dit gagnant si les conditions suivantes sont vérifiées.

1. Z C S est un piege pour Min et X C 7,

2. o est une stratégie non—déterministe positionnelle pour Max dans A[Z] gagnant
le jeu (A[Z], Piege(X)) sur Z,

3. A[o][X] est une aréne colorée par {0,...,d — 1},
4. le joueur Max gagne le jeu (A[o]|[X], ExpNParg_q).

Soit (Z;, X;,0:)icr la famille de tous les triplets gagnants et soit Z = (Z;);cs. Alors
montrer que l'implication directe du théoreme [2.13] est vraie quand d est paire est
équivalent a montrer que S € Z. C’est une conséquence directe du lemme [2.16| et du
lemme [2.17] ce qui achéve la preuve de I'implication directe. ]

Lemme 2.16. Soit A une aréne colorée par {0, ...,d}, (Z;, X;, 0i)icr la famille de tous
les triplets gagnants et Z = (Z;)ic1. Alors Z est close par union : J;c; Z; € Z.

Démonstration. Soit Z = U;c; Zi, X = U;er Xi et soit = un ordre bien fondé sur 1.
Pour tout état s € Z, on note i(s) =min{i € I | s € Z;}, et on définit c ={t € T |t €
Ti(source(t)) }- ON va démontrer que (Z, X, o) est un triplet gagnant.

La condition 1 de la définition [2.15]est vérifiée car une union de piéges est un piege.

Montrons que la condition 2 est également vérifiée. o est clairement une stratégie
non-déterministe dans I'aréne A[Z]. Soit p = s¢s; - - - une partie dans A[Z] conforme &
o. Alors puisque pour tout i € I, 0;(Z;) C Z;, la suite i(sg)i(s1) ... est 2—décroissante
dans I donc stationnaire. Finalement, il existe un indice j € I tel qu’'un suffixe de p
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est une partie jouée dans I’aréne A[Z;] conformément & o;. Par hypothese ce suffixe est
ultimement piégé dans X; C X. Ainsi o gagne le jeu (A[Z], Piege(X)).

Montrons que la condition 3 est vérifiée. A[o][X] est une aréne ssi tout état de
X controlé par Max est la source d’au moins une transition de cible dans X. Soit
s € X N Syax et i =i(s). Afo;][X;] est une aréne et x € x; donc o; contient au moins
une transition ¢ de source s et de cible dans X;, et par définition de o, t € 0.

Enfin, il reste & montrer que la condition 4 de la définition 2.15] est vérifiée. Pour
chaque ¢ € I, soit 7; une stratégie pour Max dans l'aréne A[o;][X;] qui gagne le jeu
ExpNParg_q sur X;.

On définit une stratégie 7 pour Max dans laréne A[o][X] qui gagne le jeu Exp NParg_
sur X. Soit p = sg--- s, une partie finie dans 'aréne A[Z], soit j = i(sy). Puisque
$n € Zj, il existe un plus long suffixe p’ de p tel que p’ soit une partie jouée dans I’aréne
A[Zj]. On pose 7(p) = ().

Montrons que 7 gagne le jeu (A[o][X], ExpNPary_1) sur X. Soit ¢ = rory -+ une
partie jouée dans l'aréne A[o][X] conforme & 7. Puisque pour chaque i, 7; est une
stratégie dans l’aréne A[o;][X;] et puisque les X; sont des piéges pour Min, r, € X; =
Tnt1 € Xj, et la suite i(rg)i(ry) . . . est <—décroissante dans I donc stationnaire égale a
un certain j(q) € I. Cela implique qu'un suffixe ¢ est conforme a la stratégie 7;(,) donc
q est gagnée par le joueur Max au jeu (A[o][X], ExpNParg_q).

Cela achéve de prouver que (Z, X, o) est un triplet gagnant. O

Lemme 2.17. Soit A une aréne colorée par {0, ...,d}, avec d pair. Soit (Z;, X;, 0;)icr
la famille de tous les triplets gagnants et Z = (Z;);cr. Supposons que l’ensemble gagnant
du joueur Max au jeu (A, ExpNParg) est S tout entier. Alors U;c; Zi = S.

Démonstration. La clé de cette preuve est le lemme [2.14] D’apres le lemme [2.16] on sait
que Z = U;e; Zi est un élément de Z = (Z;);cr. Supposons que S\Z est non vide. On
va montrer que cela contredit la maximalité de Z dans Z. Pour cela, on va construire
un triplet gagnant de la forme (ZUY,.,.), on Y # .

Montrons tout d’abord que S\Z est un piége pour Max dans .4, en prouvant
que Z = Attryax (Z). Soit o4y une stratégie positionnelle pour Max gagnant le jeu
(A, Attr(Z)) sur Attryax (Z). Soit o la stratégie consistant & jouer o444 sur Attrypay (Z)
et & jouer o sur Z. Puisque Z est un piege pour Min, il est immédiat de vérifier que
(Attryax (Z), X, 0) est un triplet gagnant. Par maximalité de Z dans Z, cela implique
que Z = Attryax (Z), done d’apres le lemme S\Z est un piege pour Max dans A.

On va maintenant contredire la maximalité de Z dans Z en construisant un triplet
gagnant (YU Z, Y UX, o', avec Y # (). Puisque S\ Z est un piege pour Max dans A et
que Max gagne le jeu (A, Exp N Pary) sur S, on sait d’apres le lemmeque Max gagne
le jeu (A[S\Z],ExpnPary) sur S\Z. En appliquant le lemme a l'aréne A[S\Z],
on sait qu'il existe ) #Y C S\Z tel que Y est un piege pour Min dans A[S\Z] et tel
que Max gagne le jeu (A[Y], ExpNPary) sur Y.

Construisons le triplet gagnant (Y U Z,Y U X, 0’).

Tout d’abord ZUY est un piége pour Min dans A. En effet, au cours d’une partie
dans ’aréne A dont la source est dans Y/, si le joueur Min emprunte une transition dont
la cible n’est pas dans Y alors cette cible est forcément dans Z, car Y est un piege pour
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Min dans A[S\Z]. On en déduit que o’ = ocU{t € T | source(t) € Y NSyax, but(t) € YU
Z'} est une stratégie non—déterministe pour Max gagnant le jeu (A[Y UZ], Piege(YUX))
sur Y U Z. Enfin, puisque X est un piége pour Min dans A, A[o’][X UY] est une aréne
colorée de 0 & d — 1 et Max gagne le jeu (A[0’][X UY], ExpNParg_1).

Cela prouve que (Y UZ,Y U X, 0’) est un triplet gagnant, ce qui contredit la maxi-
malité de Z dans Z et achéve la preuve du lemme O

2.3.6 Stratégies gagnantes du joueur Max au jeu ExpNPary

Dans cette sous—section, on prouve la réciproque du théoreme 2.13] De plus, on
prouve que Max possede des stratégies gagnantes d’un type bien particulier, décrit
dans la définition suivante.

Définition 2.18. Soit .4 une aréne, o une stratégies pour Max dans A et m un entier.
On dit que o est m—positionnelle si il existe :

1. un ensemble M de cardinal m,
2. m stratégies positionnelles (o, )mens dans Paréne A,
3. une fonction sel : S* — M appelée le sélecteur,

telles que pour toute partie finie sgs1 -+ s, € S*SMax, 00 @ 0(p) = Ogei(p) (Sn). Dans ce
cas, on identifie o et (sel, (0y)o<n<m)-

Les notions de stratégie positionnelle et 1—positionnelle coincident. La notion de
m~—positionnalité peut se caractériser autrement : une stratégie o est m—positionnelle si
et seulement si pour chaque état, elle utilise au plus m transitions différentes a partir
de cet état. Néanmoins la présentation en terme de sélecteur est plus intuitive.

Proposition 2.19. Soit A, colorée par {0,...,d}, ou d > 0. Soit D l’ensemble des
états colorés par d. Supposons qu’il existe un sous—ensemble X C S tel que A[X] est
une sous—aréne colorée par {0,...,d — 1} et qu’une des deux conditions suivantes soit
vrate. Si d est impair,

e le joueur Max gagne le jeu (A, Exp) sur S,

e gagne le jeu (A[X],ExpnPary_1) sur X

o ct le jeu (A, Attr(D)) sur S\X.
Si d est pair, le joueur Max a une stratégie positionnelle non—déterministe o telle
que :

e o gagne le jeu (A, Piege(X)) sur S,

o Alo][X] est une aréne colorée par {0,...,d — 1},

e ¢t Max gagne le jeu (A[o][X],ExpnPary_1) sur X.
Alors Max gagne le jeu (A, Exp NPary) sur S. De plus Max a une stratégie (1+ [%Df
positionnelle pour gagner ce jeu.

Cela montre par exemple que pour le jeu ExpNPars, et quelque soit le degré de
I’aréne considérée, le joueur Max peut faire en sorte de gagner tout en n’utilisant que
2 transitions différentes a partir de chaque état qu’il controle.
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Sub O Att
Priorité d

sE€X7?

. Visite d'un état plus grand que )
Exploration o gy pen el Sortie de X
tous ceux déja visités

se X7

Sub T Sub

Fia. 2.5 — Regles de transition entre les différents modes de jeu.

Démonstration. On fixe <, un ordre quelconque sur S. On montre la proposition [2.19
par induction sur d.

Dans le cas ou d = 0, le jeu ExpNPary est en fait le jeu Exp. Le corollaire [2.5
prouve que ce jeu est positionnel, ce qui permet de conclure immédiatement.

Supposons maintenant que d > 0 est impair et que la proposition [2.19| est vraie
pour d — 1.

Soit A colorée par {0,...,d} et vérifiant les condition de la proposition Alors
par hypothése Max gagne le jeu (A, Exp) sur S et d’apres le corollaire il possede une
stratégie gagnante positionnelle ogyp. Il possede également une stratégie positionnelle
oawtr gagnant le jeu (A, Attr(D)) sur S\ X. D’autre part par hypothése Max gagne le
jeu (A[X], Exp NPary_1) sur X donc par hypothéese d’induction, il possede une stratégie
osup qui est (1 + [9451])-positionnelle gagnante pour le jeu (A[X], Exp N Parg_;) sur
X. Soient Mg,;, un ensemble de taille 1 + [d%l} et selgyp 1 S*SMax €t (U%Lb)meMsw le
sélecteur et les stratégies positionnelles associées & ogyp.

On pose M = {Exploration}J Mgy, On va construire une stratégie (1 + [4])-
positionnelle o 4 = (sel, (o)) men) pour Max qui est gagnante au jeu (A, Exp N Pary).

Décrivons informellement la stratégie o 4. La partie peut étre soit dans le mode
Exploration, soit dans le mode Sub.

e Dans le mode Exploration, Max joue conformément a sa stratégie positionnelle
oExp- Quand la partie arrive sur un état s qui n’a pas encore été visité, la partie
passe en mode Sub.

e Dans le mode Sub, Max joue conformément aux stratégies og,p ou o4y, selon
que la partie est dans X ou dans S\ X. Si la partie atteint un état de priorité d,
elle passe en mode Exploration.

Formellement, M = Mg,,U{Exp} et la stratégie (1+ (%] )—positionnelle o 4(sel, (o7, menr)
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est définie comme suit. Pour m € Mgy, la stratégie positionnelle o,, consiste a appli-
quer 05" quand la partie est dans X et & appliquer o 44 quand la partie est dans S\ X.
La stratégie o gy a déja été définie. Le sélecteur sel : S* — M est défini inductivement
comme suit. Si col(s) = d alors sel(s) = Exp, si s € X, sel(s) = selgup(s) et si s € X,
sel(s) est un état quelconque de Mg,yp. Soit p € S* et s € S. Sisel(p) = Exp et p n’a pas
atteint ’état s alors sel(p) = sel(s), sinon sel(p) = Exp. Si sel(p) = Sub et col(s) = d
alors sel(ps) = Exp, sinon sel(ps) = sel(p).

Montrons que o4 gagne le jeu (A, ExpNPary) sur S. Soit p une partie infinie
conforme avec la stratégie o 4. Par définition de ogyp il est impossible que le mode
de jeu reste indéfiniment Fxploration. Cela implique qu’il existe deux types de parties
différentes. Soit la partie reste ultimement dans le mode de jeu Sub soit elle passe in-
finiment souvent dans le mode de jeu Fxploration. Dans le premier cas, la partie reste
ultimement dans laréne A[X], conforme & la stratégie og,p. Dans le second cas, elle
visite une infinité d’états différents et passe infiniment souvent dans la plus grande prio-
rité impaire d. Dans les deux cas, p est gagnée par Max pour la condition Exp N Par,.

Supposons maintenant que d > 0 est pair. On va construire une stratégie (1+ (%W )
positionnelle o 4 gagnante pour le jeu (A, Exp N Pary).

Par hypothese, le joueur Max possede une stratégie positionnelle o qui gagne le jeu
(A, Piege(X)) sur S, telle que A[c][X]. De plus, par hypothése également, le joueur Max
gagne le jeu (Alo][X], ExpNPary_1) sur X. Par hypothése d’induction, il existe une
stratégie (1+ [ 452 [)-positionnelle og,, gagnante pour le jeu (A[o][X], Exp N Parg). Soit
selgup : X* — Mgy le sélecteur de gy et (0580),,c Mg, les stratégies positionnelles
associées.

Construisons maintenant ’ensemble M, le sélecteur sel et les stratégies (o, )menr de
la stratégie (1 + [4])-positionnelle o.4. On pose M = M. Pour m € M, o, consiste
a appliquer afn“b quand la partie est dans X et opjege sinon. Soit p € S et s € S. Si
s ¢ X, on donne a sel(ps) une valeur quelconque dans Mg,,. Sinon, si s € X, alors
on pose sel(ps) = selgyp(p's), ot p’ est le plus grand suffixe de p qui soit une partie

jouée dans l'aréne A[o][X]. On définit 04 comme la stratégie (1 + [2])-positionnelle

(Selv (Jm)mEMSub)'

Alors o 4 est gagnante au jeu (A, Exp N Parg). Soit p une partie infinie conforme a
o4. Par construction de o 4, p est conforme & 0. Comme o gagne le jeu (A, Piege(X)),
p reste ultimement dans ’ensemble d’états X. Par définition de sel, il existe un suffixe
p’ de p qui est une partie jouée dans laréne A[o][X], conformément & og,p. Puisque
osup est gagnante au jeu (A[o][X], ExpNParg_1), on en déduit que p’ € ExpNPary_q.
Comme Exp N Parg 1 est clos par concaténation, on en déduit que p est gagnante au
jeu Exp N Pary. Cela termine de prouver que o est gagnante au jeu (A, Exp N Pary), et
termine la preuve de la proposition 2.19 O

Les stratégies gagnantes du joueur Min sont d’un type beaucoup plus simple :

Théoréme 2.20. Le joueur Min a des stratégies positionnelles gagnantes au jeu
Exp N Pary.
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Démonstration. Soit A une aréne colorée par {0,...,d}, et soit X I'ensemble gagnant
du joueur Min au jeu Exp NPary. D’apres le lemme X est un piege pour le joueur
Max . D’apres le lemme [2.7] il suffit donc de prouver le théoréme [2.20] dans le cas
particulier ou X = S.

La preuve de la proposition se fait par récurrence sur d. Si d = 0, le jeu Exp N Pary
est en fait le jeu Exp, et il suffit d’appliquer le corollaire [2.5]

Supposons maintenant que d est pair et que le théoréme [2.20] est vrai pour toute
aréne colorée par {0,...,d — 1}. Soit D 'ensemble des états colorés par d et X =
Attryin (D). Alors d’apres le lemme S\X est un piege pour Min. D’apres le
lemme Min gagne le jeu (A[S\X], ExpNPary) sur S\X. Comme S\X est coloré
par {0,...,d—1}, on peut appliquer I’hypotheése d’induction donc il existe une stratégie
positionnelle ¢’ qui gagne le jeu (A[S\X], Exp N Pary) sur S\ X. Alors Min peut gagner
positionnellement le jeu (A, Exp N Parg) sur S de la fagon suivante. Sur S\ X, il utilise
o’ et sur X il utilise une stratégie positionnelle d’attraction dans D. Alors une partie p
conforme a cette stratégie peut étre de deux types. Soit p atteint infiniment souvent un
état de X, dans ce cas p atteint infiniment souvent un état coloré par d et p est gagnée
par Min car d est pair. Soit p n’atteint qu'un nombre fini de fois X. Dans ce cas, un
suffixe de p est conforme & ¢/, donc gagné par Min. Puisque Exp NPary est clos par
concaténation, p est gagnée par Min. Cela termine la preuve du pas inductif quand d
est pair.

La preuve du théoréme dans le cas oll d est impair est moins triviale. En
utilisant le lemme [2.T1} on commence par prouver qu'il existe une plus grande aréne
dans laquelle le joueur Min gagne positionnellement le jeu Exp N Pary. On montre
ensuite que cette plus grande aréne est A tout entier.

Soit X = (X;);er la famille des sous—ensembles X; C S tels que X; est un piege pour
le joueur Max et tels que le joueur Min gagne positionnellement le jeu (A, Exp N Pary)
sur S. D’apres le lemme cette famille est stable par union. Soit X = (J;c;. On va
montrer par 'absurde que X = S. Soit Y = S\ X.

Supposons que Y # () et cherchons une contradiction. Pour obtenir cette
contradiction, on commence par montrer que Y est un piege pour Min et que Max
gagne le jeu (A[Y], Exp N Pary).

Par définition de X, il existe une stratégie positionnelle ox qui gagne le jeu
(A[X], Exp NParg) sur X.

Montrons que Y est un piége pour Min. Le joueur Min peut gagner position-
nellement le jeu (A, ExpNPary) sur Attryp, (X). 11 lui suffit pour cela d’utiliser une
stratégie positionnelle qui attire la partie dans X, puis d’utiliser ox. Puisque X est un
piége pour X, une partie conforme a cette stratégie restera ultimement piégée dans X,
conforme & ox, donc sera gagnée par Min . Par maximalité de X dans X, on en déduit
que X = Attrynn (X) et d’apres le lemme on en déduit que Y = S\ X est un piege
pour Min.

Montrons que Max gagne le jeu (A[Y],Exp) sur Y. Pour cela, on va prouver
que les conditions de la proposition sont vérifiées par 'aréne A[Y].

Montrons tout d’abord que Max gagne le jeu (A[Y], Exp) sur Y. Soit Yz 'ensemble
gagnant de Min au jeu (A[Y], Exp) et op une stratégie positionnelle gagnante, donnée

107



Chapitre 2. Positionnalité des jeux sur les graphes infinis

par le corollaire Alors Min gagne positionnellement le jeu (A, ExpnParg) sur
X UYEg. Pour cela, il lui suffit d’utiliser ox quand la partie est dans X et op quand
la partie est dans Yg. Une partie infinie p conforme a cette stratégie peut étre de deux
types. Soit p reste piégée dans Yg, conforme a o, et dans ce cas p € Exp est gagnée
par Min. Le deuxiéme cas est celui ol p sort de Yg. D’aprés le lemme 2.8} Y est un
piege pour Min dans Y donc dans ce deuxiéme cas, la partie p sort de Y, c’est-a-dire
atteint X = S\Y. Comme X est un piege pour Max dans A, cela implique que la
partie p reste dans X, conforme a ox, donc p est gagnée par Min. Dans les deux cas,
la partie p est gagnée par Min. Ainsi, nous avons prouvé que X U Yy est dans X, et
par maximalité de X dans X, on en déduit que Yz = 0, c’est-a-dire Max gagne le jeu
(A[Y],Exp) sur Y.

Montrons que Max gagne le jeu (A[Y\ Attryax (D)], ExpNParg_1). Posons
W =Y\ Attrpmax (D) et soit Wiy, ’ensemble gagnant du joueur Min au jeu (A[W], Exp N Parg_1).
Puisque W est colorée par {0,...,d — 1}, 'hypotheése d’induction implique que Min
possede une stratégie positionnelle oy gagnant le jeu (A[W], Exp NParg_1) sur Wiy -
Comme pour le jeu (A[Y],Exp), Min peut gagner le jeu (A, ExpnPary_1) sur l'en-
semble X U Wy, en utilisant sa stratégie ox sur X et sa stratégie oy, sur Wy . Par
maximalité de X dans X, Wy = ().

Finalement, les conditions de la proposition [2.19] sont bien vérifiées, ce qui prouve
que Max gagne le jeu (A[Y],ExpNPary) sur Y. Comme Y est un piége pour Min,
le lemme implique que Max gagne le jeu (A, ExpNParg) sur Y. Cela contredit
I’hypothése selon laquelle Min gagne le jeu (A, ExpNPary) sur S, et aboutit a la
contradiction recherchée. O

2.4 Le cas des graphes d’automates a piles

Dans ce chapitre, nous appliquons nos résultats au cas ou ’aréne considérée est
le graphe des configurations d’un automate a pile. Nous obtenons un algorithme qui
calcule les ensembles gagnants de chaque joueur pour les jeux Pary, ExpUPary et
Exp N Pary. De plus, dans tous les cas excepté celui du joueur Max et du jeu Exp N Paryg,
nous obtenons des algorithmes qui calculent une stratégie positionnelle gagnante asso-
ciée.

Ces algorithmes sont basés sur le principe suivant.

Les ensembles d’états de I'arene a pile et les stratégies positionnelles de cette aréne
sont représentables sous forme d’arbres infinis. L’ensemble des directions est ’alphabet
de pile de 'automate a pile, et ces arbres sont étiquetés par des ensembles d’état de
controle ou de transitions de 'automate a pile.

Via cette représentation, il s’avére que les ensembles gagnants et les stratégies po-
sitionnelles gagnantes des joueurs sont des langages reconnaissables. En effet, on peut
construire des automates alternants a trois priorités qui reconnaissent ces langages.

Le calcul des ensembles gagnants et de stratégies positionnelles gagnantes se réduit
finalement a un probléme standard : étant donné un langage reconnaissable et non—vide
d’arbres infinis, calculer un arbre régulier appartenant a ce langage.
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2.4.1 Automates alternants a parité

Tout d’abord, nous rappelons brieévement la notion d’automates alternants a parité
sur les arbres, afin de fixer les notations. Le lecteur intéressé par plus de détails pourra
consulter [MS87].

La particularité des automates alternants est de pouvoir se dupliquer a chaque étape
d’un calcul, en langant plusieurs calculs paralleles. La fagon dont ’automate se duplique
est contrdlée via une formule booléenne. Un calcul est acceptant si chacun des calculs
paralleles vérifie une condition de parité.

2.4.1.1 Formules booléennes

Etant donné un ensemble S, I'ensemble B*(S) désigne 'ensemble de toutes les
formules positives sur ’ensemble S, c’est-a-dire ’ensemble des mots ¢ engendrés par
la grammaire :

— T, 1,s €S,

- dAD,

- bV O,

Les symboles T et 1L désignent respectivement vrai et faux. On dit qu’un sous—
ensemble S’ C S satisfait une formule ® € B*(S), et on écrit S’ = ® si en assignant
T & tous les éléments de S’ et 1L & ceux de S\S', la formule ® s’évalue & TT. Etant
donnée une formule ®, son dual ® est obtenu en remplacant A par V, TT par L et
vice—versa.

2.4.1.2 Automates alternants a parité

Un automate alternant a parité sur les arbres I'* — 3 est un quintuplet

C=(8s0,Tr,p:S—1{0,...,d}),

ol
S est un ensemble fini appelé ensemble des états,
so € S est I’état initial,
Tr:S xS — BT x S) est la fonction de transition,
p:S — {0,...,d} associe a chaque état une priorité.
Décrivons informellement ce qu’est un calcul de 'automate C sur un arbre Arb :
I' — ¥. Un calcul se compose d’une suite infinie d’étape de calculs.

Initialement, une seule copie de C est placée sur la racine € de Arb, dans 1’état sg.

A chaque étape de calcul, C se duplique en plusieurs copies, et chacune des copies
descend d’un niveau dans ’arbre. Ainsi, a ’étape n, chaque copie de A est située sur
un des noeuds de profondeur n de Arb, dans un certain état. Il peut y avoir plusieurs
copies de C situées sur le méme noeud, dans des états identiques ou différents. Pour
passer a I’étape n + 1, chaque copie de C se duplique, et chacune des copies de la copie
considérée change d’état et se déplace sur un des fils du noeud courant. La duplication
doit respecter la contrainte suivante. Pour chaque copie qui est dans un certain état
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g, sur un noeud étiqueté par une lettre a, I’ensemble des couples (r, «) tels que cette
copie s’est dupliquée dans ’état r et la direction o doit satisfaire la formule booléenne
positive Tr(q, a).

Un calcul de C sur Arb peut étre soit acceptant, soit non—acceptant. Apres que toute
les étapes de calculs soient effectuées, chaque copie de C est passée par une suite infinie
d’états, a laquelle correspond une suite infinie de priorités. Le calcul est acceptant si
pour chaque copie de C, la plus grande priorité vue infiniment souvent est impaire.

Formellement, un calcul de 'automate C sur un arbre Arb : I'* — 3 est un arbre
étiqueté par S x I'* tel que :

e sa racine est étiquetée par (sg, €),

e si un noeud est étiqueté par (s,~y) et ses fils sont étiquetés par (s1,71) ... (Sn,Vn)
alors il existe g, ..., € T'tel que VO < i < mn,v; = yaj et {(a1,81),. .., (an, Sn)} E
T(s,4(7)).

Un arbre de calcul de C est acceptant si pour chaque branche infinie

étiquetée par (sg,70)(s1,71) ..., la priorité limsup,cyp(s,) est impaire.

Définition 2.21. Soit C un automate alternant a parité sur les arbres I'* — X. On dit
qu’un arbre Arb : I'* — X est reconnu ou accepté par C si il existe un calcul acceptant
de C sur t. Le langage des arbres acceptés par C est noté L(C).

2.4.1.3 Dual d’un automate alternant

On désigne par C = (S, so, T, p') le dual de 'automate A. La fonction de transition

de C est définie par T(s,a) = T(s,a). La fonction de priorité de C est définie par
P'(s) = p(s) + 1 si ming p(s) =0 et p/(s) = p(s) — 1 si ming p(s) > 0.

Théoréme 2.22 ([MS87]). Soit C un automate alternant a parité sur les arbres infinis.
Les langages reconnus par C et son dual C sont complémentaires.

Ce résultat constitue un des intéréts principaux de l'utilisation d’automates alter-
nant. Ceux—ci ont la méme puissance de reconnaissance que celle des automates non—
déterministes [MS95] de Biichi, et on peut les complémenter sans changer leur taille. Par
opposition, la complémentation d’'un automate de Biichi nécessite une augmentation
exponentielle du nombre d’états.

Plus généralement, les opérations booléennes entre langages reconnaissables ne
colitent rien algorithmiquement, quand ces langages sont codés sous forme d’automates
alternants.

2.4.1.4 Automates déterministes et non—déterministes, de Biichi et simples

Si 'on excepte les automates bidirectionnels et les automates a jetons, la plupart
des automates d’arbres infinis couramment utilisés peuvent se voir comme des cas
particuliers d’automates alternants a parité.

Les automates déterministes sont un type particulier d’automate alternant ou
chaque copie se duplique une seule fois dans chaque direction et ou I’état de la copie
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est totalement déterminé par 1’état et I’étiquette courants. Les formules de la table de
transition sont du type :
/\ (@, Sa)-

ael

Dans un automate non—déterministe chaque copie se duplique une seule fois
dans chaque direction, et il existe plusieurs possibilités de choix des états des copies.
Les formules de la table de transition sont du type

\/ /\ (e, Sia)-

i=1...n acl’

En ce qui concerne le systeme d’acceptation, les automates de Biichi correspondent
au cas ou les seules priorités apparaissant sont 0 et 1, les automates de co—Biichi au
cas des priorités 1 et 2, et les automates simples au cas ou tous les états sont colorés
par 1.

2.4.2 Systemes a piles

Les systémes a piles modélisent des programmes

e qui ne terminent pas,

e qui utilisent un nombre fini de variables dont le domaine est fini,
e qui peuvent procéder a des appels récursifs de fonctions.
Formellement, on les décrit comme suit.

Définition 2.23. Un systeme a pile coloré par {0, ...,d} est un quintuplet
P=(Q,T,A, L, col) ou:

() est un ensemble fini d’état de controle,

I' est un alphabet fini de pile,

L est une lettre spéciale appelée fond de pile,

14T,

ACQQx(TU{L}) x (TU{-1}) x Q est 'ensemble des transitions,
col : Q — {0,...,d} colore chaque état avec une priorité.

Il y a deux types de transitions. On dit qu’une transition (g, «, 3,7) € A est une
transition d’empilement si § € I" et une transition de dépilement si 5 = —1. Dans
les deux cas, on dit que c’est une a—transition, une g-transition ou encore une (g, a)—
transition.

Concernant la lettre de fond de pile L, on suppose toujours qu’il n’existe pas de
1 —transitons de dépilement. En d’autre terme, la procédure principale ne termine pas.
D’autre part, il n’existe pas de transition d’empilement du type (.,., L,.) : il n’y a pas
d’appel récursif a la procédure principale.

Nous ne travaillons qu’avec des systemes a pile complets, dans le sens ou, pour
chaque couple (¢, ) € @ x (' U{L}), il existe au moins une (g, a)—transition dans A.

Systéme de transition associé a un systeme a pile. A tout systéme a pile
P est naturellement associé un systéme de transitions (Sp,Tp) coloré par {0,...,d}.
L’ensemble d’états est Sp = QI'*, c’est-a-dire les configurations du systéme a pile. Dans
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la configuration ¢, I’état de controle est ¢ et le contenu de la pile est 1. La derniére
lettre du mot v € I'* se trouve en haut de la pile. On suppose toujours de maniere
implicite que L se situe en fond de pile.

L’ensemble des configurations est noté Sp. Chaque transition é € A du systéme a
pile défini une relation 9, entre les configurations. La relation de transition T’» entre
les configurations est 'union des relations 2,

— Soit ge une configuration dont la pile est vide.

Alors ge LN r(3 si il existe une transition d’empilement 6 = (¢, L, 3,7) € A.

— Soit gya une configuration dont la pile n’est pas vide. Alors

e gy« 9, 7 si il existe une transition de dépilement 6 = (¢, o, —1,7) € A,

* gy« 2, ryaf si il existe une transition d’empilement 6 = (¢, o, 3,r) € A.

On pose Tp = Usen LN

Une exécution du systeme a pile P est un chemin dans le systeme de transitions
(Sp, Tp). Une telle exécution (go7y0,q171, - - -) est dite acceptante si la plus grande cou-
leur vue infiniment souvent est impaire, c’est & dire si lim sup,,c col(gy) est impaire.

On s’intéresse a la modélisation de programmes interactifs, qui sont contrélés en
partie par leur environnement et en partie par leur utilisateur. Pour cette raison, on
considere que ’ensemble des états de contrdle est partitionné en deux ensembles ) =
Qniax U Qnin - Cette partition s’étend naturellement a I’ensemble des configurations de
P, en posant S’}X{ax = Qmax ™ et S}}(ﬁn = Qmin . De méme, la fonction col s’étend a
Sp en posant col(gy) = col(q). Finalement, on obtient une aréne a deux joueurs colorée
par {0,...,d} :

Ap = (Sp, S¥* S¥m T col) .

2.4.3 Calcul des stratégies positionnelles gagnantes

Dans cette sous—section, on va prouver que pour tous les jeux Pary, Exp, Exp U Pary
et ExpNParg, joués sur une arene a pile, le langage des stratégies positionnelles ga-
gnantes est régulier. On décrit de plus la construction d’un automate d’arbre alternant
A parité et & trois priorités de taille O(d|Q?| + |A]) qui reconnait ce langage.

Nous commencgons par expliquer comment on peut naturellement décrire une stra-
tégie positionnelle sur une aréne & pile par un arbre I'* — 2%, On décrit ensuite la
construction des automates alternants qui reconnaissent les langages de stratégies po-
sitionnelles gagnantes.

Dans la suite, on fixe une aréne a pile Ap = (Sp, Tp) associée & un automate a pile
P =(Q,I',A, L, p) et une partition Q = Qnax L Qmin des états.

2.4.3.1 Arbre codant d’une stratégie positionnelle

Le codage d’un ensemble de transitions de Tp par un arbre I'* — 22 est illustré par

la figure
A chaque sous—ensemble o C Tp des transitions d’une aréne a pile nous associons
un arbre Arb, : I'" — 22, appelé Uarbre codant de o. Ses noeuds sont les contenus de
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qe Te
@ ro B rp
qaff  raf qgBa rPa qBB  rBp
(g,L,0,9)
(r,L.8,q)
(r,a,—1,r) ¢,6,0,7)
(,8,8,9)
(reb.a) (rB.B.r)
((I7a’71’q)
@ @ Ena’_}’q; (q7 ﬁa _17 T)

Fia. 2.6 — Un sous—ensemble fini de Tp et son arbre associé. Seuls les étiquettes des
états {e, a, B, aa, af3, Ba, B} sont représentés. Les autres états de 'arbre sont étiquetés
par 0.

pile de P, c’est-a-dire I'*. Ces noeuds sont par des ensembles de transitions de P. Une
transition § € A est dans 1’étiquette Arb, () du noeud v € I'* si il existe un état ¢ € Q
et une configuration vy’ telle que ¢~y 2, ry et (¢, ry') € o.

En particulier, on utilisera cette transformation pour coder des langages de straté-
gies positionnelles. Notons que la transformation ¢ — Arb, est injective.

De méme, on utilise des arbres pour coder des sous—ensembles de configurations : a
X C Sp, on associe Parbre Arby : I'* — 29, défini par ¢ € Arbx(y) <= ¢y € X.

2.4.3.2 Régularité des langages de stratégies positionnelles gagnantes

Maintenant qu’on a expliqué comment décrire des sous—ensembles d’états ou de
transitions de Ap par des arbres, la notion de reconnaissabilité d’un langage de straté-
gies positionnelles prend un sens.

Théoréme 2.24. Soit J un joueur et Vic € {Pary, Exp UPary, ExpNParg}. Soit Lyic
le langage d’arbres T* — 22 x 25 défini par :

Lvyic = {(0,X) | X est un piége pour l’adversaire de J et o est une stratégie
positionnelle pour J dans A[X]| gagnante au jeu (A[X], Vic)}. (2.4)

Le langage Lvic est régulier. De plus on peut effectivement construire un automate
alternant a parité avec trois priorités et O(d|Q? + |T'|) états qui reconnait ce langage.
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La démonstration de ce résultat utilise des techniques similaires & celles de [Var98|
PMO03|, malheureusement nous n’avons pas pu utiliser directement ces résultats. Si 'on
s’en tient aux jeux de parité, ces techniques s’appliquent parfaitement (cf. [Var98]).
Par contre, résoudre le jeu Exp avec les automates bidirectionnels de [Var9§| parait
problématique. En effet, pour tester si une stratégie positionnelle est gagnante pour
le jeu Exp, il faut vérifier qu’il n’y a pas de cycle dans le graphe sous—jacent. Or
nous ne savons pas comment détecter des cycles a 'aide des automates bidirectionnels
de [Var98].

Pour faire cela avec des automates d’arbres bidirectionnels, il faudrait étre en mesure
de marquer un état afin de savoir a chaque instant du calcul si ’'automate est revenu
a son point de départ ou non. Pour cela, on peut imaginer construire des automates
bidirectionnels a jeton. Toutefois, il nous semble qu’en général, ’extraction d’un arbre
régulier du langage reconnu par un automate bidirectionnel a jeton est un calcul d’une
complexité rédhibitoire.

Démontrons maintenant le théoréme 2.241 Notre but est de construire un automate
d’arbre reconnaissant le langage Lyvc.

La premiére chose & faire est de construire un automate alternant vérifiant que Arb
est bien un arbre codant un couple (o, X), ou X est un piége pour l'adversaire de 7,
et o est une stratégie de J dans l'aréne A[X]. Cette construction est donnée par le
lemme

Ensuite, on construit un automate acceptant un tel couple (o, X) si et seulement si o
est gagnante pour J au jeu (A[X], Vic) sur X. Pour cela, on caractérise ces couples par
des criteres simples sur les cycles et les chemins non bornés dans I'aréne A[co|[X]. Ces
criteres sont résumés dans le lemme [2.26] Le lemme [2:29] explique comment les cycles
et les chemins non bornés d’un graphe se factorisent en suites de chemins finis d’un
type particulier, qu’on appelle des sauts. On conclut avec le lemme [2:30] qui construit
un automate permettant de tester I'existence de ces sauts. Dans la sous—section [2.4.3.5]
on fait la syntheése de ces résultats afin d’obtenir les différents automates alternants
promis par le théoréme [2.24]

Lemme 2.25. Soit Ap une aréne a pile. Le langage

L={(0,X)| X est un piége pour Min

et o est une stratégie positionnelle pour Max dans Ap[X]}

est reconnu par un automate alternant a O(|T'| + |Q|) états et 2 priorités.
Démonstration. Soit Arb = (Arb,, Arbx) : T* — 22 x 2% un arbre. Alors Arb code un
couple (0, X) € L si et seulement si, Vy € I, Va € T,

1. Arb,(e) contient seulement des L—transitions.

2. Arb,(ya) contient seulement des a—transitions.

3. si Arbx(y) contient un état s controlé par Min et 6 = (s,.,a,t) € A est une
s—transition d’empilement alors Arbx (y«) contient ¢,
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4. si Arbx (ya) contient un état s controlé par Min et § = (s, «, —1,¢) € A est une
s—transition de dépilement alors Arbyx () contient ¢.

5. I'ensemble des états de Arbx () contrélés par Max coincide avec I’ensemble des
sources de transitions de Arb,(7),

6. si Arb,(v) contient une transition d’empilement § = (s,.,«,t) € A alors t €
Arbx (va),

7. si Arb,(ya) contient une transition de dépilement § = (s,—1,a,t) € A alors
t € Arbx(v),

Les conditions 1 et 2 impliquent le fait qu’il existe un sous—ensemble ¢ C Tp dont
Arb, est larbre codant. Les condition 3 et 4 impliquent que Min ne peut sortir de
I’ensemble X. Les conditions 5,6 et 7 impliquent que Max peut rester dans X en
jouant les transitions de o. Par conséquent, X est un piege pour Min et o est une
stratégie dans Ap[X]. La réciproque est claire.

Pour chacune des conditions 1. a 7., construisons un automate alternant qui teste
si cette condition est vérifiée. Pour les conditions 1. et 2., 'automate est déterministe
et simple. Il parcourt tout ’arbre en vérifiant les étiquettes de chaque noeud, et en
mémorisant la téte de pile dans son espace d’état I' U L. Pour la condition 5., c’est le
méme principe, sauf que ’automate n’a besoin que d’un seul état.

Pour la condition 3. on construit plus facilement le dual de 'automate recherché.
Cet automate est un automate alternant simple, d’espace d’états ¢;; U @. Initialement
dans un état s;,;, il se déplace non—déterministiquement dans ’arbre jusqu’a un noeud
~. 1l choisit alors un état ¢ qui est la cible d’une transition § = (s, ., «,t) de I'étiquette
courante, et mémorise cet état dans son espace d’états s;,; U (. Il se déplace alors
dans la direction o pour vérifier que t est dans 1’étiquette de Arby (ya). Les automates
testant les conditions 4., 6. et 7. sont similaires.

Le dual d’'un automate alternant simple est un automate alternant & une priorité
impaire. Puisque les opérations booléenne entre automates additionnent les nombres
d’états des automates alternants, on obtient un automate alternant a 2 (1+ |I'|) + 1+
4% (14 |Q|) états et deux priorités qui vérifie la conjonction des conditions 1. & 7. [

Le lemme suivant caractérise les couples (o, X ) formés d’une stratégie positionnelle
o gagnante sur ensemble Ap[X] aux différents jeux que nous étudions.

Pour cela on introduit les notions de cycle et de chemins d’exploration. On appelle
chemin d’exploration un chemin visitant un nombre infini d’états différents. Sa priorité
est par définition la plus grande priorité vue infiniment souvent le long de ce chemin.
On dit qu’un cycle dans le graphe Ap est impair si la plus grande priorité vue le long
de ce cycle est impaire.

Soit X C Sp et o une stratégie positionnelle pour Max . Rappelons que A[o][X]
est le graphe obtenu & partir de A en se restreignant a ’ensemble d’états X et en
restreignant les transitions controlées par le joueur Max a celles autorisées par o :

Alo][X] = (X, X NSMvax , X NSMin , (X X X)N (00U (Smin x 5)),col) .
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Fiag. 2.7 — Un saut de gy a ry dans un arbre de stratégie.

Lemme 2.26. Soit 7 € {Max,Min } un joueur, Vic € {Pary, Exp UPary, Exp N Par,},
X C Sp un piége pour l'adversaire de J, et o une stratégie positionnelle pour J dans
Ap[X]. Alors o est gagnante sur X au jeu (Ap[X], Vic) si et seulement si les cycles et
les chemins d’explorations de A[o|[X] vérifient les conditions données par le tableau[2.1}

Vic J | Cycles Chemins d’exploration
Pary Max | Impairs Impairs

Min | Pairs Pairs
ExpUPary; | Max | Impairs Pas de condition

Min | Pairs Pas de chemin d’exploration
ExpNPard | Max | Pas de cycle Impairs

Min | Pas de condition | Pairs

TaB. 2.1 — Caractérisation des stratégies positionnelles gagnantes.

Pour prouver le théoreme [2.24] il suffit donc de construire des automates alternants
vérifiant les différentes conditions données dans le tableau .11

2.4.3.3 Factorisation des cycles et des chemins d’exploration a 1’aide de
sauts

Pour construire les automates vérifiant les conditions du tableau I’observation
cruciale est que tout cycle et tout chemin d’exploration peut étre factorisé a l’aide de
chemins d’un type particulier, qu’on appelle des sauts.

Définition 2.27. Soit A une sous—aréne de Ap. Un saut de priorité ¢ d’une confi-
guration ¢y vers une configuration 7y dans A est un chemin dans A de ¢y a rv, tel
que :

e toute configuration sur le chemin est de la forme sy’ ot s € Q et 7/ € T'*,

e la priorité maximum rencontrée le long de ce chemin est c.
On note ¢y ~> rv si il existe un saut de priorité ¢ de ¢y & 7y et on note £ 1a relation

.. d
binaire UOSdSc M.

Cette définition est illustrée par la figure Les lemmes suivants montrent com-
ment caractériser ’existence de cycles et de chemin d’exploration & 1’aide de sauts.
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Lemme 2.28. Soit A une sous—aréne de Ap. Il existe un cycle de priorité ¢ dans A
si et seulement si il existe une configuration qy de A telle que qy ~ qy.

Démonstration. Prouvons l'implication directe. Soit ¢ovo,---, ¢V = qoYo un cycle
dans A. Soit i tel que ~; est de longueur minimum. Alors ¢;7Vi, - - -, @nVn, G17V15 - - - » GV
est un saut de ¢;7y; vers lui-méme. La réciproque est triviale. O

La décomposition des chemins d’exploration a I'aide de sauts est un peu plus com-
plexe. Elle est décrite par le lemme suivant, et illustrée par la figure 2.8

Lemme 2.29. Soit A une sous—aréne de Ap. Il existe un chemin d’exploration de
priorité ¢ dans A si et seulement si il existe ou bien une suite de configurations
(Gi7i, Ti7Yi+1)ien et une suite de transitions d’empilement (9;);en telles que Vi € N :

<c
La qiyi > i,

05
Lb 1% — Git17i41,
1.c il existe une infinité de i tels que g;iy; ~ Tivi.

ou bien une suite de configurations (qiyi,Ti%Vi, Si%Vi» tiYi)ieN, une suite de transitions
d’empilement (3;)ien et une suite de transitions de dépilement (\;);en telles que Vi € N :

2.a 19 = Sg et roYo s 70705
< < <
2.b qivi 55 TiYi, T > sivYi et i~ tii,

05 A
2.c i — Qit17Yi+1 el tip1vVie1 — 8i%i.

Démonstration. Les conditions 1.a a 1.c impliquent ’existence d’un chemin d’explora-
<

tion de priorité ¢ : c¢’est le chemin ggyg o, 00 S QM A, r17y1 - - - - Les conditions
2.a a 2.c impliquent I'existence d’un chemin d’exploration de priorité ¢, c’est le chemin
qui consiste a descendre puis & remonter 1’échelle de la figure [2.8] un nombre infini de
fois. On descend d’un cran plus bas a chaque fois, sans oublier d’emprunter le cycle de
priorité ¢ a chaque fois qu’on repasse par rgp.

Montrons maintenant que 'implication inverse.

Soit p = (¢4, 4474, - - -) un chemin d’exploration de priorité ¢ dans A. Puisque h est
de priorité ¢, et quitte & considérer un suffixe de h, on peut supposer que Vi, col(q}) < c.

On consideére deux cas, selon que lim inf;ey |7/| = +00 ou non.

Dans le cas ou liminfiey 7| = 400, chaque contenu de pile v, n’apparait qu'un
nombre fini de fois dans h. Apres cette derniere apparition, les contenus de piles sui-
vants ont v, comme préfixe strict. Cette observation permet de construire une suite
(qi7vi, Ti7vi)ien qui vérifie les conditions 1.a a 1.c.

Le cas ou liminfijey |7i| < 400 se réduit au cas ou h revient infiniment souvent sur
la configuration ¢(y;. On construit par induction une suite (g;, i, Si, t;, Vi)ien qui vérifie
2.a, 2.b et 2.c. Pour cela, on utilise 'invariant d’induction “il existe une infinité de sauts
de priorité inférieure a c entre 7;7y; et s;7;”. Chacune des configurations q;7v;, r:vi, Si7Y, tiVs
est une des configurations de p. O
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4070 7070 q0Y0  T0% = 8070 toY0
QM 171 Qa1 T st
q272 272 a2 T272 5272 taye
4373 373 4373 7373 S373 373
qa74 T474 qava  TaV4 S474  laa

Fi1G. 2.8 — Deux types particuliers de chemins d’exploration de priorité c. Les lignes
pointillées sont des sauts de priorité inférieure a c. Pour le graphe de gauche, une infinité
de sauts sont de priorité c. Pour le graphe de droite, la boucle sur rgyy est de priorité
c.
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2.4.3.4 Tester I’existence d’un saut dans I’arbre codant une stratégie

Pour prouver le théoréme [2:24] nous construisons tout d’abord un automate alter-
nant Cgaut qui peut tester 'existence d’un saut dans un graphe A[o][X]. Une fois ceci
fait, il est facile de le modifier afin de détecter les cycles et les chemins d’exploration.

Nous utilisons les notations suivantes Pour v € T'* et Arb : T* — 22, Arb[v] désigne
l'arbre défini par Arb[v](7') = Arb(79). Soit C un automate alternant sur les arbres
Arb et un état ¢ de cet automate, C[g] désigne ’automate obtenu en redéfinissant 1’état
initial de C comme étant q.

Lemme 2.30. Il existe un automate de Biichi alternant Cg,yt d’espace d’état
(CU{pop}) x Q? tel que, étant donné (c,q,r) € {0,...,d} x Q?, un arbre (Arb,, Arbx)
codant la sous—aréne A = Aplo|[X] et une pile v € T'*,

(Csaut[(c, q,7)] accepte Arb[y]) <= il existe un saut de priorité ¢ de ¢y a ry dans A .

Démonstration. Afin de donner 'intuition derriere la construction de 'automate Cgayt,
on commence par analyser comment un saut sur une pile y se factorise en un produit de
sauts sur des piles du type ya. Supposons qu’il existe un saut j de priorité c de ¢y a ry
et s0it 7 = (G0, ¢1V1s- -+ GnYn), OU GoYo = q7 €t ¢nyn = r7y . Considérons '’ensemble
I={ie{0,...,n} | v =~} des instants auxquels le saut j revient sur la pile v. Nous
trions cet ensemble : I = {ip < i1 < ... <ip =n}.

Remarquons qu’on peut supposer k < |Q| + 1. En effet, si 'on efface tous les cycles
inclus dans j, sauf celui de priorité maximale, alors on obtient toujours un saut de
400 & qnYn, de méme priorité que j. De cette fagon, nous pouvons supposer que les
états qi,, Giy» - - - » ¢i,, sont tous différents, a part peut—€étre pour deux d’entre eux, ce qui
implique k£ < |Q| + 1.

Le saut j se factorise donc en :

7= (Gio) - Jo - (i) -+ k- (i 7)- (2.5)

ou les j; sont des chemins non vides.

Cette factorisation a les propriétés suivante . Pour chaque 1 < ¢ < k, le chemin j;
est soit un simple état, soit un saut d’une configuration r;ya; a une autre configuration
$iyay, o 14, 8; € Q et oy € I'. De plus, puisque j est un chemin dans A, on en déduit
que pour chaque 1 <1 <k —1, (g;,7, ) et (siyou, gi,,,7y) sont des transitions de A,
respectivement une o;—transition d’empilement et une transition de dépilement. Enfin
d’apres la définition de la priorité d’un chemin fini, on déduit que :

col(j) = max{col(g;,),col(s;) | L € {0,... ,k}}.

La construction de Cgayut est directement inspirée par ces remarques. Quand Cgaut
est dans I'état (c,q,r) sur la pile ~, il devine la suite

< 1
(G, 71, 1, 515 Qi1 € o<i<h—1 € (QF x T x Q% x O)SI@IHL

ou k < |Q| + 1. Puis, Cgaut vérifie que cette suite est réellement associée a un saut j de
g7y a rv. Pour cela, Cgayt doit vérifier que pour 0 <1<k —1:

119



Chapitre 2. Positionnalité des jeux sur les graphes infinis

qip = q and ¢, =,

t(y) contient une transition d’empilement (g;,, -, o, 77).

(r; = s; et col(ry) = ¢) ou ryay ~5 spyay,

. t(yay) contient une transition de dépilement (s;, oy, —1,¢;,,),
max{col(q),¢ |0 <1<k} =c

La vérification des conditions 1,2 et 5 peut étre faite en restant sur le noeud ~.

Pour vérifier la condition 4, Csuqt se duplique dans la direction oy, pour vérifier
que la transition (s;, oy, —1,¢+1) est dans 1'étiquette du noeud ~ay. Cette copie doit
mémoriser le couple (s;,q11) € Q2 et son état est (pop, s, qiy1)-

Pour vérifier la condition 3, on programme Cgay¢ de la fagon suivante. Si r; = s; et
col(r;) = ¢, la condition 3 est nécessairement vérifiée et Cgayt ne fait rien. Dans autre
cas, automate Cgayt se duplique dans la direction oy afin de vérifier I’existence d’un saut
de priorité ¢; de riyay & spyay. Cette copie doit mémoriser le triplet (¢, 7, 5;) € C x Q2
et son état est (¢, 7, 87)-

Finalement, I'espace d’état de Csaut est {pop} x Q2 U C x @2, tous les états ont
priorité 1, et la table de transition est :

A S S

VACAetVaeT U{Ll},
TT si une transition de dépilement (s,.,—1,q) est dans A
1l sinon.

T((c,r,8),A) = \/

(QZJ’Z7al75l7QZ+lvcl)0§L§k§\Q|
tq les conditions 1,2 et 5 sont vérifiées.

/\ ((ala (p0p7 Si, Ql+1)) A <(ala (Cl7 T, Sl)) \4 —H—rlzsl >>
0<I<k p(ri)=ci
TT si C est vérifiée

Al sinon.

T((pop, s,q), A) = {

oU T ¢ signifie {

Puisque tous les états sont de priorité 1 paire, un calcul acceptant de Cgayt est un
calcul fini dans lequel toutes les copies finissent dans I’état TT. Une induction sur la
profondeur de ce calcul prouve le lemme [2.30} O

2.4.3.5 Preuve du théoréme [2.24]

On peut maintenant terminer la preuve du théoreme

Preuve du théoréme[2.24) D’aprés le lemme [2.26] il suffit de construire des automates
alternants qui vérifient les conditions du tableau

En utilisant la caractérisation du lemme [2.28] on peut facilement modifier I'auto-
mate Cgaye du lemme [2.30] afin qu’il détecte I'existence d’un cycle de priorité ¢ dans une
aréne Ap[o][X] définie par un couple d’arbres (Arb,, Arbx). Cet automate se déplace
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non déterministiquement jusqu’a une pile -, puis utilise Cgayt pour vérifier qu’il existe
un saut de priorité ¢ d’une configuration ¢y & elle-méme dans Ap[o][X].

Nous devons également construire un automate Ceyy détectant I'existence d'un che-
min d’exploration de priorité c. L’automate Cepp devine soit une suite (g;, ri,vs, 6;) qui
vérifie les conditions 1.a a 1.c du lemme ou une suite (g, 4, Si, ti, Vi, 0i, Aj) qui
vérifient les conditions 2.a & 2.c du lemme [2.29

Premier cas du lemme Pendant le calcul, une des copies de Cezpi, que
nous appellerons la copie principale, suit le trajet vp, 71, ... tout en devinant les suites
do = (r0yy,q1),01 = (r1,+,.,42),... et c1,ca,.... La copie principale utilise des copies
auxiliaires qui vérifient I'existence des sauts g;7; 3 Ti%Yi-

Dans son état initial, la copie principale se déplace de facon non—déterministe vers
le noeud 7. Une fois atteint vy, la copie principale devine d9 = (7o, ., 2, q1),71 €t ci,
tels que dg est dans ’étiquette de ~yg. Si g1 = r1 et col(q1) = ¢1 alors la copie principale
ne se duplique pas. Sinon la copie principale se duplique dans la direction o et dans
létat (c1,q1,71) afin de vérifier Uexistence d’un saut de priorité ¢; de g1yoap = q171 &
r17Y1-

Ensuite, la copie principale se déplace dans la direction «g. Cette copie doit mémo-
riser d’une part I’état r1, et d’autre part si oui ou non ¢; = ¢. Si ¢; = ¢, son état est un
état de priorité 2 appelé (hit,r1), sinon c’est un état de priorité 1 appelé (norm,ry).

Ainsi le calcul est acceptant si et seulement si ¢; = ¢ pour une infinité de i, ce
qui exprime la condition 1.c du lemme Ainsi, notre automate accepte A[o] si et
seulement si il existe un chemin d’exploration dans Afo] de priorité ¢ qui vérifie les
conditions 1.a, 1.b et 1.c du lemme [2:29] L’espace d’états de cet automate est de taille
1 + |Csaut| + 2|Q|

Second cas du lemme La construction est similaire au cas précédent. Une
copie principale de ’automate devine la suite des transitions d’empilement et de dépi-
lement et utilise Cgayt pour vérifier 'existence des différents sauts. L’espace d’états de
cet automate est de taille 1 + |Csaut| + 2|Q?|.

Finalement, pour reconnaitre le langage Lyi. du théoreme on a besoin de
I’automate donné par le lemme ainsi que de d automates de chacun des deux
types ci—dessus, afin de vérifier les conditions du tableau L’automate alternant
obtenu a donc O(d|Q?| + |T|) états. O

2.4.4 Calcul des ensembles d’états gagnants

Théoréeme 2.31. Soit P un systéeme a pile coloré par O,...,d. Soit J un joueur et
Vic € {Pary, Exp, ExpUPary} une condition de victoire. Alors Uarbre T* — 29, qui
assocte a une pile v ’ensemble

{q € Q| q7 est gagnant pour J au jeu (Ap, Vic)}

est régulier. On peut calculer effectivement un graphe de taille 20WRPHITD gont cet
arbre est le dépliage.
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Démonstration. Le théoréme[2:24]entraine qu’on peut construire un automate alternant
A trois priorités et avec O(d|Q|? + |I'|) états, qui reconnait le langage L4 des quadruplets
(UMax » XMax > OMin 5 XMin) tels que

(XMax » Xnin ) st une partition de Sp,

XMax est un piege pour Min,

Xin est un piege pour Max ,

oMax gagne le jeu (A[Xnax ], Vic),

et onvin gagne le jeu (A[ Xy ], Vic).

Il existe un tel quadruplet si et seulement si Xy, est 'ensemble gagnant du joueur
Max et Xynn est 1”’ensemble gagnant du joueur Min . En effet, d’aprés le théoreme [2:4]
les jeux Exp et Exp U Par, sont positionnels, et d’apres [Mos91], le jeu de parité est posi-
tionnel sur les arenes infinies. Comme de plus ces conditions sont préfixe-indépendantes,
le lemme 2.8 entraine que les ensembles gagnants & ces jeux sont des pieges pour I'ad-
versaire.

On en déduit que le langage Ly est non vide. De plus d’apres le théoreme [2.24] il est
reconnu par un automate alternant & parité avec trois priorités et O(d|Q?| + |T'|) états.
Soit Lo le projeté du langage L4 sur les composantes Xprax et Xupin . Alors comme Ly
est non vide, Lg est non vide, et contient un unique couple (Xniax , Xnin ) qui décrit la
partition des états de Ap entre les états gagnants pour Max et les états gagnants pour
Min .

Pour construire le graphe dont le dépliage est Lo, on commence par non—déterminiser
lautomate alternant reconnaissant Ls. On obtient un automate non—déterministe a
trois priorités qui possede 20(dQIP+IT]) ¢tats. En projetant sur les composantes Xpax et
XMin , on obtient un automate non—déterministe de méme taille, qui reconnait I'unique
arbre contenu dans Ls. Il est standard d’en extraire un arbre régulier de méme taille,
en temps quadratique en la taille de 'automate. O

Théoréme 2.32. Soit P un systéeme a pile coloré par {0,...,d} et J € {Max,Min }
un joueur. Alors Uarbre T'* — 29, qui associe & une pile vy 'ensemble

{q € Q| q est gagnant pour J au jeu (Ap,ExpNParg)}

est régulier. On peut calculer effectivement un graphe de taille 20(@IQP*+AD gont cet
arbre est le dépliage.

Démonstration. On se base sur la caractérisation du théoréme [2.13] On suppose d
impair. On définit la notion de d—preuve de victoire qui est un 5%7uplet,

0 0 1 2 d
(XO’ OExp) 0 Att> X1, OPieges Xo, OExp> > X, JPiege)’

tel que ) = X_1 C Xo C X1 C X3...C Xg, et pour 0 < ¢ < 451
1. Aye = Ap [a%?jgi] [X2c| est une aréne colorée de 0 a 2¢,
2. Agc+1 = Ap[Xact1] est une aréne colorée de 0 & 2¢ + 1,

3. U%f(p est une stratégie pour Max dans As. qui gagne le jeu (Ag., Exp) sur Xy,
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4. 0%, est une stratégie pour Max dans Az, qui gagne le jeu (As., Attr(2c)) sur
Xoc\Xoe—1,

5. a%fi:gé est une stratégie pour Max dans As.41 qui gagne le jeu (Agzq+1, Piege(Xac))

sur Xocy1.

En utilisant les mémes techniques que précédemment, on montre que le langage des
preuves de victoire est reconnaissable par un automate alternant a trois priorités.
En effet, les conditions 1. et 2. sont vérifiables par un automate similaire a celui du
lemme et les conditions 3., 4. et 5. par un automate similaire & celui du théo-
réme [2.24] Finalement, le langage des preuves de victoires est reconnu par un automate
de taille O(d?|Q|? + |T|).

D’apres le théoreme 2.13] et le théoréme [2:20, X est I’ensemble gagnant du joueur
Max si et seulement si il existe

1. une preuve de victoire vérifiant les conditions . a 5. ci—dessus,

2. tel que Xy est un piege pour Min dans Ap,

3. et tel qu’il existe une stratégie positionnelle pour Min gagnant le jeu Exp N Pary
sur Sp\Xg.

On conclut comme dans le théoréeme 2.311 O
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Chapitre 3

Positionnalité des jeux
stochastiques

Résumé. Ce chapitre a pour cadre les jeux stochastiques a information complete,
et a nombre fini d’états. On reprend la problématique du chapitre [I, dans le cadre
plus large des jeux stochastiques : quelles fonction de paiement assurent ’existence de
stratégies optimales positionnelles ?

Notre résultat principal établit toute fonction de paiement préfixe—indépendante et
vérifiant une propriété simple appelée propriété de séparation, est positionnelle pour
les jeux a un joueur. Ce résultat est énoncé dans le théoreme [3.17] section [3.7 Les
sections précédentes établissent les propriétés des jeux stochastiques nous permettant
d’aboutir a ce théoréme. Dans la section on décrit une propriété remarquable des
jeux a zéro joueur (c’est-a-dire des chaines de Markov) munis de fonctions de paiement
préfixes—indépendantes. La démonstration du théoréme se fait par induction sur
le nombre d’actions disponibles et dans la section nous introduisons la notion
de split d’une aréne qui permet de réaliser cette induction. Les deux sections suivantes
établissent des propriétés des parties qui ne reviennent jamais ou au contraire infiniment
souvent dans leur état de départ. (théorémes [3.14)et [3.16)). Enfin, dans la section[3.7] on
effectue la synthese de ces différentes propriétés afin d’obtenir le théoreme [3.17] c’est-
a-dire la preuve que toute fonction de paiement séparante et préfixe-indépendante est
positionnelle pour les jeux a un joueur.

Ces résultats sont ensuite transférés dans la section au cadre plus général des
jeux & deux joueurs (théoreme [3.19). Un résultat similaire avait été présenté dans la
section dans le cadre plus restreint des jeux non-stochastiques (théoreme |1.8]).

Des applications de ces résultats sont présentées dans la section D’une part, on
reprouve simplement et de maniére unifiée plusieurs preuves connues de positionnalité,
et d’autre part on génére de nouveaux exemples de fonctions de paiement positionnelles
pour les jeux stochastiques & deux joueurs ou les processus de décision markoviens.
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3.1 Introduction

Ce chapitre a pour cadre les jeux stochastiques a information compléete et & nombre
fini d’états. On reprend la problématique du chapitre [T, dans le cadre plus large des
jeux stochastiques : quelles fonctions de paiement assurent l'existence de stratégies
optimales positionnelles, quelle que soit 'aréne dans laquelle on joue ?

Pour répondre a cette question, il suffit en fait de s’intéresser au cas particulier
des jeux stochastiques & un joueur, communément appelés processus de décision mar-
koviens. En effet, comme dans le cas des jeux sur des graphes finis, on établit dans
le théoréme [3.19] que la caractérisation des jeux positionnels se réduit au cas des jeux
stochastiques & un joueur. Cela fait écho au théoréme [I.8]

L’existence de stratégies optimales positionnelles dans les jeux stochastiques en
général et les processus de décision markoviens en particulier a attiré I'attention de
nombreux auteurs, que ce soit dans le cadre des jeux de parité [CY90, (CTHO3, [ZieO4],
des jeux escomptés [Shab3l [CMHO6], de la limite supérieure [MS96] ou du paiement en
moyenne [Bie87), INSO3|. Les différentes preuves présentées dans la littérature sont tres
hétérogenes. En particulier la preuve présentée dans [Bie87] est complexe et repose sur
d’autres résultats et la preuve présentée dans le second chapitre de [NS03] est complexe
et non adaptable & d’autres exemples.

Dans ce chapitre, on présente un théoreme qui unifie et simplifie tous ces résultats.
En effet, tous ces jeux, ou plutot toutes les fonctions de paiement définissant ces jeux ont
une propriété commune. Cette propriété, appelée propriété de séparation est présentée
dans la définition [3:9] Nous établissons dans le théoreme [3.17] que toute fonction de
paiement séparante et préfixe-indépendante sont positionnelles pour les processus de
décision markoviens.

Ce résultat permet d’une part d’unifier plusieurs résultats connus, et d’autre part
de générer de nouveaux exemples de fonctions de paiement positionnelles pour les jeux
stochastiques & deux joueurs ou les processus de décision markoviens (section .

Comme dans le cas des jeux sur des graphes finis, nos motivations pour étudier
I'existence de stratégies positionnelles dans les jeux stochastique peuvent se résumer
comme suit : les jeux positionnels ont de bonnes propriétés algorithmiques et sont donc
des outils utilisables en théorie du controle.

En effet, si I'on sait qu'une fonction de paiement est positionnelle pour les jeux
stochastiques a deux joueurs, alors on a un algorithme exponentiel pour calculer les
valeurs et des stratégies optimales, pour peu qu’on sache calculer les valeurs des jeux
a 0 joueur. Cet algorithme est similaire & celui présenté dans la section [[.1.2] Dans le
cadre stochastique, un jeu a 0 joueur est une chaine de Markov, et le calcul des valeurs
d’un tel jeu est donc moins trivial que dans le cadre des jeux sur des graphes. Toute-
fois, ce calcul peut s’effectuer en temps polynomial dans tous les exemples que nous
connaissons. D’autre part, I’existence de stratégies positionnelles dans les processus de
décision markoviens est un argument clé pour obtenir des algorithmes polynomiaux
calculant les valeurs de ces processus [EV97].

En terme de controle des systémes stochastiques, nos résultat permettent d’obtenir
un langage de spécifications quantitatives pour les systemes stochastiques et ayant de
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bonnes propriétés algorithmiques, dans la lignée de [BST78| [dA97, [dAHKO9S, [dAHMOT],
dAMO1L, [dA03), dAHMO3] [dAFH™ 04, [CHJ04, [CHJI05, [Cha06, [CMHO6]. Plus de détails
sont donnés dans 'introduction du chapitre

3.2 Processus de décision Markoviens

Les processus de décision Markoviens sont des modeles naturels des systemes a évé-
nements discrets qui sont contrdlables et dont les transitions sont stochastiques [dA97,
dA03). En d’autres termes, ce sont des jeux stochastiques & un joueur.

Dans cette section, on introduit formellement les notions d’arene stochastique, de
stratégie, de mesure de probabilité associée a une stratégie, d’espérance de gain et de
valeur d’un état. Cette présentation n’est pas tout a fait standard, car on sépare dis-
tinctement la notion d’aréne de jeu, qui spécifie la facon dont les joueurs interagissent,
et la notion de fonction de paiement, qui spécifie les intéréts des deux joueurs.

3.2.1 Arénes et parties

Similairement au cadre non-stochastique du chapitre [I} les jeux que 'on considere
se jouent dans des arenes. Toutefois, on considére maintenant des arenes stochastiques,
dans le sens ou le choix d’une action par un joueur ne détermine pas totalement 1’état
suivant du jeu, mais juste une distribution de probabilité selon laquelle le nouvel état du
jeu est choisi aléatoirement. Etant donné un ensemble S, 'ensemble des distributions
de probabilités sur S est noté

D(S)={p€[0,1]%| > p(s) =1}.

seSs

Formellement, la notion d’aréne est redéfinie de la maniere suivante.

Définition 3.1. Soit C' un ensemble quelconque, appelé 'ensemble des couleurs. Une
arene A a un joueur colorée par C est un quintuplet
A= (5,4, (A(s))ses,0(.].,.),col), ou
— S est I’ensemble des états,
— A est 'ensemble des actions et pour s € S, A(s) C A est ’ensemble des actions
disponibles dans I'état s,

— pour chaque s,t € S et a € A(s), d(t|s,a) € D(S) est la probabilité de transition
vers I’état ¢ quand le jeu est dans I’état s et qu’on choisit 'action a. Un triplet
(s,a,t) € S x A x S tel que §(t|s,a) > 0 est appelé une transition.

La fonction col : § x A x § — C associe une couleur a chaque transition.

Une partie infinie dans A est une suite h = spais1 -+ € S(AS)¥ telle que pour tout

1 >0, (si,ai+1,8i+1) est une transition. L’état sy est appelé la source de q. L’ensemble

des parties infinies est noté P et I’ensemble des parties infinies de source s est noté

“As- Une partie finie dans A est une suite h = sgay - ap—15, € S(AS)* telle que

pour tout i < n, (S, ai+1, Si+1) est une transition. L’état sg est appelé la source de q et

I'état s, sa cible. L’ensemble des parties finies est noté P, et P:ZLS si on se restreint
aux parties de sources s.
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3.2.2 Stratégies et mesures associées

Une stratégie dans A est une application o : P* — D(A) telle que pour toute partie
finie h € P de cible ¢, la distribution o(h) ne charge avec probabilité non-nulle que
les actions disponibles dans t :

(o(h)(a) >0) = (a € A(?)).

L’ensemble des stratégies dans I’aréne A est noté X 4. Certains types de stratégies
nous intéressent tout particulierement :

Définition 3.2. Soit 0 € ¥ 4 une stratégie. Elle est dite
e pure si (o(h)(a) >0) = (o(h)(a) =1),
e stationnaire si o(sg ... S,) dépend uniquement de s,
e positionnelle si elle est pure et stationnaire.

La donnée d’un état initial s et d’une stratégie o définit naturellement une mesure
de probabilités PP7 sur I'ensemble P% . des parties infinies de source s.

Avant de définir cette mesure de probabilité, nous munissons Pj,s d’une tribu,
construite comme suit. On note = lordre préfixe sur les mots finis et infinis. Pour
toute partie finie h = sais1--- s, € ijs de source s, on note Oy, ’ensemble des parties
infinies de source s qui ont h pour préfixe, c’est-a-dire :

On={h €P4, |hTh} .

L’ensemble P . est muni de la tribu engendrée par la famille d’ensembles (Op,) heP?, .-
On travaillera principalement avec les variables aléatoires suivantes : ’

Sn(s0a1s1...) = sy le (n + 1)-iéme état visité,
Ap(soaisi...) =ap la n—ieme action choisie,
H, = 5yA;---A,S, I’histoire des n premiers tours de jeu,

Ny=[{n>0:8, =s} € NU{+oo} le nombre de passage dans un état s.

Par abus de notation, pour toute partie finie h = sgaq---s, € Pf475, et pour toute
action a € A, I'événement {H, = h} sera souvent noté {h}, et I’événement {H, =
h, Ap4+1 = a} sera noté {ha}.

Un théoréeme de I. Tulcea [BST8] implique le résultat suivant.

Proposition 3.3. Soit A une aréne stochastique et s un état de A. Il existe une unique

mesure de probabilité P7 sur Py, o telle que :

PY (ha | h) = o(h)(a) | (3.1)
P?(har | ha) = d(r|t,a) .
De maniére équivalente, la mesure P7 de ’événement {h} est définie inductivement

comme suit.
vteS, P(t)={lsit=s 0sinon.
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3.2. Processus de décision Markoviens

Soit ¢ € S un état, h € P7 ; une partie finie de source s et de cible ¢, et a € A(h).
Alors :

P?(har) =PI(h) - a(h)(a) - (r|t,a).

Par le théoreme de Caratheodory, P? s’étend de maniére unique en une mesure sur
“s- Dans la suite de ce chapitre, chaque variable aléatoire X que l'on considérera
sera soit minorée, soient majorée. Cette condition assure que, quelque soit la stratégie
o considérée, I'espérance sous P7 de X est bien définie. On note EJ[X] cette espérance.
Les propriétés suivantes de S,,, A, et H, nous seront tres utiles.

Lemme 3.4 (de décalage). Soit A une aréne, s,t € S des états, h € P’ ; une partie
finie de source s et de cible t, o une stratégie dans A, et X une variable aléatoire
minorée ou majorée. Alors

EZ[X | h) =E7" X[n] ], (3.3)

ot o[h] et X[h] sont définies par o[h|(soa1 - sn) = o(hay---sy) et X[h](soa1s1---) =
X(ha151 . )

Démonstration. Remarquons que puisque sup X # 400 ou inf X # —oo, les valeurs
de sont bien définies. Soit [ € Pf475 et X; la fonction indicatrice de 1’événement
{h}. Nous commengons par montrer que est vérifiée quand X = X|.

Supposons que [ est un préfixe de h, alors E7[X; | h] = 1 et X;[h] = 1 donc
est vérifiée dans ce cas.

Maintenant supposons que h est un préfixe de [, alors il existe ajsijag - -« s, € (AS)*
tel que | = hajsiaz - - - sp. Alors, par définition de P?, c’est-a-dire les équations
et (3.2), on obtient :

EJ[X | h] PS(l | h)
( )(a1) - d(s1[t,a1) -+~ o(haysy -+ - sp—1)(an) - (snlsn—1,an)
o[h]

|
(a
(tarsy---ansp)
U[h][

Xi[h]] -

Donc (3.3)) est bien vérifiée dans ce cas.

Maintenant supposons que h n’est pas un préfixe de [, et [ n’est pas un préfixe de
h. Alors les événements {l} et {h} sont disjoints, et X;[h] est uniformément égal a 0.
On en déduit EZ[X; | h] = PJ(O; | Op) =0 = Ef[h][ Xi[h] ], et de nouveau (3.3) est
vérifiée dans ce cas.

Donc, pour tout I € P ,, 'équation (3.3) est vérifiée pour X = X; = 1¢,. Puisque
la classe des ensembles Oy, engendre la trlbu de P? , nous en déduisons que (3.3) est
vérifiée pour toute variable aléatoire. O

Le lemme suivant nous sera également tres utile.
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Lemme 3.5. Soit A une aréne, s un état de A, E C P% . un événement, et o et 7
deux stratégies. Supposons que o et T coincident sur E, au sens ot pour toute partie
h € P ; qui est le préfize d’une partie infinie dans E alors o(h) = 7(h). Dans ce cas,

PIC I E) =P [E) . (3.4)
Démonstration. On commence par prouver :
P(E) = PL(E) (3.5)

Soit h € Py ; et E = O. Alors légalité (3.5) est une conséquence directe de la définition
de P7 et P}. Puisque les ensembles O, engendre la tribu sur P s I’équation (3.5)) est
vraie pour tout évenement E.

Soit F' C P% ; un événement. Alors o et 7 coincident sur ENF'. En appliquant (3.5)
avec E N F, on obtient PZ(ENF) =PI(ENF). Avec (3.5)), on en déduit (3.4). O

3.2.3 Fonctions de paiements, jeux et valeur d’un état

On introduit maintenant la notion de fonction de paiement. La définition differe
légerement de celle du cadre non-stochastique du chapitre[Il On doit en effet s’assurer
que pour toute stratégie o et tout état initial s, ’espérance de ¢ sous la probabilité P7
est toujours définie.

Définition 3.6. Une fonction de paiement sur un ensemble fini de couleurs C est une
application ¢ : C* — R qui est mesurable et qui est soit majorée soit minorée.

On vérifie sans mal que toutes les fonctions introduites dans la section [1.3]sont bien
des fonctions de paiement, au sens de la définition précédente.

Un jeu & un joueur est un couple G = (A, ¢) ou A est une aréne stochastique a un
joueur et ¢ une fonction de paiement sur I’ensemble des couleurs de A.

L’espérance de gain associée a une stratégie o dans un jeu G est la valeur EZ[¢], ou
pour alléger les notations ¢ : C* — R s’étend naturellement en ¢ : P4 — R, en posant
(b(80a181 cee ) = (b(COl(So, ai, 81)(81, an, 82) s )

La valeur d’un état s dans le jeu G = (A, ¢) est 'espérance de gain maximum :

valg(s) = sup EJ|[¢)].
oEX 4

Soit A = (S,A,d(.].,.),col) une aréne a un joueur colorée par C. Une stratégie
o € X4 est dite optimale pour le jeu G si pour tout état s € S,

E7[¢] = valg(s).

3.3 Chaines de Markov

Le cas particulier des aréenes stochastiques dans lesquelles une seule action est dis-
ponible dans chaque état correspond a la classe des chaines de Markov.

130



3.3. Chalnes de Markov

Définition 3.7. Soit A = (S, A = UsesA(s),d(.].,.),col) une aréne. Si Vs € S, |A(s)| =
1, on dit que A est une aréne a 0 joueurs, ou encore une chaine de Markov. Dans ce
cas, on peut voir A comme une chaine de Markov dont I’ensemble des états est S et la
probabilité de transition d’un état s a un état ¢ est 6(t|s, as), ou as est 'unique action
disponible dans s. De plus, il existe une unique stratégie disponible, et on écrit donc
P, a la place de PJ et E; a la place de EJ. Comme S est fini, chaque état s € .S est soit
transient c’est-a-dire tel que P (Ny) = 0, soit récurrent, c’est-a-dire tel que Py (Ns) = 1.

Dans cette section, on établit une propriété intéressante des parties jouées dans une
arene a 0 joueurs et qui sont issues d’un état récurrent.

Théoréme 3.8. Soit G = (A, @) un jeu a 0 joueurs, et s un état de A. Supposons que
¢ est préfize—indépendante, et que s est récurrent. Alors

P.(¢ > valg(s)) = 0. (3.6)
On verra avec le théoreme que ce résultat reste vrai pour les jeux a un joueur.

Démonstration. Soit E 1’événement :

E ={¢ >valg(s)} .

On commence par montrer que F est indépendant de ’événement {h}, pour tout h €
P ;. Soit t € S un état et h € P7 ; une partie finie de cible ¢. Le cas ot Ps(h) = 0 est
clair donc nous supposons Ps(h) > 0. Puisque ¢ est préfixe-indépendante, 1g[h] = 1.
D’apres le lemme de décalage [3.4 on obtient :

B,(E | h) = B,(E). (3.7)

Soit C; s I’ensemble des parties finies de source ¢, de cible s et qui n’atteignent s qu'une
fois. Puisque Ps(h) > 0, les états s et ¢ sont dans la méme classe de récurrence, donc :

1=P;({3n, S, =s}) = > Pl . (3.8)

1eCs ¢
Donc  Py(E)= 3 B()-Pi(E|)= 3 Bi(l)-By(E)=B(E) ,  (39)
leCst 1eCs ¢t

ou la premiere inégalité vient de (3.8)), la seconde est similaire a (3.7) et la troisieme
vient de (3.8). Avec (3.7, on obtient :

P.(E | h)=P,(E) . (3.10)

Ainsi nous avons prouvé que pour chaque h € Pf4’ s> 'évenement E est indépendant
de Op. Mais E est un élément d de la tribu engendrée par les ensembles Oy. Cela
implique que E est indépendant de lui-méme, donc :

Py(E) =Ps(ENE) = IP)s(E)2 )
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ce qui prouve que P (E) est soit nul soit égal a 1 E

Supposons un instant que P (E) = 1 et cherchons une contradiction. Alors P (¢ >
valg(s)) = 1, donc Es[¢] > valg(s), ce qui contredit la définition de valg(s).

Nous en déduisons que P (E) = 0, ce qui implique (3.6|) et termine la preuve de ce
théoreme. O

3.4 Fonctions de paiement séparantes et split d’une arene

Le résultat principal de ce chapitre établit que les fonctions de paiement préfixes—
indépendantes et séparantes sont positionnelles. La définition d’une fonction de paie-
ment séparantes est proche de la définition des fonctions de paiement fairly—mizing
introduites dans [GZ04] et des conditions de victoire concaves introduites dans [Kop06].

Définition 3.9. Soit C' un alphabet et u,v,w € C trois mots finis ou infinis. On
dit que w est un mélange de u et v si il existe des factorisations u = uguiug--- et
v = vguivsy - - - de u et v, telles que w = ugvouivy - - -

Une fonction de paiement ¢ : C“ — R est dite séparante si pour tous mots u, v, w €
C“ tels que w est un mélange de u et v,

¢(w) < max{g(u), $(v)} -

Pour établir le théoreme on utilise une preuve par induction sur le nombre
d’actions. Pour réaliser cette induction, on introduit dans cette section la notion de
split d’'une aréne. On établit plusieurs résultats élémentaires a propos du split d’une
aréne et des fonctions de paiement séparantes.

Définition 3.10. Soit .A une aréne et s € S un état tel que |A(s)| > 1. Soit (Ap(s), A1(s))
une partition de A(s) en deux ensembles non—vides. Soit (Ap,.A1) le couple d’arénes
obtenues a partir de A en restreignant I’ensemble des actions disponibles dans s & Ag(s)
et Ap(s) respectivement, et en posant Ag(t) = A1 (t) = A(t) pour t # s. Alors (A, A1)
est appelé le split de A associé a (Ap(s), A1(s)). Soit G = (A, u) un jeu, et Gy = (A, u),
G1 = (A1, u). On dit également que (Go, G1) est un split de G sur s.

Etant donné un split (A, A1) de A sur s, il existe une projection naturelle (o, )
des parties finies h € P’ . vers les couples (ho, h1) € P, X P, - Considérons une
partie h € P:ZLS. Alors h se factorise en h = hohy - - - hihg41, ou pour 0 < i < k, h; est un
cycle simple sur s et hg41 une partie issue de s qui ne revient pas dans s. Pour chaque
0 <i < k+1, lasource de h; est s donc h; débute soit par une action de Ay(s) soit par
une action de Aq(s). Alors my(h) est obtenue en effagant de h tous les h;,0 <i < k+1
qui débutent par une action de A;(s), et m1(h) est obtenue symétriquement.

! Par souci de complétude, nous donnons tous les détails mais cette partie de la preuve est classique.
Un événement F qui vérifie (3.10f) est appelé un tail-event. Le fait que la probabilité d’un tail-event
soit égale & 0 ou 1 est appelée loi de Levy ou encore loi de Kolmogorov [Dur96].
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Formalisons maintenant cette construction. On commence par définir inductivement
le mode d’une partie. Pour h € P% , a € A(h)ett e S

0 si la cible de h est s et a € Ap(s)
Mode(hat) = 4 1 si la cible de h est s et a € A1(s) (3.11)
Mode(h) si la cible de h n’est pas s.

Pour i € {0,1}, la projection ; est définie par m;(s) = s, et pour h € P ac A(h)
ettes,
mi(h)at si Mode(hat) =i

mi(h)  si Mode(hat) =1 —i. (3.12)

m;(hat) = {

On peut étendre naturellement le domaine de définition des applications my et 7 a

“s En effet, soit h = sga1s1--- € P s et pour tout n, hy, = spai - sp. Alors pour

tout n le mot 7 (hy,) est un préfixe du mot my(hy,1). Sila suite mo(hy,) est stationnaire
égale a un certain mot fini b’ € P%_, on pose mo(h) = h'. Sinon, la suite mo(h,) tend
vers un mot infini b’ € P%_ ., et on pose mo(h) = h’. Une fois qu’on a étendu le domaine
de définition de o & tout P (, la projection mo consiste a effacer tous les cycles simples
sur s débutant par une action de A;(s), plus éventuellement, si il existe, un suffixe infini
débutant par une action de Aj(s) et ne repassant jamais par s.

Définition 3.11. Les deux variables aléatoires :
[Ty = 7(SpA1S1 -+ -) a valeur dans Pf4078 UPY, s
I} = m1(SoA151 - - -) a valeur dans Py, (UPY
sont appelée les projections associées au split (Ag, A1).
Les propriétés utiles de my et 71 sont résumées dans le lemme suivant.

Proposition 3.12. Soit A une aréne, s,t des états de A, (Ao, A1) un split de A sur
s, et Iy et 11y les projections associées. Soit hg € P;\o,s une partie finie dans Ay, de
source s et de cible t, et a € Ay(t), alors

Vr e S, PI(hpar C Iy | hoa C IIy) = o(r|t, a). (3.13)
Soit x € R et ¢ une fonction de paiement préfixe—indépendante, séparante. Alors

{Ns =00 et ¢p >z} C
{IIy est infinie et Ny(Ily) = oo et ¢p(Ip) > x}
U {I1; est infinie et Ng(II;) = 0o et ¢p(I1;) > x}. (3.14)

Démonstration. Prouvons tout d’abord (3.13]). Rappelons que T dénote la relation
d’ordre préfixe sur P%  (JPZ .. Posons:

Y ={he PjA,s | mo(h) = ho et Vr € S, Mode(har) = 0}.
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Soient 7y et 71 les fonctions définies par et (| -
Prouvons tout d’abord :

Vr e S, U {Ohar} = {hoar C mp} . (3.15)
hey

On commence avec 'inclusion C. Sment re S, heY etlePy, tels que har C [.
Puisque h € Y, et des définitions et (3.12), on déduit que Vr, Mode(har) =
0 and mo(har) = hoar. Puisque 7 est E croissante et que har C [, on obtient 7y (har) C
mo(l), donc hoar C mo(l) et I € {hpar C Ily}. Cela prouve I'inclusion C de .

Prouvons maintenant I'inclusion D de (3.15). Soient r € S et I € {hoar C Ilo}.
Alors hgar C mo(l). Récrivons | comme [ = sgaysy ---. Puisque 7y est C—croissante,
dn € Ns.t. hpar © m(So- - Sn—1anSn) et hoar Z mo(so---Sp—1). Définissons h =
S0a1 - - - Sp—1, alors la derniere équation se récrit en hoar £ mo(h) et hoar T mo(hay,sy).
D’apres la définition de o, cela signifie nécessairement que hg = m(h) et hpar =
mo(h)ansy,. Donc h € Y| a, = a et s, =r, ainsi har C [ et | € Upey{har}. Cela acheve
la preuve de ([3.15]).

Soit X la fermeture préfixe de Y, c’est-a-dire :

X={heY|AW €Y telque W #het " Ch} .
Alors :
Vr e S, U{har}: U{har},

hey heX

et la seconde union est en fait une union disjointe. Donc,
Vr €S, (Opar)hex est une partition de {hpar C mo} (3.16)

et (Ohna)nex est une partition de {hga C o} . (3.17)
D’apres (3.16)), on en déduit que pour tout r € S,

P (hoar E o) = Y P (Ohar)

heX
= Z o(rlt,a) - P (ha) d’apres (3.2)
heX
(rlt,a) Z P (ha)

heX

= 4(r[t,a) - P (hoa T mo) d’apres (3.17)),

Cela acheve la preuve de @ .
Maintenant, prouvons @ Soit ¢ une fonction préfixe-indépendante et séparante
et z € R. Soit h € {Ns = +o0 and ¢ > z}.
Supposons tout d’abord que 71 (h) est un mot fini. Alors d’apres , I’ensemble
{n" € Py, | B © hand Mode(h') = 1} est fini. D’aprés de nouveau, cela
implique que h et my(h) sont identiques, mis & part un préfixe fini.
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Puisque ¢ est préfixe-indépendante, cela implique ¢(h) = ¢(mo(h)). De plus, puisque
Ns(h) = 400, nous avons N(mo(h)) = +o00. Ces deux dernieres égalités prouvent
dans le cas ou 71 (h) est fini.

Le cas ou my(h) est fini est symétrique.

Supposons maintenant que mo(h) et m(h) sont tous deux infinis. Alors nous prou-
vons qu’il existe ug, vo, u1,v1 € (SA)* tel que :

h = ugvoul1vy - - -
Wo(h) = upuirug - - - (3.18)

7T1(h) = Vo1V - - -
Ecrivons h = sgaisy ---. Alors :

{no <ni1<...} ={n>0|Mode(spa; ---sn) =0 et Mode(spay - Sp+1) =1} ,
{mo <my < ...} ={m > 0] Mode(spay - --sm) =1 et Mode(spay - smt1) =0} .

Alors, par définition (3.11]),
VieN, s, =5m =5 . (3.19)

Sans perte de généralité, on suppose a; € Ap(s). Alors par , Mode(spais1) = 0
donc 0 < ng < my < ny; < ---. Définissons ug = spaj---Spy—1an, €t pour i € N
définissons v; = sy, *+ - am; €t i1 = S, - - - Ay, - Alors par on obtient .

Puisque ¢ est séparante, I’équation implique ¢(h) < max{¢(mo(h)), p(m1(h)}.
Puisque ¢(h) > = on en déduit z < max{¢(mo(h)), 71 (h)}, c’est-a-dire :

(¢(mo(h)) < z) ou (¢(mi(h)) < ). (3.20)

De plus, par (3.19)) et (3.18]), les parties mg(h) et 71(h) atteignent infiniment souvent
s, donc Ng(mg(h)) = Ns(m1(h)) = +oo . Cette derniere observation et ’équation ([3.20))
impliquent (3.14) ce qui acheve cette preuve. O

Le théoréme suivant est un des points vitaux de la démonstration du théoréme [3.17]
Intuitivement, il indique qu’on peut simuler toute stratégie o dans l’aréne A par une
stratégie oy dans 'aréne Ay, de maniére a ce que pour tout événement E dans l’aréne
A, qui est IIg—mesurable, la probabilité de E sous o dans l’aréne A est majorée par
la probabilité de E sous oy dans Ag. Il parait possible de réutiliser ce théoréme afin
de prouver, par induction, d’autres propriétés des jeux stochastiques a information
complete.

Théoréme 3.13. Soit A une aréne, o une stratégie dans A, s un état de A tel que
|A(s)| > 2, (Ao, A1) un split de A sur s, et Ily la projection associée. Alors il existe
une stratégie oy dans l'aréne Ag telle que pour tout ensemble mesurable Ey C PL;\O,s ,

Pa,s(HD S EQ) < PUO,S(E()). (3.21)
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Démonstration. Pour chaque état ¢t # s, choisissons arbitrairement une action a; €
A(t), et choisissons également une action as; € Ap(s). Rappelons qu’on note C l'ordre
préfixe sur P%  UPY  : par définition, hg C hy (resp. ho C h) si et seulement si hg
est un préfixe (resp. un préfixe strict) de h(. Pour tout h € P’ s de cible ¢ et pour
toute action a € A(t), on pose

Pg(h(ZEHO | hl:l_[o) si Pg(h:no) >0
oo(h)(a) = 1 siPI(hCIp) =0et a=a
0 siPI(hCIp) =0et a#a

Alors o est une stratégie dans Ay puisque par définition de [,

PI(hC M) = > PI(haCI) .
a€A(t)

On commence par montrer dans le cas particulier ou il existe hy € P:“407s tel
que Eg ={l e Py  |hCTI}

On prouve inductivement.

Ey C P4, est du type {h est un préfixe de SpA1 Sy -+ }, avec h € P .. Rappe-
lons que par abus de notation, cet événement est noté {h}. Avec cette notation, notre
but est de prouver :

Vh' € PYy, o, PI(R E 1) < PZO(R). (3.22)

On procede inductivement. Si h = s alors puisque 1’ensemble image de Il est P ;U
P s onaPI(s CIlp) = 1 = PJ°(s). Supposons maintenant (3.22) prouvée pour une
partie h € P75 . Soit t la cible de h, a € Ay(t). Si PI(h C Ho) = 0, alors a fortiori
P7(har C Ho) = O et est évidente. Supposons donc PJ(h C Ilp) # 0, alors

P? (har C 7o) = 6(r|t,a) - P7(ha C IIp)
= §(r|t,a) - PI(ha T Iy | h € 1) - P7(h C Tp)
=0(r|t,a) - oo(h)(a) - P (R C Ilo)
< 6(rlt,a) - oo(h)(a) - P (h C Ilp)
< b6(rlt,a) - oo(h)(a) - P70 (R)
= P?°(har)

La premiere égalité vient de , et la troisieme est par définition de 0'0 La derniere
inégalité est par hypothese d’mductlon et la derniere egahte est par et .

On peut maintenant achever la preuve du théoréme Soit € la collection des
événements Ey C P qui vérifient . Alors clairement £ est stable par union dis-
jointe dénombrables et par unions dénombrables croissantes. D’apres , & contient
tous les évenements (Oho)hoeplo,s‘ Puisque £ est stable par union disjointe dénom-
brable, elle contient la collection {Up e, Ony | Ho C Py, ¢} Cette collection est
une algebre booléenne. Puisque £ est stable par unions dénombrables croissantes, cela
implique que £ contient la tribu engendrée par (Oho)hoeplo,s’ c’est-a-dire tous les en-
sembles mesurables de PY .. Cela acheve la preuve. 0
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3.5 Valeur des parties qui quittent définitivement un état

Le théoréme suivant énonce que la valeur moyenne des parties qui ne reviennent
jamais dans leur état initial est inférieure & la valeur de cet état.

Théoréme 3.14. Soit G = (A, ¢) un jeu, s un état de A et o une stratégie. Supposons
que ¢ est préfize—indépendante. Alors

EZ[¢ | Ns = 0] < valg(s). (3.23)

Démonstration. Montrons . Soit f : P7 o — P, la fonction d’oubli des cycles
sur s, définie par f(spai---sp) = Spag+1---Sn, o0 k = max{i | s; = s}. Soit 7 la
stratégie qui consiste a oublier tous les cycles sur s puis a appliquer o, c’est a dire
7(h) = o(f(h)). On va montrer que

EZ[¢|Ns = 0] = Ef[g], (3.24)

ce qui implique immédiatement , par définition de la valeur d’un état. Bien
que puisse paraitre évidente, la suite de cette démonstration est un peu technique,
et nous la donnons par souci de rigueur.

Soit e = Py s(Ns = 0). Alors on peut supposer e > 0, sinon (3.23]) n’est pas définie.
Commengons par montrer que

PT(Ns = o0) = 0. (3.25)
Soit K C P7 ; 'ensemble des cycles simples sur s c’est-a-dire :
K = {spa1---sn € P} | 80 =15, =set pour 0 <k <n,s; # s}
Alors pour tout entier n,

PI(Ns >n+1)= > PI(Ny>n+1|h) P(h)

heK

= > PN, > n) - PY(h)
heK

= )" PI(N. > n) - P](h)
heK

=P7(N, > n)-P7(N, > 0)
= P{(N, > n)-(1—¢)

La premiere égalité est un conditionnement sur la date de premier retour en s, la seconde
une application du lemme [3.4] La troisiéme égalité est vraie car par définition de 7 et
K, Vh € K, 7[h] = 7. La quatrieme égalité est par définition de K, et la cinquiéme par
définition de e. Puisque e > 0, en faisant tendre n vers +oo, cette derniere équation
implique bien ([3.25)).
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Ainsi, une partie conforme a 7 et issue de s ne passe qu'un nombre fini de fois par s.
On peut maintenant terminer la démonstration. Définissons Last, I'instant de dernier
passage dans s, par

Lasts = sup{n € N| S, = s}.

Alors {N; = oo} = {Lasts; = oo} donc ({3.25) implique P7(Last; < co) =1 et :
El[¢] = > EI[¢ | Lasts = n] - P](Last, = n).

neN

=Y Y El[¢|Lasty =n, H, = h] - P} (Lasts = n, H, = h). (3.26)
neNheP? |

Or pour tout n € Net h € Pj‘47s tel que P, ;(Lasts = n, H, = h) >0,

EZ[¢ | Lasts = n, H, = h] = E"[¢ | Last, = 0]
= E7[¢ | Lasts = 0]
= EZ[¢ | Lasts = 0]. (3.27)

La premiére égalité est une conséquence du lemme [3.4] et de la préfixe-indépendance
de ¢. La seconde égalité vient du fait que si P ¢(Lasts = N,Hy = h) > 0 alors h
est un cycle sur s donc par définition de 7, 7[h] = 7. La troisiéeme égalité s’obtient
en remarquant que 7 et o coincident sur ’ensemble {Lasts = 0}, et en appliquant le
lemme

Finalement, et (3.26]) impliquent E7[¢] = EJ[¢|Lasts = 0]. Or {N; = 0} =
{Lasts = 0}, et par définition de val;(s), on sait que valg(s) > EZ[¢]. Cela prouve (3.23)),
et achéve la preuve de ce théoréme. ]

On déduit du théoréme [3.14] précédent le résultat suivant, qui relie la valeur moyenne
des parties qui ne reviennent qu’un nombre fini de fois dans leur état initial avec les
valeurs de cet état initial dans un split sur cet état initial.

Théoréme 3.15. Soit G = (A, ¢) un jeu, s un état, o une stratégie et (Go,G1) un
split de G sur s. Supposons que ¢ est préfice—indépendante. Alors

E7[¢ | Ns < oo] < max{valg,(s), valg, (s)}. (3.28)

Démonstration. Posons vy = valg,(¢) et v1 = valg, (¢). Pour toute action a € A(s),
notons o, la stratégie dans A définie pour h € P ¢ par :

{oa(h) = o(h) si la cible de h n’est pas s

oa(h) choisit 'action a avec probabilité 1 sinon.

Remarquons que la stratégie o, choisie toujours la méme action quand la partie atteint
I’état s, et c’est donc une stratégie soit dans I’aréne Ay, soit dans 'aréne A;. D’apres
le théoréme on en déduit :

Va € A(s), Eq,s[¢| Ns=0] <max{vg,v1} .
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D’autre part, puisque o et o, coincident sur {Ns; = 0, A1 = a}, le lemme implique :
Eoslo | A1 =a,Ns = 0] = Eo, s[¢ | Ny = 0] .
Ces deux derniéres équations entrainent :
Ess[¢ | Ns = 0] < max{vg,v1} ,

et ceci quelque soit la stratégie o. En conditionnant sur I’histoire de la partie lors du
dernier passage dans s, et en utilisant le lemme [3.4] et la préfixe-indépendance de ¢,
cette derniére équation implique :

Eqss[¢ | Ns < oo] < max{vg,v1}.

Cela acheéve la preuve du théoreme [3:15] O

3.6 Valeurs des parties qui reviennent infiniment souvent
dans leur état initial

Le théoréme[3.I7)suivant synthétise une partie des résultats obtenus dans les sections
précédentes.

Théoréme 3.16. Soit G = (A, ¢) un jeu, s un état et o une stratégie. Supposons que
¢ est préfize—indépendante et séparante. Alors :

Py s(¢ > valg(s) | Ng = 00) = 0. (3.29)
De plus, supposons que |A(s)| > 2, et soit (Go, G1) un split de G sur s. Alors :
Py.s (¢ > max{valg,(s), valg,(s)} | Ns =00) =0 . (3.30)

Démonstration. On prouve ce théoreme par récurrence sur N(A) = > cq(|A(s)] — 1).
Si N(A) = 0 alors A est une aréne & 0 joueurs. Dans ce cas, le théoreme est une
conséquence directe du théoreme En effet, P7(Ns = c0) > 0 implique que s est un
état récurrent de la chaine de Markov sous—jacente, et dans ce cas, P7(N; = 00) = 1.
Supposons maintenant N(A) > 0 et le théoréme prouvé pour toute aréne A’
telle que N (A’) < N(A). On prouve tout d’abord (3.30). Soit s un état, o une stratégie,
supposons que |A(s)| > 2 et soi (Ag,. A1) un split de A sur s. Soit Gy = (Ao, ¢),
G1 = (A1,0), vo = valg, (), v1 = valg, (¢), et Iy, II; les projections associées. Soit :

Ey = {h() S Pu.;to,s | (Z)(ho) > Vg and Ns(ho) = +OO}
E={hePy,|mo(h) € Eo} .

OH cominence par prouver que :
P9 (E) = 0. (3.31)
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D’aprés le théoréme il existe une stratégie o9 dans Ay telle que P7(I1y € Ey) <
P70 (Ey). Donc :

Pos(E) = Pos(Ilo € Eo) < Py ,s(Eo)
=Py, (¢ > vg and Ng = 400)
=0,

ou cette derniére égalité est vraie par hypothese d’induction, puisque N(Ag) < N(A).
Donc nous avons montré (3.31)) et par symétrie on obtient pour i € {0, 1},

Pg(ﬂl est infini et Ns(Hz) = 00 et gb(HZ) > ’Ui) =0. (332)

Maintenant, considérons (3.14)) de la proposition avec x = max{vg,v1}. Avec

I’équation (3.32f), on obtient (3.30).

Maintenant, nous prouvons .

Tout d’abord, montrons ([3.29) pour tout état s tel que |A(s)| > 2. Toute stratégie
dans Ag ou A; est une stratégie dans A, donc valg(s) > max{vg,v1} et nous déduisons
de que P? (¢ > valg(s) | Ns = 00) = 0. Donc Iensemble :

T={s€$|Voes4 PI(¢>valg(s) et Ny =o0) =0} (3.33)

contient tous les états s € S tels que |A(s)| > 2. On en déduit que (3.29)) est vérifiée
pour tout s tel que |A(s)| > 2. Soit U = S\T. Nous avons montré que :

VseU, |A(s)=1. (3.34)

Pour terminé la preuve de (3.29)) nous devons prouver que T' = S, c’est-a-dire U = ().
Supposons le contraire, et cherchons une contradiction. Si U # (, alors I’ensemble :

W ={seU]|valg(s) = Itnllljl valg(t)}
€
est non vide et contient un état s € W. D’apres (3.34), il existe une unique action a

disponible dans s.
Maintenant montrons que V¢ € S tel que 6(t|s,a) > 0,

sit €U alors valg(t) > valg(s) (3.35)
sit e T alors valg(t) > valg(s) . (3.36)

Le cas ou t € U est clair car nous avons choisi s de valeur minimale dans U. Soit
maintenant ¢ € T tel que 6(t|s,a) > 0 et prouvons Puisque s € U, s € T et par
définition de t,

Jdo e ¥4 tel que PI(¢ > valg(s) et Ny =o00) >0 . (3.37)

Maintenant, remarquons que puisque (t|s,a) > 0, nous avons P7(N; = oo | Ny =

o0) = 1. Avec ([3.37)), cela implique :
P? (¢ > valg(s)et Ny =00) >0 .
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En conditionnant sur le premier moment ou la partie atteint 1’état ¢, nous en déduisons
qu’il existe une partie finie h € P% . de source s et de cible ¢ telle que :

P7(¢ > valg(s) et Ny =00 | h) >0 .
Puisque ¢ est préfixe-indépendante, et d’aprées le lemme de décalage, cela implique :
P?[h](qb > valg(s) et Ny = 00) > 0.
Puisque t € T, la définition de T implique :
Pf[h](qb > valg(t) et Ny =00) =0 .

Ces deux derniéres équations impliquent valg(t) > valg(s), ce qui achéve le preuve

de (B:30).

Il reste encore un dernier effort a faire pour obtenir la contradiction recherchée.
Puisque ¢ est préfixe-indépendante, on en déduit :

valg(s) = Z i(t|s,a) - valg(t).
t:5(t|s,a)>0
Avec (3.36]) on obtient :
Vie S, (6(tls,a) >0) = (t € U) et (valg(t) = valg(s)) .

Cette derniere équation est vérifiée pour tout s € W. Ainsi, toute transition dont la
source est dans W a sa cible dans W. Cela implique que toute partie dans .4 dont la
source est dans W reste dans W avec probabilité 1. On en déduit que la restriction
A[W] de A a Pensemble d’états W est une aréne stochastique, et :

Vs € W, valg(s) = valguw(s) (3.38)

Soit G[W] = (A[W], ¢). Par définition de U, il existe une stratégie o dans A[WW] telle
que P, (¢ > valg(s) et Ny =o00) > 0 et avec (3.38) on a :

P (¢ > valg(s) et Ns =00) >0 .

Puisque W C U et d’apres (3.34), A[W] est une chaine de Markov. D’apres la derniére
équation, P, Ny = oo > 0 donc s est un état récurrent de cette chaine. On obtient ainsi
une contradiction avec le théoréme 3.8

Finalement, nous obtenons une contradiction, donc U = (). Cela achéve la preuve
du théoréme [3.16l ]

3.7 Positionnalité des jeux a un joueur

Le théoréme suivant établit qu’il suffit qu'une fonction de paiement soit préfixe—
indépendante et séparante pour que tout jeu stochastique & un joueur muni de cette
fonction de paiement admette des stratégies optimales positionnelles.
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Théoréme 3.17. Soit ¢ une fonction de paiement séparante et préfixe—indépendante.
Alors ¢ est positionnelle pour les jeur d un joueur.

Des applications de ce théoréme sont donnés dans la section [3.9] Avant de passer
a la preuve, remarquons qu’on peut synthétiser une partie des résultats des sections
précédentes comme suit.

Corollaire 3.18. Soit G = (A, ¢) un jeu, s un état de A et (Goy,G1) un split de G sur
s. Supposons que ¢ est préfize—indépendante et séparante. Alors

valg(s) = max{valg,(s), valg, (s)}. (3.39)
Démonstration. Soit o une stratégie quelconque dans I'aréne A. Alors
EZ[¢] = EZ[¢ | Ns < oo - P{(Ns < 00) + EJ[¢ | Ny = o] - PT (N = 00)
< max{valg,(s), valg, (s)} - (PZ(Ns < 00) + PJ (N = 0))
= max{valg,(s), valg, (s)}
La deuxiéme inégalité est une conséquence des théoremes [3.16] et [3.15] Pour conclure,

il suffit de remarquer qu’une stratégie pour le jeu Gg ou G est également une stratégie
pour le jeu G, donc valg,(s) < valg(s) et valg, (s) < valg(s). O

Démonstration. du théoreme[3.17] On prouve le théoréme[3.17)par induction sur N (A) =
ees(lA(s)] - 1).

Le premier cas est celui o N(A) = 0, c’est a dire le cas ou A est une aréne a 0
joueurs. Dans ce cas, il existe une unique stratégie, qui est nécessairement optimale et
positionnelle.

Supposons maintenant que N(A) = > . cg(JA(s)| — 1) > 0 et que le théoreme
a été prouvé pour toute aréne A’ telle que N(A') < N(A). Puisque N(A) > 0, il existe
un état s de A tel que |A(s)| > 2. Soit (Go,G1) un split de G sur s. Sans perte de
généralité, on peut supposer que :

valg,(s) > valg, (s), (3.40)
et d’apres le corollaire 3.18] on en déduit
valg, (s) = valg(s). (3.41)

Par hypothese d’induction, il existe une stratégie 08# positionnelle et optimale pour

le jeu Gy, et d’apres (3.41)), on en déduit que o’# assure le paiement valg(s) a partir

de s, cest-a-dire E5° [¢] = valg(s). Pour prouver que a# est optimale pour le jeu

G, il reste a montrer que cette égalité est vraie pour s quelconque. Il suffit pour cela
de conditionner sur la date de premier retour dans s, et d’utiliser le lemme [3.4] et la
préfixe-indépendance de ¢. On en déduit que pour tout état ¢ de A,

U#
EY [¢] = valg(t).

Ainsi la stratégie 08% est également optimale pour le jeu G, et comme c’est une stratégie
positionnelle dans I'aréne Ay, c’est également une stratégie positionnelle dans I'aréne
G. Cela termine la preuve du pas inductif, et du théoreme [3.17} O
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3.8 Jeux stochastiques a deux joueurs et a somme nulle

Dans cette section, on s’intéresse a la positionnalité des jeux stochastiques a deux
joueurs et a information complete. Apres avoir introduit le formalisme nécessaire, on
montre que, comme dans le cadre déterministe, une fonction de paiement positionnelle
pour les jeux stochastiques & un joueur est positionnelle pour les jeux stochastiques a
deux joueurs.

3.8.1 Notations

Commencons par étendre les différentes notions présentées dans la section [3.2] au
cadre plus général des jeux a deux joueurs et a information compléte. Dans ce cadre,
deux joueurs appelés Max et Min ont des intéréts totalement opposés et s’affrontent
dans une arene, au cours d’une suite infinie de tours de jeux. Une arene stochastique
a deux joueurs A est similaire & une aréne stochastique a un joueur, mis & part que
I’ensemble des états S est partitionné en (Syiax, SMmin ), OUl SMmax €st appelé 'ensemble
des états controlés par le joueur Max et Sy, l'ensemble des états controlés par le
joueur Min :

A = (Sv SMax ) SMin ) A7 (A(S))SES75(‘|’7 ‘)7001) .

Les notions de parties finies ou infinies, de fonctions de paiement et de jeu ne changent
pas. Soit J € {Max, Min }un joueur. La notion de stratégie est légérement modifiée. Il
existe deux types de stratégies : les stratégies pour Max et les stratégies pour Min . Une
stratégie pour Max est une stratégie au sens de la section [3.2] mais dont le domaine de
définition est restreint a ’ensemble des parties finies dont la cible est un état controlé
par Max. Les stratégies pour Min sont définies symétriquement, et I’ensemble des
stratégies pour un joueur J dans A est noté Zi. Ainsi, 'ensemble des couples de
stratégies (o,7) pour Max et Min s’identifie & I’ensemble des stratégies dans A vue
comme aréne a un joueur. Avec cette correspondance, un couple de stratégie (o,7)
induit la mesure de probabilité P3" sur P , définie de la méme maniere que dans le
cadre & un joueur.

Dans un jeu G = (A, ¢), a la fin d’une partie infinie h € P% ,, le joueur Min verse
la somme ¢(h) au joueur Max. Quand Max et Min ont choisi des stratégies o et T,
I’espérance de gain du joueur Max est par définition ’espérance de la fonction ¢ sous la
mesure de probabilité P77, notée E77[¢]. Cette espérance de gain est également notée
valg(o,7)(s). Comme dans le cas déterministe, un couple de stratégies (o7, 77) est
optimal si Vs € 5,Vo € Ynax, V7T € XMin »

valg (o, 77)(s) < valg(c?,7%)(s) < valg(a™,7)(s)
ou en d’autre termes si Vs € S,

valg(o”,77)(s) = sup  inf valg(o,7)(s) = inf sup valg(o,7)(s).
gexMax TEXNM TEXRM sexMax

Si un tel couple de stratégie existe, cette valeur est appelée la valeur de s, et notée
valg(s). D’apres le théoréeme de Martin [Mar9§|, cette valeur existe des lors que ¢ est
bornée. Toutefois, nous n’utiliserons pas ce théoreme dans cette these.
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3.8.2 Des jeux a deux joueurs vers les jeux a un joueur

Le théoréme suivant montre que pour vérifier quune fonction ¢ est positionnelle
pour les jeux a deux joueurs a somme nulle, on peut se restreindre a la classe des arénes
a un joueur. C’est donc une extension du théoreme [I.8 au cadre stochastique.

Théoréme 3.19. Soit ¢ une fonction de paiement telle que ¢ et —¢ sont positionnelles
pour les jeux & un joueur. Alors ¢ est positionnelle pour les jeux antagonistes a deux
Joueurs.

Dans la preuve du théoreme[3.19] on aura besoin de la notion de stratégie & mémoire
finie.

Définition 3.20. Soit A une aréne. Une mémoire finie dans A est un couple (M, up)
ol M est un ensemble fini et up une fonction up : M x (SAS) — M. Une stratégie a
mémoire finie est un quadruplet 7 = (M, mg, up, 7¢) ou :

— (M, up) est une mémoire finie dans A,

— mg € M est ’état initial de la mémoire,

— 7 est une application 7¢ : M x Snmin — A, telle que V(m, s) € M x Swmin , 'action

Tt(m, s) est disponible dans s.

A 7 on peut naturellement associer une stratégie pure 7/ pour Min dans A définie par
7'(s0a1 -+ $) = Tp(m(S0a1 - - - Sn), Sn), ot m(spay - - - p) est 'état de la mémoire défini
inductivement par m(sg) = mg et m(spais1- - $n) = up(m(so-- - Sn—1), (Sn—1, @n, Sn))-
Par abus de notation, on identifie 7 et 7’ : on dira que le quadruplet (M, mg, up, 7f) est
une stratégie pure dans A.

On utilisera également la notion de meilleure réponse :

Définition 3.21. Soit G = (A, ¢) un jeu et (o,7) un couple de stratégies pour Max
et Min. On dit que o est une meilleure réponse de Max a 7 dans le jeu G si :

vte S, valg(o,7)(t) = sup valg(o/,7)(t) .
O”EE}XIZ}X

On obtient ainsi une définition alternative de la notion de stratégie optimale :

Proposition 3.22. Soit G un jeu et (o7 ,7%) un couple de stratégies pour Max et
Min . Alors (O'#, T#) est un couple de stratégies optimales si et seulement si o™ est une
meilleure réponse de Max & 7% dans G et 7% est une meilleure réponse de Min a o#

dans G.
La démonstration du théoréme [3.19] est basée sur le lemme suivant.

Lemme 3.23. Soit G = (A, ¢) un jeu. Supposons que ¢ est positionnelle pour les jeux
a un joueur. Soit (M,up) une mémoire finie dans A et 75 : M X Syin — A. Alors il
existe o5 : M X Syax — A telle que pour tout m € M, la stratégie 0, = (M, m,up, o)
est une meilleure réponse de Max d 1p, = (M, m,up, 7f) dans G.
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Démonstration. On fait le produit synchronisé Ay; de A et de (M, up) :

Amv = (M X S, M X Suax, M X SMinaAa (A(S))(m,s)GSXMvéM("'a ’)7C01M)

O si mo 7é up(m17 (t17 a7t2>)
0(t2|t1,a) sinon,

O ((ma, ta)|(ma,t1),a) = {

et
colpr((ma,t1),a, (ma,ta)) = col(ti,a,ta) .

Alors 7y est une stratégie positionnelle pour Min dans I'arene Ay;. Notons Aps[7y]
Paréne obtenue a partir de Ajs en restreignant les actions de Min a celles autorisées
par 7¢. Alors Ap[7f] est une aréne a un joueur. Par hypothese, Max possede une
stratégie positionnelle optimale of : M x Syax — A pour le jeu (Ap[7¢], ¢).

Soit m € M. Posons o, = (M, m,up,o¢) et 7, = (M, m,up,7¢), et montrons
que o, est une meilleure réponse de Max a 7, dans le jeu G. Soit ¢ une stratégie
quelconque pour Max dans A. Soit ¢’ la stratégie pour Max dans Ap; qui consiste &
oublier la mémoire et & appliquer o, c’est-a-dire o’((mg, to)ai(mi, t1) -+ (m,n,t,)) =
o(toaity - - - ty). Alors pour tout état t € S,

Val(AM[Tf],qb)(U/)(ta m) = Val(AM7¢) (0/, Tf)(t, m) = Val(A7¢) (O’, Tm)(t) .

La premiere égalité est par définition de Ap/[7f] et la seconde par définition de Aps.
En particulier, si 0 = oy, = (M, m, up, o) alors ¢’ = oy. Comme o est optimale dans
(An[Tf], @), cela prouve que oy, est une meilleure réponse de Max & 7y,. O

Preuve du théoréme[3.19. La démonstration du théoréme[3.19]se fait par induction sur
N(A) =X cs(JA(s)] — 1). On se contente de montrer que Max posséde une stratégie
optimale positionnelle, le résultat pour Min s’obtenant de fagon symétrique.

Si N(A) = 0, il existe un unique couple de stratégies pour Max et Min, et chacune
de ces stratégies est nécessairement optimale et positionnelle.

Supposons maintenant N(A) > 0. Si dans chaque état controlé par Max , il existe
une unique action disponible, alors Max possede une unique stratégie, nécessairement
optimale et positionnelle, et il n’y a rien a prouver.

Supposons donc qu'il existe un état s € Syrax tel que |A(s)| > 1. Soit (Ao(s), Ai(s))
une partition de A(s), et (Ao, A1) un split associé (cf. définition [3.10). Par hypothése
d’induction, il existe des couples (agfE ,Tf ) et (af&,ﬁ# ) de stratégies positionnelles et
optimales dans les jeux Gy = (Ao, ¢) et G1 = (A1, ¢) respectivement.

Construisons une stratégie 7 pour Min, tel qu’un des couples (0#, T) ou
(0:1#, 7) est optimal dans le jeu G. Informellement, 7 est une stratégie & mémoire
finie qui consiste & alterner entre les stratégies 7'8# et 7'1# . La mémoire associée a 7 peut
étre dans trois états : 0, 1 ou 7. L’alternance se fait a chaque passage dans I’état s : si
lors du dernier passage dans s Max a choisit une action a € Ag(s) alors la mémoire est

dans I’état 0 et Min applique 7'8# . Si au contraire lors du dernier passage dans s Max
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a choisit une action a € A;(s) alors la mémoire est dans ’état 1 et Min applique Ti# .

Enfin, lorsque la partie est dans I’état s, la mémoire est dans I’état 7 jusqu’a ce que la
partie quitte s.
Formellement, on pose M = {0,1,7}, up : M x (SAS) — M défini par :

Tsiu=s
msiu#sett#s

up(m, (t,a,u)) = 3.42
p(m. ( ) Osiu##s,t=setac A ( )
lsiu#st=setac A,
et 7y : M x Sy — A défini par :
7r(m,t) = 77 (t) pour m € {0,1} . (3.43)

Il est inutile de définir 7/(?,¢) car d’apreés (3.42), la mémoire est dans 1'état “?” uni-
quement quand I’état courant est s, or cet état est controlé par Max . C’est volontaire-
ment que nous n’avons pas encore fixé I’état initial mg € {0, 1} de la mémoire tel que
T = (M, mg, up, 7).

Avant cela, appliquons le lemme [3.23a M, up et 7y. On obtient oy : M X Sypax — A
telle que Ym € M, Vs € S,

(M, m,up,o¢) est une réponse optimale de Max a (M, m,up,7¢) dans G.  (3.44)

Comme o(7, s) est une action disponible dans s et que A(s) = Ag(s) U Ay(s) alors de
deux choses 'une, soit o¢(?,s) € Ag(s), soit of(?,s) € Ai(s). Par symétrie, sans perte
de généralité, on peut supposer que :

or(?,s) € Ag(s) . (3.45)

Alors soit :
T = (M7 Oa up, Tf) . (346)

Sous I’hypothese (3.45), montrons maintenant que (0’# ,7) est un couple de
stratégies optimales dans G. Soit 0 = (M,0,up, o) et o¢ la restriction de o aux
parties jouées dans Ag. Alors :

valg(off , 7)(t) = valg,(of , 7 )(1)

> valg, (00, Tf)(t)
=valg(o,7)(t) .

La premiere égalité est vraie car 0# est une stratégie dans Ap et la restriction de 7
aux parties jouées dans Ag est 7'3# . L’inégalité vient du fait que (a# , 7'8# ) est un couple
de stratégies optimales dans Gq. La derniere égalité est vraie car d’apres toute
partie conforme & o est une partie jouée dans Ag. D’apres , on en déduit que 03#

est une réponse optimale de Max a 7 dans G.
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Réciproquement, soit 7/ une stratégie quelconque pour Max dans A, et 7 sa res-
triction aux parties jouées dans Ag. Alors :

Valg(O'#, ™)(t) = valg,

La premiere égalité vient du fait que O’# est une stratégie dans Ay et 7 est la restriction

de 7 aux parties jouées dans Ay. L’'inégalité vient du fait que (06‘# , 7'8éé ) est un couple de
stratégies optimales dans Gg. La derniere égalité vient du fait que Tf est la restriction
de 7 aux parties jouées dans Ag. Cela prouve que 7 est une meilleure réponse de Min
a 08# dans G.

Comme on a également prouvé que U# est une meilleure réponse de Max a 7 dans
G alors la proposition [3.22] achéve la démonstration de ce théoréme. O

3.9 Applications

Dans cette section, on récolte les fruits de notre travail des sections précédentes.
Les théorémes [3.17] et [3.19] permettent de redémontrer rapidement plusieurs résultats
classiques de positionnalité, ainsi que des résultats inédits.

3.9.1 Preuve unifiée de résultats connus

Proposition 3.24. Les fonctions de paiement ¢parite, Plsup, Plinf €t Pmean sont sépa-
rantes et préfives—indépendantes.

Ces fonctions de paiement on tété introduites dans la section [I.3]

Démonstration. Soit C' C R un ensemble fini de réels. Soit u, v, w € C*“ tel que w est un
mélange de u et v relativement & des factorisations u = uouy --- € C¥, v = vgvy - -+ € C¥
et w = ugvguqvy - - - € C¥. Alors :

¢lsup(w) = maX{¢lsup(u)’ d)lsup(v)} . (347)

Cela prouve que ¢igyp est séparante. De méme ¢yt est séparante car :

Print(w) = min{Prine (), Print (v)} - (3.48)

Maintenant, supposons que C' = {0, ...,d} est un ensemble de priorités. Par définition
de ¢parite, Pparite(w) vaut 1 si gisup(w) est impair et 0 sinon. D’apres ([3.47) on en déduit

que si Pparite(w) =! alors soit Pparite(w) = 1 s0it Pparite(v) = 1. Cela prouve que Pparite
est séparante.

L’équation (|1.56|) de la proposition prouve que ¢mean est séparante. Cela ter-
mine la preuve de la proposition O
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Le théoréme [3.17] entraine en corollaire :

Corollaire 3.25. Tout jeu stochastique a un joueur muni de la fonction de paiement
Oparites Plsups Plinf 0U Pmean admet des stratégies optimales positionnelles.

Pour étendre ce résultat aux jeux a deux joueurs, il nous faut également traiter le
cas de la fonction ¢pean-

Proposition 3.26. La fonction ¢umean €St positionnelle pour les jeux stochastiques a
un joueur. De plus, pour toute aréne A stochastique a un joueur,

val (A, pmean) = val (A, dmean) - (3.49)

Démonstration. Commengons par prouver dans le cas ou A est une aréne a 0
joueur. En utilisant la préfixe-indépendance de ¢mean €t Pmean, ON se ramene aisément
au cas ou tous les états de la chaine de Markov sous—jacente sont récurrents. On montre
que la suite des moyennes partielles définissant ¢mean €t Pmean coOnverge avec probabilité
1 vers une valeur constante.

Pour tout triplet (s,a,t) € SAS, on note r(s,a,t) € R le paiement immédiat cor-
respondant. On va prouver que

1
K, = > (S, Aist, Sit) (3.50)

n+1l,52,

tend en probabilité vers une valeur constante. Cela suffit a conclure, puisque

E;[¢mean] = Es[limsup K] et Eg[@mean] = Es [linhinf K,].

Soit 79 = 0, 7541 = min{n > 7; : S,, = s} la suite des instants de retour en s. Soit
Cn = Sr,Ar, 41+ 55,4, -1 la suite des cycles simples effectués sur s. Puisque C}/ est
un mot périOdique’ ¢m(cﬁ) = ¢mean(cﬁ) = ¢mean(c7‘l;)-

Alors quand n = 7, 'équation (3.50|) peut se réécrire :

K, — >o<i<m |Cil
>_0<i<m |Ci]

De plus, comme A est une chaine de Markov, les variables (), sont indépendantes et
identiquement distribuées, donc d’apres la loi des grands nombres,

ESHCOMSmean(C(()U)]
Kq- —m
m ESHCOH

d)mean (C;U ) .

en probabilité.

On n’a pas encore prouvé que K, converge en probabilité vers une constante. Pour
cela, il faut remarquer que pour 7, < n < Tyi1,

1
K,— K. |<-— — . t)|.
|Kn | < n(Tm-H Tim) (s,agl)%}éASV(S’a’ )l
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Or les temps d’arrét 7, sont indépendants et identiquement distribués donc d’apres la

loi des grands nombres, cette expression converge en probabilité vers (. Cela prouve

que :

ESHCOWmean(C&’)]
Es[|Col]

On conclut en appliquant la proposition suivante, avec ¢g = Pmean €t $1 = Pmean-

K, —n, en probabilité.

Proposition 3.27. Soit ¢g et ¢1 deux fonctions de paiement sur le méme alphabet de
couleurs C. Supposons que ¢y < ¢1, et que pour toute aréne a 0 joueur A colorée par
C,

val (A, ¢o) = val (A, ¢1) . (3.51)

Alors si ¢1 est positionnelle pour les jeur a un joueur, ¢g l'est également et dans ce
cas (3.51) reste vrai quand A est une aréne a un joueur.

Démonstration. Si 'on fixe une stratégie positionnelle dans une aréne a 1 joueur, on
obtient une aréne a 0 joueur. Ainsi, toute stratégie positionnelle optimale o pour le
jeu (A, ¢p) assure le paiement val(.Aj, ¢)(s) a partir d'un état s. Mais comme ¢g < ¢1,
val(Ao, ¢)(s) < val(Aq, ¢)(s) donc o est optimale pour le jeu (Ag, ¢). O

O]

Le corollaire suivant et sa preuve unifient, clarifient et simplifient plusieurs preuves
de positionnalité [CY90, MS96l, Zie04, [CTHO03| Bie87, NS03|. Ces preuves sont dispersées
et disparates. En particulier, pour les jeux du paiement en moyenne, la preuve de [Bie87]
utilise la théorie des martingales et est basée sur des résultats non—triviaux exposés dans
d’autres articles et la preuve présentée dans le chapitre 2 de [NS03|] est complexe et
basée sur une réduction vers les jeux escomptés.

Corollaire 3.28. Tout jeu stochastique a deux joueurs de parité, du supremum, de
Uinfimum ou du paiement en moyenne admet des stratégies optimales positionnelles.

Démonstration. C’est un corollaire du corollaire de la proposition et du
théoreme [3.19 ]

3.9.2 Génération de fonctions de paiement séparantes

Dans la sous—section [I.7} on a présenté plusieurs opérations qui permettent de
générer de nouveaux exemples de fonctions de paiement positionnelles pour les jeux sur
les graphes finis. L’approximation consiste a composer une fonction de paiement par une
fonction croissante. L’opération de produit prioritaire est définie dans la définition [I.36]

La proposition suivante indique que ces opérations sont également utilisables dans
le cadre des jeux stochastiques.

Proposition 3.29. Les opérations de binarisation, d’approximation et de produit prio-
ritaire stabilisent la classe des fonctions de paiements séparantes et préfizes—indépendantes.
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Démonstration. Soit f : R — R une fonction croissante et ¢ une fonction de paiement.
Puisque f est croissante, elle est mesurable, donc f o ¢ est une fonction de paiement.
De plus la définition de la propriété de séparation implique que si ¢ est séparante, alors
f o ¢ lest aussi.

Soient ¢q et ¢1 des fonctions de paiement séparantes et préfixe-indépendantes sur
des alphabets Cj et C1 et ¢ = ¢g> ¢1 leur produit prioritaire. Soit w € C*, un mélange
de u,v € C*. Montrons que

$(w) < max{g(u), $(v)} - (3.52)

On considere les différents cas possibles. Tout d’abord, supposons my(w) infini et 7y (v)
fini. Alors ¢(w) = ¢o(mp(w)), de plus par préfixe-indépendance de ¢, ¢o(mo(w)) =
¢o(mo(u)). D’autre part mo(u) est infini donc ¢(u) = ¢o(mo(u)). Cela prouve que ¢p(w) =
¢(u), ce qui prouve (B.52)). Le cas ou mo(w) et mo(u) est fini est symétrique. Reste le
cas ou mo(u) et m(v) sont tous deux infinis. Dans ce cas, ¢(u) = ¢o(mo(u)) et ¢(v) =
¢o(mo(v)). Or comme ¢q est séparante, ¢o(mo(w)) < max{po(mo(u)), po(mo(v))}, ce qui

prouve ([3.52]).

Supposons m(w) fini. Alors mo(u) et mp(v) sont finis, donc pour x € {u,v,w},
¢(z) = ¢1(proji(z)). On conclut en utilisant le fait que ¢ est séparante. O

D’apres la proposition précédente, on dispose donc de trois opérations pour générer
des fonctions de paiement positionnelles pour les jeux stochastiques a un joueur. La
proposition suivante donne une quatrieme méthode.

Proposition 3.30. Soit C' C R un ensemble fini de couleurs et ¢ une fonction de
paiement sur C. Supposons ¢ séparante et préfire—indépendante. Alors la fonction de
paiement ¢ + dunt est également séparante et préfize—indépendante.

Démonstration. On utilise le fait que si w est un mélange de u et v alors ¢yns(w) =

min{¢linf(u)u ¢linf(v)}- [
On peut résumer les résultats précédents comme suit :

Proposition 3.31. Soit ¢ une fonction de paiement obtenue a partir des fonctions
Oparite, Plsups Plinf €l Pmean en appliquant les opérations de binarisation, d’approrima-
tion, de produit prioritaire et de somme avec la fonction ¢uns. Alors ¢ est préfixe—
indépendante et séparante.

3.9.3 Génération de fonctions de paiement positionnelles pour les jeux
stochastiques

D’apres le théoreme toutes les fonctions de paiements décrites par la propo-
sition [3.31] sont positionnelles pour les jeux stochastiques & un joueur. En particulier,
cette famille contient le jeu du paiement en moyenne prioritaire ¢meanp et le jeu du
COMPromis Pcomp-

On peut généraliser ce résultat aux jeux a deux joueurs, et a la fonction de paiement

@Pmean :
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Théoreme 3.32. Soit ¢ une fonction de paiement obtenue a partir des fonctions
Oparite, Plsups Plinf; Pmean €t Pmean en appliquant les opérations de binarisation, d’ap-
proxzimation et de produit prioritaire. Alors ¢ est positionnelle pour les jeux stochas-
tiques a deux joueurs.

Démonstration. Soit ¢ une telle fonction, et ¢’ la fonction obtenue par les mémes opé-
rations, en remplagant ¢uean Par ¢mean. Alors d’apres la proposition la fonction ¢’
est séparante et préfixes-indépendante. D’apres le théoréme [3.17] elle est positionnelle
pour les jeux a un joueur.

D’autre part, par induction, on prouve que ¢ et ¢’ ont la méme valeur dans les
jeux a 0 joueur. En effet c’est le cas de ¢mean €t ¢mean donc avec probabilité 1,
Gmean(S0A1 -+ ) = Pmean(S0A1 - -+ ). Cette propriété est conservée par approximation
et produit prioritaire, ce qui implique que dans tout jeu & 0 joueur, ¢ et ¢’ ont la méme
valeur avec probabilité 1.

Comme ¢ < ¢/, on peut appliquer la proposition donc ¢ est également posi-
tionnelle pour les jeux a un joueur. Par symétrie, —¢ est également positionnelle pour
les jeux & un joueur, et on peut donc conclure en appliquant le théoréme [3.19] ]

3.10 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit une propriété vérifiée par tous les jeux po-
sitionnels et préfixes—indépendants, prouvé que cette propriété implique leur position-
nalité, et utilisé ces résultats afin d’obtenir d’autres exemples de fonctions de paiement
positionnelles.

Remarquons que les résultats que nous avons obtenu dans le cadre stochastique ne
concernent que les jeux préfixes—indépendants, et excluent donc les jeux d’accessibilité
et les jeux multi—escomptés. Toutefois, la positionnalité du jeu d’accessibilité est clas-
sique (voir par exemple [Con92|), et celle du jeu multi-escompté a été démontrée par
Shapley dans [Sha53]. Cela nous pousse a conclure en formulant la conjecture suivante :

Conjecture 3.33. Toute fonction de paiement positionnelle pour les jeux déterministes
a 1 joueur est positionnelle pour les processus de décision Markoviens.
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