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Spécialité : Automatique et Informatique Appliquée

Présentée et soutenue publiquement par :

Frédéric Herbreteau
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à l’École Centrale de Nantes, Nantes

Titre
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Application à la vérification de systèmes temps-réel
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44321 Nantes cedex 3, FRANCE. NoED 0366-055



2



Remerciements
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l’intelligence de l’ordinateur.

Depuis, cette illusion s’est envolée, particulièrement lorsque j’eus commencé à programmer.
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ma thèse de doctorat en automatique et informatique appliquée, et que je l’ai défendue le 14
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l’IRCCyN (Institut de Recherche en Communication et Cybernétique de Nantes). Un grand
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travailler quotidiennement.

J’ai une très grande reconnaissance pour les personnes qui ont travaillé plus particulièrement
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3.1 SFR Embarqué avec 2 événements mémorisables . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
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6.2.1 Les systèmes hybrides linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
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7.1.2 Possibilités de réduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154



8 TABLE DES MATIÈRES
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7.3.3 Perspectives pour notre méthode de réduction . . . . . . . . . . . . . . . . 177

Implantation et utilisation de notre méthode de réduction . . . . . . . . . 177
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Introduction

De la nécessité de «vérifier» les systèmes critiques

Notre environnement familier regorge d’appareils contrôlés par des systèmes informatiques.

Des équipements électro-ménagers à domicile, aux automobiles, aux métros ou aux avions

pour le transport, des centrales éléctriques pour l’énergie, aux satellites et aux équipements

de télécommunication pour l’information : ces systèmes sont partout. Notre société est de plus

en plus dépendante du bon fonctionnement des systèmes informatiques, et pourtant, chacun a

à l’esprit des «bugs» célèbres2.

– Le 21 novembre 1985, la «Bank of New York» connaissait une forte fièvre due à une crise

sur le marché des bons du Trésor. Les agents de la banque se mirent alors à investir dans les

métaux précieux (or,argent,etc.) pour sauver ce qui pouvait encore l’être. Cependant, ce

«krach» complètement fictif était provoqué par un simple problème de représentation des

données dans le système informatique de la banque, et donc local à la banque. La «Bank

of New York» dut emprunter 20 milliards de dollars à l’état américain pour éponger les

dettes occasionnées par cette erreur.

– Le 15 Janvier 1990, une partie du réseau téléphonique d’AT&T tombait en panne suite à

une erreur de programmation (une simple instruction «break» manquante). Neuf heures

durant, il fût impossible de passer le moindre coup de téléphone, et l’on estime à 7.000.000

le nombre d’appels qui n’ont ainsi pas pu être passés. Il fallut de nombreuses années à

AT&T pour refaire sa réputation.

– Le 2 novembre 1994, la société Intel dut reconnâıtre un grave bug de calcul d’une simple

division de nombres réels sur son nouveau processeur «Pentium». La société Intel a du

proposer l’échange standard des processeurs déjà commercialisés, sous la pression de ses

concurrents.

– Le 4 juin 1996, la fusée Ariane V (vol 501) explose en vol après des changements successifs

de trajectoires incompréhensibles. L’enquète qui suivit l’accident conclût à l’utilisation,

par erreur, d’une partie du code de contrôle de la fusée Ariane IV. Il s’est alors produit

un dépassement de capacité d’une variable, à cause de la différence des caractéristiques

physiques des deux lanceurs.

– Le 4 juillet 1997, la mission Mars Pathfinder débute réellement lorsque la sonde Sojourner

se pose sur la planète Mars. Elle est chargée d’analyser son environnement (minéral, at-

mosphérique, météorologique, etc.), puis de transmettre les données recueuillies à la Terre.

Les différentes tâches qui composent le système informatique utilisent une même ressource,

2Les exemples que nous présentons ici, nous ont été inspirés par la thèse d’Emmanuel Fleury [43].
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accédée en exclusion mutuelle, pour écrire, lire et transmettre les données. Ces tâches dispo-

saient de priorités différentes, et c’est là qu’est apparu le problème. Des conflits de priorité

entres les tâches de gestion des données météorologiques conduisaient à la situation où :

– La tâche de communication (de moyenne priorité) attendait la fin de la tâche de lecture,

pour accéder à la ressource,

– La tâche de lecture (de haute priorité), attendait que la tâche d’écriture ait achevé son

travail pour commencer le sien,

– La tâche d’écriture (de faible priorité), attendait que la tâche de communication, plus

prioritaire, se termine pour demander la ressource.

Le système entrait alors dans une situation de blocage (ou deadlock), et, après un

certain temps, un processus chargé d’entretenir la vivacité du système redemarrait l’unité

informatique, perdant du coup l’ensemble des données recueuillies. Après plusieurs jours

d’inutilisabilité de la sonde, les ingénieurs du Jet Propulsion Laboratory (NASA), ont

«résolu» le problème en désactivant purement et simplement les priorités d’accès à la

ressource commune.

– Ces différents problèmes ont causé de graves pertes financières, mais il y a bien pire. Le

«Therac-25» était un accélérateur linéaire médical, pour le traitement des tumeurs par

irradiation localisée, commercialisé par la société publique Canadienne «Atomic Energy

Commission Limited» (AECL). Entre juin 1985 et janvier 1987, un dysfonctionnement

du système informatique qui contrôllait cet appareil causa la mort de 4 personnes. Le

problème était causé par une situation de «race condition» : lorsque l’opérateur entrait

les paramètres de traitement du patient en moins de 8 secondes, ceux-ci étaient remplacés

par des valeurs issues d’autres champs de saisie. Certains patients ont ainsi reçu des doses

de radiations supérieures de 20 fois la normale.

Ces quelques exemples plaident en la faveur de la certification des systèmes informatiques. La

solution idéale consiste à vérifier ces systèmes, c’est à dire, à examiner chacun de leurs compor-

tements et à s’assurer qu’ils satisfont les propriétés (dites comportementales) souhaitées. Pour

réaliser cette opération, il est nécessaire de définir un modèle formel (i.e. mathématique) pour

les systèmes considérés et pour les propriétés examinées, ainsi que les techniques les manipulant.

Les propriétés comportementales des systèmes sont usuellement définies par des formules de

logique temporelle, comme Ltl [86, 32] et Ctl [25, 32]. Elles permettent, entre autres, l’expres-

sion de :

– propriétés de vivacité qui indiquent que «sous certaines conditions, quelque chose finira

par avoir lieu». Par exemple, pour le systèmes de Sojourner (dont le problème est décrit

ci-dessus), les ingénieurs du Jet Propulsion Laboratory étaient persuadés que la formule de

vivacité «si la tâche d’écriture est activée inévitablement la tâche de lecture s’exécutera»

était satisfaite, grace aux priorités choisies et à la causalité liant ces deux tâches. Ils

n’avaient par contre pas prévu que la tâche de communication viendrait empêcher la

réalisation de la condition «si la tâche d’écriture est activée» conduisant au blocage du

système.

– propriétés de sûreté qui modélisent le fait que «rien de néfaste» ne se produit pendant

toute exécution d’un système. Par exemple, pour le cas du Therac-25 (décrit ci-dessus), la
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vérification de la satisfaction de la propriété de sûreté «La dose de radiations émises ne

dépasse jamais n rad», aurait permi d’éviter les décès survenus (en admettant qu’il eut

été possible de la vérifier).

Les propriétés de sûreté ne rassemblent généralement pas l’ensemble des propriétés qu’un système

doit satisfaire pour être correct, mais ce sont généralement les plus importantes, en quantité

comme en qualité.

Il reste maintenant à modéliser les systèmes informatiques de contrôle. Mais, que désignons-

nous intuitivement par le terme «système informatique de contrôle» ?

Les systèmes réactifs asynchrones

Nous considérons les applications réactives [57, 87, 12], qui forment la classe des systèmes

évoluant au rythme des sollicitations provenant de leur environnement. Ces sollicitations sont

modélisées par des événements discrets, et nous distinguons deux approches de la programmation

des applications réactives, suivant leur perception de ces événements.

1. La première, la programmation synchrone [11, 53], fait l’hypothèse que l’application réagit

«suffisament rapidement» pour considérer qu’elle évolue au même rythme que son envi-

ronnement. Les langages Argos [75] (proche des Statecharts [56]), Esterel [13, 34],

Lustre [54] et Signal [44] sont les langages les plus couramment utilisés pour la program-

mation synchrone des applications réactives. Les événements qui cadencent l’exécution

sont alors des signaux dont on ne s’intéresse qu’à la présence, ou à l’absence, dans l’instant

considéré, et sans remanescence. La compilation de ces programmes donne donc lieu à des

systèmes de transitions finis, dont un parcours exhaustif permet d’assurer la satisfaction

des propriétés comportementales [74, 55, 30, 52, 67].

L’approche synchrone de la programmation des systèmes réactifs, s’appuie sur la «rapidité

de réaction» de l’application. Cependant, cette hypothèse n’est généralement pas satisfaite

par les systèmes modélisés. Il faut alors créer les conditions nécessaires à la validité de l’ap-

proche synchrone : la différence entre les rythmes de fonctionnement de l’application et

de son environnement est «gommée» au moyen d’un gestionnaire d’événements. Servant

d’interface entre l’environnement et le programme, il stocke les événements émis par l’en-

vironnement et les restitue à l’application lorsqu’elle est disposée à les traiter, donnant

l’impression qu’ils évoluent au même rythme.

2. À l’inverse, la programmation asynchrone ne fait aucune hypothèse sur les rythmes relatifs

de l’application par rapport à son environnement. Il faut donc considérer que l’application

n’est parfois pas disposée à répondre, immédiatement, aux événements provenant de son

environnement. C’est le cas dès que le traitement en cours est plus prioritaire que celui qui

serait déclenché par la nouvelle occurrence. Dans l’approche asynchrone, les occurrences

d’événements sont gérées directement par le programme.

Le langage Electre [31, 88, 23] est particulièrement destiné à la programmation asyn-

chrone des applications réactives. La sémantique des programmes Electre est définie

par les automates à file réactifs (AFR) [23, 92, 21]. Ces automates possèdent la capacité

de mémoriser les événements qui ne peuvent pas être pris en compte immédiatement par
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l’application. Ces occurrences mémorisées sont alors traitées dès que possible, et avec prio-

rité à la plus ancienne : c’est la politique Fiffo (First In First Fireable Out). Le modèle

sémantique des programmes Electre est donc a priori infini : il tient compte de la file de

mémorisation. La vérification des propriétés du modèle ne peut donc plus s’effectuer par

un parcours exhaustif de son espace d’états.

La gestion Fiffo de la file offre un très bon compromis entre les politiques Fifo (classique)

et Set utilisées pour les gestionnaires d’événements des langages synchrones [14, 26]. En

effet, la politique Fifo a l’inconvénient de fournir les événements dans un ordre strict

et statique : toujours la première occurrence de la file. Ainsi, si à un instant donné le

système réactif modélisé n’est pas en mesure de traiter le premier événement de la file,

alors qu’il pourrait traiter le second, il doit attendre de changer d’état, puis de traiter

l’occurrence qui est en tête de la file pour pouvoir, enfin, traiter celle qui était en seconde

position. Le système n’est donc pas «aussi réactif» qu’on pourrait le souhaiter. La politique

Set, à l’inverse, n’ordonne pas les occurrences d’événements mémorisés. Dans ce cas, les

occurrences peuvent effectivement être traitées aussitôt que c’est possible, mais rien ne

garantit qu’une occurrence mémorisée sera inévitablement traitée. Avec cette politique,

on s’expose à un risque d’inéquité. La politique Fiffo [20] fournit justement les avantages

des deux politiques précédentes (Fifo et Set), tout en évitant leurs inconvénients. En

effet, le choix de l’occurrence mémorisée à traiter se fait en fonction de l’état courant

du système : c’est un ordonnancement dynamique. Le contenu de la file est examiné en

faisant abstraction des occurrences qui ne peuvent pas être traitées dans l’état courant du

système, et, la première occurrence (de fait, la plus ancienne) est traitée.

Objectifs de cette thèse

Les événements mémorisables des programmes Electre et des automates à file réactifs

peuvent être de deux types :

– soit à mémorisation unique, alors une occurrence qui ne peut pas être traitée (au moment

où elle survient) n’est mémorisée que si aucune occurrence du même événement n’est déjà

en mémoire,

– sinon, à mémorisation multiple, auquel cas toute occurrence qui ne peut pas être traitée

immédiatement est mémorisée.

Le nombre d’occurrences mémorisées simultanément n’est a priori pas borné, dès lors que le

programme Electre (ou l’automate à file réactif) dispose d’un événement à mémorisation

multiple. Cependant, la bornitude de la file de mémorisation est une propriété particulièrement

importante :

– pour la vérification des applications, puisque les techniques qui s’appliquent à des modèles

infinis diffèrent fondamentalement de celles qui sont utilisées pour les modèles finis.

– pour l’implantation des applications, puisqu’il n’existe aucun dispositif physique qui per-

mette de mémoriser un nombre non borné d’éléments. Il est donc indispensable qu’une

application mémorise un nombre borné d’événements, simultanément, pour qu’elle puisse

être implantée.
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Nous considérons donc principalement la question suivante :

La file de mémorisation des automates à file réactifs est-elle bornée ?

La bornitude est alors considérée comme un critère de bonne spécification des automates à file

réactifs et des programmes Electre. Elle dépend fortement du rythme auquel surviennent les

événements, et donc, de l’environnement du système considéré. Cette spécification fait défaut

aux programmes Electre et aux automates à file réactifs qui ne modélisent que le comporte-

ment des applications réactives, c’est à dire, des systèmes réactifs ouverts. C’est pourquoi nous

introduisons les systèmes à file réactifs embarqués qui modélisent le plongement des automates

à file réactifs (donc des programmes Electre) dans un environnement fixé, conduisant ainsi à

une spécification close des applications réactives. Nous nous intéressons alors à la vérification

des propriétés comportementales de ces systèmes, et particulièrement, à leur bornitude.

Contexte de cette thèse et travaux précédents

Le projet Electre a vu le jour au milieu de années 80 [31]. Depuis une quinzaine d’années,

de nombreux travaux ont été réalisés autour de ce langage et des automates à file réactifs [31,

88, 15, 20, 89, 23, 92, 16, 61, 21], pour n’en citer que quelques uns. Notre thèse s’inscrit donc

dans la continuité de ces travaux, en considérant le problème particulièrement crucial qu’est la

bornitude.

Un programme Electre, et un automate à file réactif, peut donc être vu comme une machine

à états finie (comme beaucoup de programmes informatiques), augmentée d’une file, dont la

gestion Fiffo (First In First Fireable Out), fait la particularité. En ce sens, notre modèle est

proche des machines communicantes [18, 1, 2, 38, 24, 40] qui sont constituées d’un ensemble des

machines à états finies (qui peut être vue comme une seule machine) et d’un ensemble de files

Fifo pour modéliser la communication entre les machines.

La vérification de la satisfaction des propriétés de logique temporelle par un modèle infini est

un problème généralement indécidable. C’est à dire qu’il n’existe pas d’algorithme qui indique,

pour toute propriété, et pour toute instance du modèle, s’il satisfait, ou non, cette propriété. La

vérification exhaustive des systèmes informatiques relève généralement de l’utopie. Cependant,

des techniques de vérification adaptées, introduites dans [1], pour les machines communicantes

avec des canaux non fiables, permettent de décider certains problèmes de vérification comme l’ac-

cessibilité d’une configuration de la machine considérée. Cette possibilité permet la vérification

des propriétés de sûreté en s’assurant qu’une mauvaise configuration (par exemple, lorsque le

Therac-25 émet un niveau de radiations trop élevé) n’est pas accessible. Ces techniques ont par

la suite été adaptées à d’autres modèles infinis (par exemple [81, 19]), puis généralisées [3, 4, 41].

L’intense activité qui entoure la vérification des systèmes infinis s’explique simplement par le fait

que la grande majorité des données traitées par les systèmes informatiques prennent leurs va-

leurs dans des domaines infinis. La vérification des propriétés de sûreté prend alors tout son sens

puisque les systèmes informatiques ne peuvent représenter qu’une partie finie de ces domaines.

Notre étude s’inscrit, par ailleurs, dans la suite de [91, 92] où les auteurs montrent que :
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– L’ensemble des états accessibles d’un automate à file réactif est effectivement reconnais-

sable,

– Le model-checking de Ltl\X et des formules existentielles équitables de Ctl\X est déci-

dable3.

Enfin, avant de nous intéresser à la bornitude des automates à file réactifs (et des programmes

Electre), nous devons spécifier leurs environnements, c’est à dire la façon dont les événements

du système surviennent. Cette spécification fait, en effet, défaut aux programmes Electre

et aux AFR, tout en étant déterminante pour leur bornitude. Notons que certains travaux

récents [14, 26] font apparâıtre la spécification de l’environnement des programmes synchrones

pour la vérification des systèmes temps-réel.

Notre contribution

1. Dans la première partie (page 23), après avoir rappelé les caractéristiques des automates

à file réactifs, nous montrons que :

(a) l’ajout de l’opération reset, qui consomme toutes les occurrences mémorisées d’un

événement donné en une seule transition, aux automates à file réactifs, n’altère en

rien ce modèle,

(b) en conséquence, les événements à mémorisation unique peuvent être simulés par des

événements à mémorisation multiple.

Nous pouvons donc considérer par la suite que tous les événements mémorisables des

programmes Electre et des automates à file réactifs sont à mémorisation multiple.

2. Ensuite, dans la partie II (page 67), nous considérons la vérification des systèmes à file

réactifs embarqués. Cette dernière particularité (l’aspect embarqué) constitue la part ma-

jeure de notre contribution présentée dans cette thèse. Les environnements sont spécifiés

par des systèmes de transitions étiquetés, et nous considérons la décidabilité des problèmes

classiques de vérification, tels que l’accessibilité, la bornitude et le model-checking des lo-

giques Ltl [86, 32] et Ctl [25, 32]. Nous montrons, principalement, les résultats suivants :

(a) Les systèmes à file réactifs embarqués (SFR Embarqués) avec 2 événements mémori-

sables et un environnement périodique ont l’expressivité des machines de Turing. Par

conséquent, tous les problèmes de vérification sont indécidables.

(b) L’ensemble des configurations accessibles d’un système à file réactif embarqué avec 1

événement mémorisable et un environnement rationnel est effectivement reconnais-

sable.

(c) L’ensemble des prédecesseurs d’une configuration d’un système à file réactif embarqué

avec perte4, avec un environnement bien structuré est effectivement calculable.

3Ltl\X est le fragment de la logique Ltl [86, 32] obtenu en supprimant l’opérateur � next � X, et les formules
existentielles de Ctl\X sont obtenues depuis Ctl [25, 32] en ne considérant que la modalité EF.

4C’est à dire que les occurrences mémorisées peuvent être perdues par le système, de façon non déterministe
et non contrôlée.
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Ce dernier résultat permet, entre autres, de vérifier les propriétés exprimées dans le frag-

ment5 (EF) de la logique Ctl. Par conséquent, il est possible de décider la satisfaction

de la grande majorité des formules de sûreté pour les systèmes à file réactifs embarqués

avec perte, munis d’un environnement bien structuré. La sémantique de perte conserve

l’ensemble des comportements du modèle sans perte (et en ajoute de nouveaux). Par

conséquent, lorsqu’une formule de sûreté («aucune mauvaise situation n’est accessible»)

est vérifiée par un système avec perte, elle l’est aussi par le système sans perte. Ce résultat

nous permet d’envisager la vérification des propriétés de sûreté pour les systèmes à file

réactifs embarqués.

Le premier des résultats précédents indique, cependant, que :

la bornitude de la file n’est pas décidable dès que le système à file réactif

embarqué dispose de 2 événements mémorisables, et d’un environnement

périodique.

Nous introduisons donc une méthode de test de non-bornitude, inspirée de [66], basée sur

la recherche d’un cycle itérable qui fait crôıtre la taille de la file. Nous montrons que :

(a) l’itérabilité d’un cycle dans un système à file réactif embarqué,

(b) et le fait qu’il fait crôıtre la taille de la file de mémorisation,

sont décidables, et nous proposons un algorithme pour trouver une réponse à ces questions.

Toutefois, bien sûr, cet algorithme n’apporte pas une réponse absolue à la question de la

bornitude.

3. Enfin, dans la partie III (page 125), nous considérons la vérification des applications temps-

réel spécifiées en Electre. Ce sont des applications réactives dont les temps de réaction

importent pour leur correction. Le temps n’est alors plus simplement une composante

qualitative du système, mais aussi quantitative.

(a) En nous inspirant de deux approches précédentes [89, 16], nous définissons le langage

H-Electre de spécification temporelle des programmes Electre.

(b) À partir d’un programme Electre et de la spécification temporelle qui lui est as-

sociée, nous construisons un système à file réactif hybride linéaires, qui emprunte aux

systèmes hybrides (linéaires) [5, 60, 8, 6, 59, 58] pour la modélisation quantitative du

temps.

(c) Les résultats d’indécidabilité, obtenus dans la partie précédente, s’appliquent natu-

rellement dans ce cadre puisque tout environnement périodique peut être spécifié de

façon temporelle. En particulier, le problème de la bornitude n’est pas décidable pour

les systèmes à file réactifs hybrides linéaires.

(d) Nous adaptons donc notre test de non-bornitude aux systèmes à file réactifs hy-

brides linéaires, en particulier, la recherche des cycles, en nous inspirant de [71]. La

5Le fragment (EF) est obtenu en considérant uniquement les modalités existentielles EF et EX de Ctl. Ce
fragment est noté UB

− dans [33], UB [10] étant la logique � Unified Systems of Branching Time � .



18 TABLE DES MATIÈRES

décidabilité de l’itérabilité d’un cycle dans un système à file réactif hybride linéaire

est un problème ouvert.

Pour terminer, lorsque la bornitude de la file de mémorisation d’un programme Electre

est acquise, c’est-à-dire, lorsque le système à file réactif embarqué correspondant est fini,

il est malgré tout souvent impossible de vérifier, en pratique, qu’il satisfait aux propriétés

exigées. En effet, la taille de son espace d’états est bien souvent rédhibitoire pour l’utili-

sation d’un parcours exhaustif, outil classique de la vérification des systèmes finis, en vue

de vérifier les propriétés du système modélisé. Nous introduisons, dans le dernier chapitre,

une technique de réduction du modèle de vérification des programmes Electre, basée sur

les techniques d’ordre-partiel [82, 93, 50, 48, 69, 79, 49, 46]. Pour cela, nous définissons une

relation d’équivalence sur les contenus de la file de mémorisation :

(a) qui peut être calculée en temps linéaire en le nombre d’opérateurs Electre qui

apparâıssent dans le programme considéré.

(b) qui, malgré l’abstraction engendrée, préserve les résultats de vérification pour la plu-

part des propriétés.

Plan du document

Ce document est divisé en trois parties. La partie I (page 23) installe le cadre de notre

étude. Le premier chapitre (page 25) introduit les définitions et les notations générales.

Le chapitre 2 (page 33) présente les principaux aspects du langage Electre, en mettant

l’accent sur la mémorisation des événements, point central de notre étude. Puis, nous y introdui-

sons, les automates à file réactifs et les systèmes à file réactifs, que nous montrons clos par ajout

de l’opération reset (qui consomme toutes les occurrences mémorisées d’un événement donné

en une seule transition). Enfin, nous définissons, dans ce chapitre, les systèmes à file réactifs

embarqués, obtenus par le plongement d’un système à file réactif dans son environnement.

La seconde partie (page 67) concerne l’étude des problèmes de vérification pour les applica-

tions réactives spécifiées par un système à file réactif embarqué. Elle est divisée en trois chapitres.

Dans le chapitre 3 (page 69), nous montrons l’indécidabilité des problèmes de vérification pour

les systèmes avec deux événements mémorisables, et leur décidabilité pour ceux qui ne disposent

pas de plus d’un événement mémorisable. Enfin, nous y étudions le comportement des systèmes

à file réactifs embarqués plongés dans des environnement périodiques.

Le chapitre 4 (page 89) est consacré aux Reset systèmes à file réactifs embarqués (Reset

SFR Embarqués) et aux Lossy systèmes à file réactifs embarqués (Lossy SFR Embarqués), deux

extensions du modèle précédent.

Puis, ayant prouvé l’indécidabilité du problème de la bornitude de la file de mémorisation,

nous définissons, dans le chapitre 5 (page 107), un test de non-bornitude pour les systèmes à file

réactifs embarqués.

Enfin, la troisième et dernière partie (page 125) est consacrée aux applications temps-réel

modélisée en Electre. Dans le chapitre 6 (page 127), nous définissons le langage H-Electre

pour l’introduction des spécifications temporelles des programmes Electre. Puis, nous mon-

trons comment traduire ces spécifications en systèmes à file réactifs hybrides linéaires, pour
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lesquels les résultats d’indécidabilité du chapitre 3 (page 69) s’appliquent, en particulier, pour le

problème de la bornitude. Nous adaptons finalement notre test de non-bornitude à ce nouveau

contexte.

Pour finir, le chapitre 7 (page 151) introduit une méthode de réduction du modèle de

vérification des programmes Electre dont la file est effectivement bornée.
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Première partie

Spécification et modélisation des

systèmes réactifs avec mémorisation





23

Cette première partie installe le cadre de notre étude. Le premier chapitre est consacré aux

notions de bases et permet d’introduire la plupart des notations adoptées par la suite.

Nous entrons dans le vif du sujet dans le second chapitre : il est en effet dédié au langage

Electre [31, 88, 23] et aux automates à file réactifs [23, 92, 21] qui en décrivent la sémantique.

Ces deux formalismes servent à modéliser les applications réactives avec mémorisation. Les

automates à file réactifs permettent donc de spécifier qu’une occurrence d’événement qui ne

peut pas être traitée lorsqu’elle survient, est mémorisée. Elle est ensuite traitée dès que possible,

en suivant la politique Fiffo (First In First Fireable Out). Celle-ci consiste à traiter en priorité

les occurrences mémorisées, en choisissant la plus ancienne de celles qu’il est possible de prendre

en compte. Le choix de l’occurrence traitée s’effectue par l’application de l’ordre Fifo classique,

tout en ignorant les occurrences mémorisées qu’il n’est pas possible de traiter.

Nous distinguons deux types d’événements mémorisables :

– les événements à mémorisation unique, dont au plus une occurrence est mémorisée à la

fois,

– les événements à mémorisation multiple, dont toutes les occurrences qui ne peuvent pas

être traitées sont mémorisées.

Les événements à mémorisation multiple posent cependant le problème de la bornitude des

automates à file réactifs, puisqu’il n’y a, a priori, aucune borne sur le nombre d’occurrences

mémorisées simultanément. L’existence d’une telle limite repose intrinsèquement non seulement

sur l’application modélisée et sur sa rapidité de réaction, mais aussi sur le rythme d’occurrence

des événements. Cette dernière composante fait défaut aux programmes Electre et aux auto-

mates à file réactifs, qui produisent donc des spécifications ouvertes, où seuls les comportements

des applications sont modélisés.

Nous enrichissons donc les programmes Electre et les automates à file réactifs de la

spécification du mode d’occurrence des événements auxquels ils réagissent : leur environne-

ment. Le modèle ainsi obtenu : les systèmes à file réactifs embarqués, permet de produire des

spécifications closes des applications réactives.

Nous montrons par ailleurs, dans ce chapitre, que l’ajout de l’opération reset qui consiste à

consommer toutes les occurrences mémorisées d’un événement donné en une seule transition, ne

modifie en rien le modèle. Ceci nous permet de simuler les événements à mémorisation unique

par des événements à mémorisation multiple, et de normaliser ainsi la mémorisation pour les

automates à file réactifs.
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Chapitre 1

Préliminaires

Nous introduisons, dans ce chapitre, l’ensemble des définitions de base et des notations que

nous utilisons tout au long de notre étude. Il se présente en trois sections : la première est

dédiée aux notions ensemblistes et aux relations d’ordre. Dans la section 1.2, nous donnons les

opérateurs que nous utilisons ensuite sur les mots et les langages. Enfin, la dernière section

introduit nos notations pour les systèmes de transitions étiquetés, ainsi que les problèmes de

vérification les concernant, que nous étudions dans la suite de notre thèse.

1.1 Ensembles et relations d’ordre

Cette section est inspirée de [41].

1.1.1 Beau-quasi-ordre et bel-ordre-partiel

Soit X un ensemble et ≤⊆ X ×X une relation binaire sur X. La relation ≤ est :

– un quasi-ordre1 (qo) si elle est réflexive et transitive,

– un ordre-partiel (op) si elle est un quasi-ordre anti-symétrique,

– un beau-quasi-ordre (bqo) (resp. bel-ordre-partiel (bop)) si elle est un (qo) (resp. (op)) tel

que dans toute séquence infinie : x0, x1, x2, . . . d’éléments de X, il existe deux entiers i < j

tels que xi ≤ xj .

Remarque 1.1

Un beau-quasi-ordre (resp. un bel-ordre-partiel) est bien fondé : il n’admet pas de séquence infinie

strictement décroissante. �

La relation stricte <, générée par ≤, est définie par : ∀x, x′ ∈ X, x < x′ si x ≤ x′ et x′ 6≤ x.

1.1.2 Ensembles clos par le haut et clos par le bas

Soient x un élément de X et ≤ un quasi-ordre sur X. L’élément x est minimal si ∀x ′ ∈

X, x ≤ x′. L’ensemble clos par le haut ↑x (resp. L’ensemble clos par le bas ↓x) généré par x est

défini par : ↑x = {x′ ∈ X |x ≤ x′} (resp. ↓x = {x′ ∈ X |x′ ≤ x}). La notion de clôture s’étendent

1Les quasi-ordres sont parfois aussi appelés pré-ordres.
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naturellement aux ensembles générateurs : ∀X ′ ⊆ X, ↑X ′ = ∪x′∈X′↑x′ et ↓X ′ = ∪x′∈X′↓x′.

De plus, ↑∅ = ∅ et ↓∅ = ∅.

Une base finie pour un ensemble clos par le haut X ′ ⊆ X est un ensemble fini Y ⊆ X tel

que ↑Y = X ′.

Remarque 1.2

Le complémentaire d’un ensemble clos par le haut est clos par le bas, et vice-versa. �

Par la définition de la clôture vers le haut, nous avons la propriété de distributivité vis-à-vis

de l’union :

Lemme 1.3

Soient X un ensemble, ≤ un quasi-ordre sur X et, X ′, X ′′ ⊆ X deux sous-ensembles de X :

↑(X ′ ∪ X ′′) = ↑X ′ ∪ ↑X ′′

�

Lemme 1.4 (Higman [62])

Si ≤ est un beau-quasi-ordre, tout ensemble X clos par le haut admet une base finie. �

Preuve. L’ensemble des éléments minimaux de X forment une base puisque ≤ est bien fondé.

Ces éléments minimaux sont en nombre fini, sinon ils forment une séquence infinie d’éléments

incomparables, contredisant le fait que ≤ est un beau-quasi-ordre. �

Lemme 1.5

Toute séquence infinie et croissante d’ensembles clos par le haut : X0 ⊆ X1 ⊆ X2 ⊆ . . . converge :

∃k ∈ N t.q. Xk = Xk+1 = Xk+2 = . . . . �

Preuve. Considérons une sous-séquence infinie et strictement croissante : Xi0 ⊂ Xi1 ⊂ Xi2 ⊂

. . . qui est supposée être un contre-exemple. Alors, nous construisons la séquence des éléments

définis par : xk ∈ Xik \Xik−1
qui, par la définition d’un beau-quasi-ordre contient deux éléments

xj ≤ xk avec j < k. Puisque Xij est clos par le haut, xj ∈ Xij implique que xk ∈ Xij , ce qui est

impossible par hypothèse. �

1.2 Langages

Les définitions et notations introduites dans cette section proviennent principalement de [76].

Un alphabet Σ est un ensemble fini de symboles. Un mot u, sur Σ, est une séquence, finie ou

infinie, de symboles de Σ. L’ensemble des mots finis sur Σ est noté Σ∗, celui des mots infinis est

noté Σω. Enfin, Σ∞ = Σ∗ ∪ Σω représente l’ensemble des mots sur l’alphabet Σ. Un langage L

sur Σ est un sous-ensemble de Σ∞ : L ⊆ Σ∞.
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La longueur d’un mot u ∈ Σ∞ est notée |u|. Si u = u1 . . . un est un mot fini, |u| = n. Si

u est infini, |u| = ω. Le mot vide (de longueur égale à zéro) est noté ε. Soit u ∈ Σ∞, la nième

puissance de u est définie par : un = u.un−1, et u0 = ε.

Le iième symbole de u est noté ui avec i ∈ {1, . . . , |u|}. Le nombre d’occurrences de a ∈ Σ

dans un mot u ∈ Σ∞ est |u|a = Card({i ∈ {1, . . . , |u|} |ui = a}). L’alphabet d’un mot u ∈ Σ∞

est l’ensemble des symboles qui composent le mot : Σu = {ui | i ∈ {1, . . . , |u|}.

Soient u ∈ Σ∗ un mot fini, et v ∈ Σ∞ un mot fini ou infini. Le mot u est un préfixe de v

s’il existe un mot v′ ∈ Σ∞ tel que v = u.v′. La relation ≤⊆ Σ∗ ×Σ∞ est l’ordre-partiel, nommé

ordre préfixe, défini par : u ≤ v si et seulement si u est un préfixe de v. La relation −1 est définie

pour tous les mots u ∈ Σ∗ et v ∈ Σ∞, tels que u ≤ v, par : v = u.(u−1v). Enfin, l’ensemble des

préfixes du mot v est noté prefix (v).

L’opérateur shuffle tt associe à deux mots finis u, v ∈ Σ∗ l’ensemble des mots définis par :

u tt v = {u1v1 . . . ukvk |u = u1 . . . uk, v = v1 . . . vk et ui, vi ∈ Σ∗}. La relation sous-mot, notée

4, est définie par : ∀u, v ∈ Σ∗, u 4 v ⇔ v ∈ (u tt Σ∗).

Soit Σ = {a1, . . . , an} un alphabet. Le morphisme de Parikh [83] est l’application de (Σ∗, .)

dans (Nn,+) définie par : ∀u ∈ Σ∗, Ψ(u) =
(

|u|a1 . . . |u|an

)

. L’application inverse du mor-

phisme de Parikh définit l’ensemble des mots : Ψ−1
(

x1 . . . xn

)

= ((a1)
x1 tt . . . tt (an)xn).

1.2.1 Propriétés de fermeture des langages

Dans la suite, nous nous intéressons particulièrement à la fermeture vers le haut, relativement

à la relation 4, de langages de mots finis pour lesquels nous avons les propriétés suivantes :

Lemme 1.6

Soient Σ un alphabet fini et, L ⊆ Σ∗ et L′ ⊆ Σ∗ deux langages. Nous avons :

1. ↑(L.L′) = (↑L).(↑L′),

2. ↑(L tt L′) = (↑L) tt (↑L′).

�

1.2.2 Fiffo-soustraction

Soient u et v deux mots finis sur un alphabet Σ. La fiffo-soustraction de u à v, définie si et

seulement si Ψ(u) ≤ Ψ(v), et notée u	1v, est définie par :

1. ε	1v = v,

2. ∀a ∈ Σ, a	1v = v′.v′′, avec v′, v′′ ∈ Σ∗, a 6∈ Σv′ et v = v′.a.v′′,

3. ∀a ∈ Σ, (a.u)	1v = u	1(a	1v).

L’opérateur fiffo-soustraction retire donc les premières occurrences de symboles de u qui ap-

parâıssent dans v. Dans la suite, nous notons u	nv l’opération (un)	1v.

Lemme 1.7

Soient u, v et w trois mots finis sur un alphabet Σ, nous avons :

1. ∀a, b ∈ Σ, a	1b	1u = b	1a	1u,
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2. Notons Σ = {a1, . . . , ak}, nous avons : u	1v = a
	|u|a1

1 . . . a
	|u|ak

k v,

3. Si Ψ(u) = Ψ(v), alors : u	1w = v	1w,

4. Si u 4 v, alors : w	1u 4 w	1v,

5. (v	1u).w = v	1(u.w),

6. w	1(u	1v) = (u.w)	1v.

�

Le point (1) est une conséquence directe de la définition de 	1. Les points (2) et (3) expriment

que l’ordre des symboles dans u est sans effet sur le résultat de l’opération 	1 : seul le nombre

de chaque symbole compte. Ces deux résultats découlent du premier : il suffit de permutter les

symboles de u pour obtenir le résultat. Le point (4) exprime la monotonicité de 	1 vis-à-vis de

4. Les trois derniers points sont des conséquences directes des deux premiers.

1.3 Vérification des systèmes de transitions étiquetés

1.3.1 Systèmes de transitions étiquetés

Un système de transitions étiqueté [9] est un quadruplet S = (Q, q0, L, −→ ) où Q est un

ensemble d’états, q0 ∈ Q est l’état initial de S, L est un ensemble d’étiquettes et −→ ⊆ Q×L×Q

définit la relation de transition de S.

Pour un système de transitions étiqueté S, nous notons Predl(q) = {q′ ∈ Q | q′
l
−→ q} (resp.

Succl(q) = {q′ ∈ Q | q
l
−→ q′}) l’ensemble des prédecesseurs par l’étiquette l ∈ L (resp. successeurs

par l’étiquette l ∈ L) d’un état q ∈ Q. Ces applications s’étendent naturellement à des ensembles

d’états : ∀Q′ ⊆ Q, Predl(Q′) =
⋃

q∈Q′ Predl(q), et Succl(Q′) =
⋃

q∈Q′ Succl(q).

Notons in(q) (resp. out(q)) l’ensemble des étiquettes entrantes (resp. sortantes) d’un état

q ∈ Q, défini par : in(q) = {l ∈ L | ∃q′ ∈ Q, q′
l
−→ q} (resp. out(q) = {l ∈ L | ∃q′ ∈ Q, q

l
−→ q′}).

L’ensemble des prédecesseurs d’un état q ∈ Q d’un système de transitions étiqueté est

défini par Pred(q) =
⋃

l∈in(q) Predl(q). De même nous définissons l’ensemble des successeurs

par Succ(q) =
⋃

l∈out(q) Succl(q).

Définissons Predn(q) = Pred(Predn−1(q)) l’ensemble des prédécesseurs en n pas de q ∈ Q,

avec Pred0(q) = q. Le pred-ensemble de q ∈ Q est l’ensemble de tous les prédécesseurs de q,

défini par Pred∗(q) =
⋃

i≥0 Predi(q). De même, nous définissons Succn(q) = Succ(Succn−1(q))

l’ensemble des successeurs en n pas de q ∈ Q, et, Succ0(q) = q. Alors, Succ∗(q) =
⋃

i≥0 Succi(q)

est le succ-ensemble de q.

Un système de transitions étiqueté est déterministe si ∀q ∈ Q, ∀l ∈ L, il existe au plus un

état q′ ∈ Q tel que q
l
−→ q′, i.e. Card(Succl(q)) ≤ 1. Il est fini si Q, L et −→ sont finis.

Un chemin dans un système de transitions étiqueté S est une séquence de transitions finie

ou infinie : q0
l0−−→ . . .

ln−1
−−−→ qn

ln−−→ . . . . La longueur d’un chemin est donnée par le nombre de

transitions qui le forment. Un chemin est fini si sa longueur est finie. L’ensemble des chemins

(finis ou infinis) d’un système de transitions S est noté [[ S ]]. Un chemin est maximal s’il est

infini, ou s’il se termine dans un état q sans successeur : Succ(q) = ∅.
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Nous notons −→∗ la fermeture réflexive et transitive de −→ . Un état q ′ ∈ Q est accessible

depuis q ∈ Q s’il existe un chemin de q à q ′ : q−→∗ q′. L’ensemble des états accessibles (ou

Reachability Set) d’un système de transitions étiqueté S est RS(S) = {q ∈ Q | q0 −→
∗ q} =

Succ∗(q0).

L’arbre d’accessibilité (ou Reachability Tree) de S est la structure arborescente notée RT (S),

définie par :

– la racine est le nœud n0 : q0,

– chaque noeud n : q admet un fils n′ : q′ par successeur de q.

1.3.2 Automates, reconnaissabilité et logique

Un automate fini est un quintuplet A = (Q, q0, QF , L, −→ ) où (Q, q0, L, −→ ) est un système

de transitions étiqueté fini et QF ⊆ Q est un ensemble d’états terminaux.

Le langage reconnu par un automate A = (Q, q0, QF , L, −→ ) est l’ensemble des mots σ ∈ L∗

tel qu’il existe un chemin fini de q0 à un état de QF étiqueté par σ :

L(A) = {σ ∈ L∗ | ∃qF ∈ QF t.q. q0
σ
−→∗ qF }

Un langage L est rationnel ou reconnaissable si et seulement si il est reconnu par un automate

fini. De plus, L est effectivement reconnaissable s’il est possible de calculer A.

Enfin, nous considérons dans la suite la satisfaction des formules des logiques temporelles

Ltl [86, 32] et Ctl [25, 32].

– La logique Ltl permet d’exprimer des propriétés linéaires d’un système de transitions. Ses

formules φ sont construites de la façon suivante :

φ ::= p1 | p2 | . . . (propositions atomiques)

¬φ |φ ∨ φ (opérateurs booléens)

Xφ |φUφ (opérateurs temporels)

Notons qu’il existe deux opérateurs : «always», noté G, et «eventually», noté F qui sont

des abbréviations courantes pour les formules : Fφ ≡ trueUφ et Gφ ≡ ¬F¬φ.

Les formules de Ltl sont interprétées sur des mots infinis, et plus généralement, des

langages de mots infinis. Pour un mot infini σ, nous notons σ � φ si la formule φ est

satisfaite par σ, et de la même façon, L � φ si ∀σ ∈ L, σ � φ. Nous dirons alors qu’un

système de transitions étiqueté S satisfait une formule φ, que nous notons S � φ, si et

seulement si [[ S ]]� φ. Voici quelques exemples de formules Ltl et des séquences qui les

satisfont ou non :

babbbb . . . � X a bbbaaba . . . � F a aaaa . . . � G a aaabbb . . . � aU b

«next a» «eventually a» «always a» «a until b»

abbaab . . . 2 X a bbbbb . . . 2 F a aaabbab · · · 2 G a aaaaaa . . . 2 a U b

Les formules de Ltl permettent de caractériser les propriétés d’une exécution donnée d’un

système.

– La logique Ctl permet d’exprimer les propriétés arborescentes d’un système de transitions.
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Ses formules sont construites de la façon suivante :

φ ::= p1 | p2 | . . . (propositions atomiques)

¬φ |φ ∨ φ (opérateurs booléens)

EφUφ |AφUφ (opérateurs temporels)

Les abbréviations «exists eventually», noté EF, «forall eventually», noté AF, «exists al-

ways», noté EG et «forall always», noté AG sont courament utilisés. Elles correspondent

aux formules :

– EFφ ≡ E trueUφ

– AFφ ≡ A trueUφ

– EGφ ≡ ¬ (AF¬φ)

– AGφ ≡ ¬ (EF¬φ)

Les formules de Ctl sont interprétées sur des arbres. Pour un arbre a, nous notons a � φ

si la formule φ est satisfaite par a. Nous dirons alors qu’un système de transitions étiqueté

S satisfait φ, ce que nous notons S � φ, si et seulement si RT (S) � φ. Voici quelques

exemples de formules Ctl avec des arbres qui les satisfont (au-dessus) et d’autres qui ne

les satisfont pas (en-dessous) :

b

b

b b

b

b a

b

a

b b

b

a a

a

b

b b

a

b a

«exists eventually a» «forall eventually a» «exists always a»

b

b

b b

b

b b

b

a

b b

b

b a

a

b

b b

b

b a

Remarque 1.8

Lorsqu’un système de transitions étiqueté S satisfait une formule Ltl φ, alors, chacune des exécutions

de S satisfait φ indépendamment des autres exécutions. Dans le cas de Ctl, cette indépendance

entre les exécutions n’est pas exprimable. Ainsi, la propriété «infiniment souvent a», qui s’écrit

GFa en Ltl, et qui est vérifiée par toute séquence infinie qui contient une infinité de a, n’est pas

expressible avec Ctl, à cause de la quantification E ou A qui précède tout opérateur F et G. �

1.3.3 Problèmes d’intérêt sur les systèmes de transitions étiquetés

Nous dressons maintenant, la liste des problèmes de vérification que nous considérons dans

la suite de notre étude. Chaque problème est défini par une instance : les éléments sur lesquels
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se pose le problème, et par une question qui détermine le problème.

– Le problème de la bornitude (B) :

Instance : Un système de transitions étiqueté S.

Question : RS(S) est-il fini ?

– Le problème de l’accessibilité (R) :

Instance : Un système de transitions étiqueté S et un état q ∈ Q.

Question : Est-ce que q ∈ RS(S) ?

– Le problème de la couverture (C) :

Instance : Un système de transitions étiqueté S, une relation de quasi-ordre ≤⊆ Q×Q,

sur les états de S, et deux états q, q ′ ∈ Q.

Question : Existe-t-il q′′ ∈ RS(S) tel que q−→∗ q′′ et q′ ≤ q′′ ?

– Le problème de la terminaison (T) :

Instance : Un système de transitions étiqueté S.

Question : Est-ce que tout chemin σ dans [[ S ]] est fini ?

– Le problème du model-checking de Ltl (Mc-LTL) :

Instance : Un système de transitions étiqueté S et une formule de Ltl φ.

Question : Est-ce que S � φ ?

– Le problème du model-checking de Ctl (Mc-CTL) :

Instance : Un système de transitions étiqueté S et une formule de Ctl φ.

Question : Est-ce que S � φ ?

En plus des problèmes exprimés ci-dessus, il reste deux problèmes importants liés à la

vérification des systèmes infinis. De façon générale, dès qu’un système de transitions étiqueté

S décrit la sémantique d’un modèle muni d’une donnée à valeur dans un domaine infini : pile,

file, variable non bornée, etc., l’espace de ses états accessibles, RS(S) est infini. La résolution

des problèmes de vérification s’appuie pourtant essentiellement sur la possibilité de représenter

cet ensemble. C’est pourquoi, pour les systèmes infinis, il est important de déterminer une

représentation finie pour l’ensemble, éventuellement infini, RS(S). Nous considérons deux

problème distincts : l’existence d’une telle représentation finie, et la possibilité de la calculer.

– Le problème de la reconnaissabilité (Rp) :

Instance : Un système de transitions étiqueté S.

Question : RS(S) est-il reconnaissable ?

– Le problème de la reconnaissabilité effective (Erp) :

Instance : Un système de transitions étiqueté S.

Question : RS(S) est-il effectivement reconnaissable ?
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Chapitre 2

Le langage Electre et les automates à

file réactifs

Les systèmes réactifs ont pour but de contrôler des dispositifs physiques, en répondant à leurs

requêtes par les actions appropriées. Il s’agit typiquement de signaux en provenance de capteurs

(par exemple la détection d’une température trop élevée) qui informent de l’état du dispositif

physique, auquel le système de contrôle répond (ici, en réduisant l’intensité du chauffage) dans

le but de maintenir le dispositif physique dans un état stable. Le langage Electre [31, 88, 23]

permet de définir le comportement d’une application réactive lors de la réception des signaux

provenant de son environnement. Un programme Electre consiste donc en la description de

l’activation, la préemption et la terminaison des tâches qui le composent lors des occurrences de

ces signaux, indépendamment de la façon qu’ont ceux-ci de survenir.

Electre se distingue d’autres langages réactifs (dits synchrones) tels que Argos [75]

(proche des Statecharts [56]), Esterel [13, 34], Lustre [54] ou Signal [44] par ses hy-

pothèses asynchrones fondamentales. Celles-ci expriment l’existence d’un grain de temps assez

fin pour distinguer deux événements consécutifs dans l’évolution d’un programme Electre.

Par conséquent, les tâches qui composent le programme ont une durée non nulle : leurs débuts

et leurs fins se produisent à deux instants distinguables. Une occurrence d’événement peut donc

survenir pendant l’exécution d’une tâche. Or, l’exécution de cette tâche peut ne pas pouvoir

être interrompue pour traiter l’occurrence qui survient, par exemple lorsque cette tâche gère une

situation critique pour le système modélisé. Certains événements peuvent être ignorés lorsqu’ils

ne sont pas attendus, mais cela n’est pas correct pour tous les événements. La solution consiste

alors à mémoriser les occurrences inattendues, pour les traiter ultérieurement. Nous distinguons

alors deux types d’événements :

– ceux qui signalent l’état d’une partie du système modélisé, par exemple la détection d’une

température trop élevée, et s’apparentent donc à une information binaire : la présence ou

l’abscence d’un signal. Il est suffisant de mémoriser une seule occurrence de ces événements

lorsqu’ils ne peuvent pas être pris en compte. C’est en effet, par exemple, la détection de

la température trop élevée qui constitue l’information, et non pas le nombre de fois où le

capteur est activé avant que le problème soit résolu.

– et ceux dont chaque occurrence est importante, par exemple, un événement qui signale
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le passage d’un objet sur un tapis roulant d’une châıne de production. Dans ce cas, la

correction du programme dépend de sa capacité à traiter chaque occurrence, et il faut donc

mémoriser toutes les occurrences qui ne peuvent pas être traitées lorsqu’elles surviennent.

Le point fondamental pour cette étude réside dans le fait que dans ce dernier cas, il n’existe a

priori aucune limite quant au nombre d’occurrences qui peuvent être mémorisées simultanément.

Pourtant, une telle limite existe dans toute application réelle : aucun dispositif physique ne

peut contenir un nombre infini, ni même fini mais non borné, d’objets. Dans ce chapitre nous

considérons la possibilité de déterminer cette borne.

En section 2.1 (page 34) nous présentons le langage Electre [31, 88, 23] en insistant prin-

cipalement sur les aspects liés à la mémorisation des événements, qui nous concerne parti-

culièrement. En fin de section nous montrons comment un programme est compilé pour obtenir

un automate à file réactif (AFR) [23, 92, 21] qui en donne la sémantique. La section 2.2 (page 41)

est donc naturellement consacrée à la présentation de ces automates et de leurs principales pro-

priétés, en particulier la politique Fiffo (First In First Fireable Out) pour la gestion de la file

de mémorisation, qui est bien adaptée aux systèmes réactifs. Nous abordons ensuite, en sec-

tion 2.3.2, page 51, la spécification de l’environnement d’un automate à file réactif : la façon

dont les événements surviennent. C’est en effet un point déterminant pour l’étude de la bor-

nitude du nombre d’occurrences mémorisées, dont la spécification fait volontairement défaut

aux programmes Electre et aux automates à file réactifs. Le modèle correspondant est appelé

«systèmes à file réactifs embarqués (SFR Embarqués)». Finalement, en section 2.4 (page 54),

nous normalisons la mémorisation dans les automates à file réactifs en introduisant les Reset

AFR, simplifiant ainsi le modèle et nos argumentations.

2.1 Le langage Electre

Le langage Electre [31, 88, 23] sert à la modélisation de systèmes réactifs en indiquant

comment les tâches qui les composent évoluent au gré des occurrences d’événements.

2.1.1 Un exemple : les lecteurs/écrivains

Nous considérons dans la suite l’exemple d’une ressource à laquelle il est possible d’accéder en

lecture comme en écriture, suivant le schéma classique des lecteurs/écrivains [27]. L’application

est composée de deux serveurs d’accès en lecture, et d’un serveur pour l’accès en écriture. Les

requêtes d’accès en lecture, au premier et au second serveur, sont signifiées par les événements

r1 et r2, respectivement. Une demande d’écriture est véhiculée par l’événement w. Les tâches

qui assurent le service de lecture sont notées R1 et R2, et celle qui gère l’accès en écriture est

nommé W. Finalement, il n’est pas possible d’accéder simultanément en lecture et en écriture à la

ressource, alors que les deux serveurs en lecture peuvent satisfaire leurs requêtes simultanément.

Pour éviter les situations de famine, après chaque accès en lecture (accès de R1 seul, de R2 seul ou

accès simultanés de R1 et R2), et après chaque accès en écriture, le système examine à nouveau

l’ensemble des requêtes et répond à la plus ancienne. La suite de cette section est consacrée à la

description du langage Electre pour parvenir à la programmation de cette application.
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2.1.2 Syntaxe du langage Electre sur l’exemple des lecteurs/écrivains

Nous introduisons brièvement la syntaxe du langage Electre en nous appuyant sur

l’exemple des lecteurs/écrivains décrit dans la section précédente. La grammaire complète du

langage Electre est présentée en annexe A, section A.1, page 193.

Éléments principaux de la syntaxe

Les programmes Electre sont construits à partir des modules qui composent l’application

modélisée, des événements auxquels elle doit réagir, et des opérateurs du langage. Rappelons

qu’Electre est un langage asynchrone. Ceci a pour conséquence que :

– la durée d’exécution d’un module est finie et non nulle,

– deux occurrences successives d’un même événement ne peuvent pas être simultanées.

Considérons à nouveau l’exemple de la section précédente. Nous souhaitons que cette appli-

cation ait le comportement suivant :

1. attente d’une requête r1, r2 ou w,

2. traitement de la requête reçue, r1 et r2 pouvant être traitées en parallèle,

3. reprise au point (1) lorsque le traitement est terminé.

La figure 2.1 présente le programme Electre qui modélise l’application des lecteurs/écrivains.

loop[

await{
{#r1 : R1 ||| #r2 : R2}

|
#w : W

}
]

Fig. 2.1 – Le programme Electre pour les lecteurs/écrivains.

Le traitement des requêtes (point (2) ci-dessus) consiste simplement à lancer le module qui

effectue l’opération requise. Pour la requête r1, ceci revient à exécuter R1 qui va effectuer les

lectures souhaitées. Ce comportement est spécifiée par le programme : «r1 : R1». De même, les

traitements des requêtes r2 et w s’effectue en exécutant le module correspondant : R2 et W,

respectivement. Donc ceci est indiqué par les programmes : «r2 : R2» et «w : W», respectivement.

Après que le traitement des requêtes soit achevé, l’exécution du programme reprend à son

début pour traiter de nouvelles requêtes (point (3) ci-dessus). L’instruction «loop» permet

de spécifier ce comportement. Ainsi, lorsque la structure identifiée entre crochets achève son

exécution, elle en démarre immédiatement une nouvelle. L’application ainsi spécifiée propose

donc, infiniment longtemps, de traiter les requêtes.

L’attente d’une requête (point (1) ci-dessus) est exprimée par l’opérateur Electre

« await», qui modélise, de façon plus générale, la préemption. Dans le cas présent, le mo-

dule qui est implicitement préempté est celui qui modélise la tâche de fond de l’application. Il

n’est habituellement pas représenté dans les programmes Electre.
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Nous utilisons la composition pour représenter l’attente d’une occurrence de r1 ou r2 ou w.

La composition parallèle, notée « |||», indique que les traitements associés aux occurrences de

r1 et de r2 (c’est à dire les exécutions de R1 et de R2 respectivement) peuvent se dérouler en

parallèle. L’exécution de la structure d’événements, identifiées par les accolades, débute avec

une occurrence de r1 ou r2, et s’achève dès que possible. C’est à dire, en considérant que r1

survient avant r2 :

– si r2 se produit avant la fin de R1, la structure achève son exécution avec le module (R1 ou

R2) qui se termine le dernier.

– si r2 ne survient pas avant que R1 soit terminé, l’exécution de la structure se termine en

même temps que celle de R1.

La composition exclusive, représentée par l’opérateur « |», indique que seule l’une des structures

composées sera exécutée. Si r1 ou r2 se produit avant w, l’exécution du module R1 débute, et

il reste possible de traiter une occurrence de r2. Par contre, les occurrences de w n’ont plus

la possibilité de lancer l’exécution de W. À l’inverse, si w survient en premier, W commence son

exécution, mais les occurrences de r1 et r2 qui surviennent alors ne peuvent pas lancer les

exécutions de R1 et R2.

Cependant, ces occurrences de r1, r2 et w qui surviennent quand le système ne peut pas les

traiter ne doivent pas être perdues. Elles modélisent en effet des requêtes qui, si elles ne peuvent

pas être satisfaites immédiatement, doivent malgré tout l’être ultérieurement. Ces occurrences

doivent donc être mémorisées.

La mémorisation des événements

Le langage Electre propose trois types d’événements distingués par la gestion reservée

à leurs occurrences qui ne peuvent pas être traitées lorsqu’elles surviennent. Nous considérons

donc une occurrence d’événement inattendue, et nous décrivons la façon dont elle gérée suivant

son type.

– Les événements fugaces, identifiés par l’opérateur «@», ne sont jamais mémorisés. Leurs

occurrences qui ne peuvent pas être traitées sont alors simplement perdues. Il s’agit

généralement d’événements qui donnent une information éphémère dont la validité se li-

mite au moment de leur occurrence. Par exemple, un événement qui signale le retour du

système dans un état stable après la correction d’une erreur, n’est valable qu’au moment

où il survient : le système peut se trouver confronté à un nouveau problème avant qu’une

occurrence mémorisée de cet événement n’ait pu être traitée.

– Les événements à mémorisation unique (gestion appliquée par défaut) servent à modéliser

des informations binaires non éphémères. Une occurrence, au plus, de ces événements est

présente dans la mémoire du programme. Ainsi, l’information modélisée est la présence ou

l’abscence d’un signal. Il s’agit par exemple de la détection d’une température trop élevée

par un capteur. Tant que le programme n’agit pas pour la réduire, la température reste

trop élevée, et il faut donc mémoriser cette occurrence pour la traiter ultérieurement.

– Enfin, les événements à mémorisation multiple, spécifiés par l’opérateur «#», sont mé-

morisés à chaque fois qu’il ne peuvent pas être traités lorsqu’ils surviennent. C’est le cas

des requêtes de l’application des lecteurs/écrivains (présentée en section 2.1.1, page 34) :
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aucune requête ne doit être ignorée par l’application.

Remarque 2.1

Les événements à mémorisation multiple revêtent un caractère tout particulier au

sein de notre étude puisque ce sont eux qui la motivent. En effet, le leitmotiv de

notre thèse est la bornitude des programmes Electre. Ce problème ne présente

un réel interêt que pour des programmes disposant d’événements à mémorisation

multiple. �

Remarque 2.2

Le type d’un événement : fugace, à mémorisation unique ou à mémorisation multiple est global

au programme et ne dépend en aucun cas de son exécution. Sinon, il serait délicat de définir une

sémantique pour les programmes Electre. En effet, quel traitement doit alors être appliqué aux

occurrences mémorisées d’un événement qui serait localement fugace ? �

La gestion des occurrences mémorisées

Les occurrences qui sont mémorisées doivent ensuite être traitées. Le langage Electre donne

la priorité au traitement des occurrences mémorisées vis-à-vis des nouvelles occurrences

qui surviennent. De plus, les occurrences mémorisées sont traitées dès que possible en donnant

la priorité à la plus ancienne. Intuitivement, lors de son exécution, un programme Electre

commence par chercher une occurrence mémorisée qu’il peut traiter dans son état courant. Par

exemple, le programme des lecteurs/écrivains (figure 2.1, page 35), dans son état de départ,

examine sa mémoire à la recherche d’une occurrence de r1 ou de r2 ou de w. S’il en existe une,

il choisit alors la plus ancienne et la traite. Il arrive alors dans un nouvel état où à nouveau il

cherche une occurrence mémorisée qu’il lui est possible de traiter. S’il n’y a aucune occurrence

mémorisée qu’il peut traiter, il débute l’exécution des instructions correspondant à cet état. Nous

développons à nouveau ce point dans la section 2.2, en particulier la définition 2.11 (page 44).

Reprenons notre exemple des lecteurs/écrivains. Il peut traiter les occurrences de r1,r2 et w.

Supposons que l’occurrence mémorisée la plus ancienne soit une occurrence de r1. Lors de sa

prise en compte, le programme change d’état, où, par la définition des opérateurs « |||», et « |»,

il peut maintenant traiter les occurrences de r2 uniquement. S’il y a une occurrence mémorisée

de r2, il consomme la plus ancienne. Sinon, il attend une nouvelle occurrence de r2, ou la fin du

module R1 démarré par le traitement de r1.

Les chronogrammes de la figure 2.2 (page 38) montrent les différences entre les trois types

d’événements. Les occurrences de e1 qui apparâıssent en gras (e1) sont mémorisées puis traitées

par la suite. Au contraire, les occurrences de e1 qui sont grisées (e1) ne sont pas traitées lors de

l’exécution du programme (elles sont perdues). Enfin, les événements finM1 indiquent la fin de

l’exécution du module M1.

Remarque 2.3

Notons la différence entre le traitement d’une occurrence d’événement, qui consiste

à répondre à cette requête, et la prise en compte d’une occurrence d’événement qui

correspond à gérer cette occurrence.
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M1

e1e1e1 finM1 e1 finM1
t

(a) fugace : loop [ await @e1 : M1].

M1

e1e1e1 finM1finM1 e1 finM1
t

(b) m‘́morisation unique : loop [ await e1 : M1].

M1

e1e1e1 finM1finM1 finM1e1 finM1
t

(c) mémorisation multiple : loop [ await #e1 : M1].

Fig. 2.2 – Différentes gestions de la mémorisation des événements.

Lors du traitement d’une occurrence d’événement, l’action qui lui est associée est exécutée. Par

exemple, pour notre application des lecteurs/écrivains (section 2.1.1, page 34), le traitement d’une

occurrence de r1 déclenche l’exécution du module R1.

Lors de sa prise en compte, un événement est :

– soit traité, immédiatement ou de façon différée,

– sinon, c’est à dire, lorsque son traitement est impossible, il est soit mémorisé, soit ignoré suivant

son type et le contenu de la mémoire du programme.

�

Dans la suite, nous parlons de traitement immédiat lorsqu’une occurrence est traitée au

moment où elle survient, et de traitement différé ou consommation lorsqu’elle a été mémorisée

avant d’être traitée.

2.1.3 Sémantique et compilation des programmes Electre

Nous avons présenté dans la section précédente quelques aspects syntaxiques du langage

Electre. Dans, cette section, nous montrons comment un programme est compilé, ce qui en

définit la sémantique.

Les deux sections suivantes donnent les points essentiels de la sémantique du langage

Electre. Nous occultons volontairement certains points qui relèvent de la sémantique «intui-

tive» du langage puisque notre but n’est pas de décrire le langage lui-même. Nous détaillons

légèrement plus ces éléments dans l’introduction de l’annexe A (page 193) auxquels [15] consacre

par ailleurs une étude complète.
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Obtention du graphe de contrôle

La sémantique opérationnelle du programme est obtenue en considérant les événements au-

quel il peut réagir, et l’effet de ceux-ci. Dans le cadre de la compilation, cet effet consiste en la

réécriture du programme au moyen des règles présentées dans [23] et en annexe A (section A.2,

page 194).

L’ensemble des événements auxquels réagit un programe donné est connu : il est parti-

tionné en trois ensembles : EF , les événements fugaces, EM1 , les événements à mémorisation

unique, et finalement EM∗ , les événements à mémorisation multiple. Rappelons que le type d’un

événement est global au programme (remarque 2.2, page 37). Considérons le programme des lec-

teurs/écrivains de la figure 2.1 (page 35). Il possède trois événements (à mémorisation multiple),

donc l’exécution de ce programme débute par la prise en compte de l’un de ces trois événements.

Les états suivants de ce programme sont alors obtenus par réécriture suivant une occurrence de

r1, r2 ou w. Les premières réécritures du programme des lecteurs/écrivains sont les suivantes1 :

loop [ await {{#r1 : R1 ||| #r2 : R2} | #w : W}]

(R1 || when #r2 : R2) ; loop [. . . ] ( when #r1 : R1 || R2) ; loop [. . . ]

(W) ; loop [. . . ]

r1, A = [R1] r2, A = [R2]

w, A = [W]

où «loop [. . . ]» représente le programme de la figure 2.1 (page 35). L’opérateur « when» est le

second opérateur de préemption du langage. L’opérateur « await» indique une attente forcée

d’un événement : l’attente se prolonge jusqu’à ce que l’événement survienne, contrairement

à « when» (les règles v, page 195, et vi, page 195, caractérisent les différences entre ces deux

opérateurs). L’opérateur « ||» réalise la composition parallèle des programmes Electre : ceux-ci

s’exécutent en concurrence. Il se différencie de l’opérateur « |||» par les conditions de terminaison

des sous-programmes qu’ils définissent (le lecteur est invité à se réferrer aux règles xvii, page 198,

et xviii, page 198, pour plus de détails).

En plus d’être étiquetées par les événements qui provoquent la réécriture, les transitions sont

décorées par les ensembles des modules activés (noté A), préemptés (noté P ) et/ou démarrés

(noté D) qui décrivent les actions associées à la transition. Ainsi, dans notre exemple, l’occur-

rence de w provoque, en plus de la réécriture, l’activation du module W.

Les modules ayant une durée d’exécution finie, il se produit tôt ou tard, dans le système, un

événement fugace correspondant à la fin d’un module actif. Par exemple, une évolution possible

du programme : «( when #r1 : R1 || R2) ; loop [. . . ]» consiste en la terminaison de l’exécution de

R2, menant ainsi au programme de départ : «loop [ await {{#r1 : R1 ||| #r2 : R2} | #w : W}]». En

1Dans ces programmes les parenthèses ont été placées pour faciliter la lecture, mais elles ne figurent pas dans
la syntaxe d’Electre.
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considérant ainsi tous les événements qui peuvent être traités (immédiatement) par les pro-

grammes successifs (obtenus par réécriture), ainsi que les terminaisons de modules actifs dans

ceux-ci, nous obtenons un graphe qui décrit toutes les évolutions du programme initial. Ce graphe

est appelé graphe de contrôle du programme. Par exemple, le graphe de contrôle du programme

de la figure 2.1 (page 35) est représenté en figure 2.3.

loop [ await {{#r1 : R1 ||| #r2 : R2} | #w : W}]

(W) ; loop [. . . ]

(R1 || when #r2 : R2) ; loop [. . . ] ( when #r1 : R1 || R2) ; loop [. . . ]

(R2) ; loop [. . . ] (R1) ; loop [. . . ]

(R1 || R2) ; loop [. . . ]

w, A = [W]

r1, A = [R1] r2, A = [R2]

finW

finR1

r2, A = [R1 R2]

finR2

r1, A = [R2 R1]
finR1 finR2

finR2 finR1

Fig. 2.3 – Graphe de contrôle pour le programme Electre des lecteurs/écrivains.

Lemme 2.4 (Cassez & Roux [23])

Le graphe de contrôle obtenu par compilation d’un programme Electre est fini. �

Gestion de la mémorisation

Le graphe de contrôle ne présente que les traitements immédiats des occurrences. Il n’indique

que partiellement les prises en compte d’événements : rien n’est spécifié pour les occurrences qui

ne peuvent pas être traitées. Cependant, le système modélisé réagit, lui, à toutes les occurrences

d’événements, et il faut donc que la modélisation soit fidèle. En particulier, il faut explicitement

indiquer le comportement à adopter vis-à-vis des événements mémorisables qui ne peuvent pas

être traités.

Lors du traitement d’une occurrence d’événement, le programme ne doit pas distinguer la

provenance de cette occurrence. Donc le traitement d’une occurrence d’événement a le même

effet, que l’événement vienne d’être émis par l’environnement, ou qu’il provienne de la file de

mémorisation. Le graphe de contrôle est ainsi enrichi de façon à ce que chaque transition de

traitement d’une occurrence d’événement mémorisable e (à mémorisation unique ou multiple)

soit doublée par une transition de traitement d’une occurrence mémorisée de e notée ?e. De
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plus, en chaque état, chaque événement mémorisable e pour lequel aucun traitement n’est ex-

plicitement proposé, dans le graphe de contrôle, est mémorisé, ce que nous notons !e. Il est

clair que le fait de mémoriser une occurrence d’événement ne modifie en rien le programme :

l’occurrence est simplement stockée en vue d’un prochain traitement, et aucun module n’est

préempté, ni activé, ni démarré. La mémorisation n’induit donc aucune tranformation du pro-

gramme : toutes les transitions de mémorisation forment des boucles. À titre d’exemple, voici

l’état : «(R1 || when #r2 : R2) ; loop [. . . ]» du graphe de contrôle précédent enrichi avec la gestion

de la mémorisation.

loop [ await {{#r1 : R1 ||| #r2 : R2} | #w : W}]

(R1 || when #r2 : R2) ; loop [. . . ]

(R1 || R2) ; loop [. . . ]

finR1

r2, ?r2, A = [R1 R2]

!w, !r1

Un tel graphe enrichi est appelé automate à file réactif [23, 92, 21]. La figure 2.4 (page 43)

représente l’automate à file réactif obtenu depuis le graphe de contrôle de la figure 2.3 (page 40).

Les ensembles A, D et P n’y sont pas indiqués, mais ils peuvent être déduits d’après le graphe

de contrôle en remarquant que ces ensembles sont les mêmes pour tout couple de transitions

associées e et ?e, et que bien évidemment, aucune action n’est associée à une transition de

mémorisation. La suite de ce chapitre est dédiée aux automates à file réactifs qui décrivent la

sémantique des programmes Electre.

2.2 Les automates à file réactifs

Comme nous venons de le montrer, les automates à file réactifs [23, 92, 21] ont été intro-

duits pour modéliser le comportement des programmes Electre. D’une façon plus générale,

les automates à file réactifs permettent de modéliser n’importe quel système réactif (sans qu’il

soit nécessaire de le spécifier en Electre), avec la particularité intéressante de permettre la

mémorisation des occurrences d’événements qui ne peuvent pas être traitées lorsqu’elles sur-

viennent.

Le modèle est donc constitué d’un système de contrôle fini, et d’une file de mémorisation

pour les événements. En ce sens, il se rapproche des automates à file [94] et des machines

communicantes [18, 1, 2, 24, 40].

Dans cette section, nous introduisons tout d’abord les automates à file réactifs et leurs

principales propriétés mises à jour dans [91, 92]. Lors de la construction de l’automate à file

réactif associé à un programme Electre, les propriétés des événements sont préservées. Ainsi,

l’automate possède des événements fugaces, d’autres qui sont à mémorisation unique et en-

fin, une dernière catégorie d’événements à mémorisation multiple. Nous montrons comment les
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événements à mémorisation unique peuvent être simulés par des événements à mémorisation

multiple, ce qui nous permet de ne plus considérer que ces derniers par la suite.

2.2.1 Définition et propriétés

Définition 2.5 (Automate à file réactif (AFR))

Un automate à file réactif (AFR) [21] est un quadruplet R = (QR, q0
R, AR, −→R ) où :

1. QR est un ensemble fini d’états,

2. q0
R est l’état initial de R,

3. AR = Σ∪ ({!, ?} × ΣM ) est l’ensemble des actions de R, et Σ est l’ensemble des événements

agissant sur R partitionné en :

(a) ΣM : l’ensemble des événements mémorisables, lui-même scindé en deux parties dis-

tinctes, ΣM1 et ΣM∗ , respectivement, l’ensemble des événements à mémorisation unique,

et l’alphabet des événements à mémorisation multiple,

(b) ΣF : l’ensemble des événements fugaces,

et : ΣM1 ∩ ΣM∗ = ∅, ΣM = ΣM1 ∪ ΣM∗ et ΣM ∩ ΣF = ∅, Σ = ΣM ∪ ΣF .

4. −→R ⊆ QR × AR ×QR est la relation de transition telle que pour tout état q ∈ QR et tout

événement mémorisable e ∈ ΣM :

(a) soit q
!e
−−→R q, l’occurrence de e est mémorisée,

(b) sinon il existe un état q′ ∈ QR tel que q
e
−→R q′ et q

?e
−−→R q′, l’événement est traité, soit

immédiatement, soit de façon différée.

�

Dans la suite, lorsque cela est nécessaire pour éviter toute ambigüıté, nous notons (ΣF )R

l’alphabet des événements fugaces de l’AFR R, et de même : (ΣM )R, (ΣM1)R et (ΣM∗)R pour

les autres ensembles d’événements.

Remarque 2.6

Un automate à file réactif définit un système réactif ouvert. C’est à dire que seule la façon dont le

système réagit à une occurrence d’un événement donné, alors qu’il se trouve dans un état donné,

est spécifiée. Un AFR ne contient aucune information sur la manière (la fréquence, l’origine, etc.)

qu’ont les événements de survenir. �

La figure 2.4 (page 43) montre l’automate à file réactif obtenu par la compilation du pro-

gramme Electre de la figure 2.1, page 35. Les états de cet automate à file réactif sont étiquetés

par les noms des modules qui y sont actifs.

Comme nous l’avons décrit en section 2.1.3 (page 39), lors de la compilation d’un programme

Electre en un AFR R, les ensembles d’actions associés à chaque transition sont calculés. Ceux-

ci sont alors transcrits dans R au travers des fonctions A, D et P qui associent respectivement

à chacune de ses transitions, les ensembles des modules activés, démarrés et préemptés.
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∅

W

R1 R2

R1 R2

R1||R2

?w, w

?r1, r1 ?r2, r2

finW

!w, !r1, !r2

finR1

?r2, r2

!w, !r1

finR2

?r1, r1

!w, !r2

finR1

!w, !r1, !r2

finR2

!w, !r1, !r2

finR1finR2

!w, !r1, !r2

Fig. 2.4 – Automate à file réactif pour le programme des lecteurs/écrivains.

Remarque 2.7

Les fonctions A, D et P n’apparâıssent pas dans la définition des AFR (définition 2.5) afin d’en

préserver la généralité : elles ne concernent que les AFR obtenus par compilation d’un programme

Electre. Pour la même raison, ces trois fonctions apparâıssent à nouveau au chapitre 6 (page 127)

qui concerne les AFR obtenus depuis des programmes Electre, mais elles sont ignorées ailleurs,

où les résultats présentés concernent donc les AFR de façon générale. �

Dans la suite, PredR(q) = {q′ ∈ QR | ∃a ∈ AR, q′
a
−→R q} désigne l’ensemble des

prédécesseurs de l’état q, et de même SuccR(q) = {q′ ∈ QR | ∃a ∈ AR, q
a
−→R q′} représente

l’ensemble des successeurs de q.

Structure d’automate à file réactif

La nécessité pour un AFR d’être complet vis-à-vis des événements mémorisables est naturelle,

mais aussi assez contraignante. C’est pourquoi nous introduisons les structures d’AFR qui lèvent

cette limitation. Bien entendu, elles ne sont pas utilisées pour la modélisation de systèmes

réactifs, mais elles permettent de considérer une partie d’un AFR sans se soucier de complétude.

Cette notion nous est particulièrement utile pour les preuves à venir.

Définition 2.8 (Structure d’AFR)

Une structure d’AFR est un quadruplet R = (QR, q0
R, AR, −→R ) où QR, q0

R et AR sont définis de

la même façon que pour la définition 2.5 (page 42), mais −→R n’est pas nécessairement complète.

Cependant, elle respecte la similarité entre les transitions de traitements immédiats et différés. Elle

vérifie donc, ∀q ∈ QR, ∀e ∈ ΣM :
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1. soit q
!e
−−→R q, l’occurrence de e est mémorisée,

2. soit il existe un état q′ ∈ QR tel que q
e
−→R q′ et q

?e
−−→R q′, l’événement est traité, soit

immédiatement, soit de façon différée,

3. sinon @q′ ∈ QR tel que q
!e
−−→R q′ ou q

?e
−−→R q′ ou q

e
−→R q′, toute occurrence de e qui survient

en q est perdue.

�

Remarque 2.9

À la différence d’un AFR, une structure d’AFR n’est donc pas nécessairement complète vis-à-vis des

événements mémorisables. Par contre, il n’est pas possible que la prise en compte d’un événement

soit partiellement spécifiée : il n’y a jamais de transitions q
e
−→R q′ sans la transition associée

q
?e
−−→R q′, et vice-versa, dans une structure d’AFR. �

Système à file réactif

La sémantique d’un AFR R est donnée par le système de transitions (infini) nommé système

à file réactif [21] obtenu depuis R en considérant le contenu de la file de mémorisation et son

évolution lors du franchissement des transitions. Les états d’un système à file réactif corres-

pondent donc aux configurations (q, w), où q ∈ QR est un état de R, et w ∈ Σ∗
M représente le

contenu de la mémoire. Dans la suite :

Σ!
q = {e ∈ ΣM | q

!e
−−→R q} (2.1)

désigne l’alphabet des événements mémorisés en q ∈ QR. Une configuration (q, w) est stable si

w ∈ (Σ!
q)

∗, et instable dans le cas contraire.

Remarque 2.10

Par complémentarité, si e 6∈ Σ!
q et e est mémorisable, alors ses occurrences sont traitées

(immédiatement ou de façon différée) en q. �

Définition 2.11 (Système à file réactif (SFR))

Un système à file réactif (SFR) [21] est le système de transitions S = (QS , q0
S , AS , −→S ) qui donne

la sémantique d’un AFR R = (QR, q0
R, AR, −→R ) par :

1. QS est l’ensemble des configurations de S. Il est défini comme le plus petit sous-ensemble de

QR × Σ∗
M obtenu depuis (q0

R, ε) par l’application de −→∗
S ,

2. q0
S = (q0

R, ε) est la configuration initiale,

3. AS = AR est l’ensemble des actions de S,

4. −→S ⊆ QS ×AS ×QS est la plus petite relation de transition définie pour toute configuration

(q, w) ∈ QS par :

(a) (q, w)
!e
−−→S (q, w′) si q

!e
−−→R q et w ∈

(
Σ!

q

)∗
, et w′ = w si |w|e ≥ 1 et e ∈ ΣM1 , et

w′ = w.e sinon,
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(b) (q, w)
e
−→S (q′, w) si q

e
−→R q′ et w ∈

(
Σ!

q

)∗
,

(c) (q, w)
?e
−−→S (q′, w′) si q

?e
−−→R q′ et ∃w1 ∈

(
Σ!

q

)∗
, w2 ∈ (ΣM )∗ t.q. w = w1ew2 et

w′ = w1w2,

(d) (q, w)
e
−→S (q, w) si e 6∈ (out(q) ∪ ΣM ) et w ∈

(
Σ!

q

)∗
.

�

Remarque 2.12

Le mot w qui apparâıt dans une configuration (q, w) représente le contenu de la file. Notons que w

est toujours un mot fini. �

La politique Fiffo (First In First Fireable Out), de gestion de la mémorisation, est exprimée,

dans les points (4a) à (4d), par les conditions de la forme w ∈
(
Σ!

q

)∗
. En effet, elles entrâınent :

– La priorité au traitement des occurrences mémorisées : puisque dans les

points (4a), (4b) et (4d), cette condition ne permet ni de mémoriser, ni de traiter

une nouvelle occurrence d’événement dans une configuration instable.

– Le traitement des occurrences mémorisées «dès que possible» : la condition

w1 ∈
(
Σ!

q

)∗
, dans le point (4c), permet que l’occurrence qui est prise en compte ne soit

pas nécessairement celle qui est en tête de la file (contrairement à l’ordre Fifo classique).

– La priorité à l’occurrence mémorisée la plus ancienne : la condition w1 ∈
(
Σ!

q

)∗
,

dans le point (4c), impose que l’occurrence consommée de e est la plus ancienne qu’il est

possible de traiter.

L’ordre Fiffo peut donc être vu comme l’ordre fifo classique, s’appliquant uniquement aux

événement qui peuvent être consommés dans l’état q.

Dans le point (4a), un événement e, à mémorisation unique (e ∈ ΣM1), n’est pas mémorisé

si la file en contient déjà une occurrence (|w|e ≥ 1). Finalement, le point (4d) spécifie le compor-

tement du système à file réactif vis-à-vis des événements fugaces pour lesquels aucun comporte-

ment n’est explicitement spécifié. Ceci est nécessaire puisque les systèmes à file réactifs décrivent

la sémantique opérationnelle des automates à file réactifs. Nous spécifions simplement que ces

occurrences laissent le système dans la même configuration.

Une séquence de stabilisation est une séquence de transitions dans S menant d’une configu-

ration instable à une configuration stable :

(q0, w0)
?e1−−→S (q1, w1)

?e2−−→S . . .
?en−−→S (qn, wn)

avec : ∀i ∈ {0, . . . , n− 1}, wi 6∈ (Σ!
qi

)∗ et wn ∈ (Σ!
qn

)∗.

Remarque 2.13

Toute séquence de stabilisation a une longueur finie puisque la file contient toujours un nombre fini

d’occurrences d’événements (remarque 2.12). �
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Une exécution d’un système à file réactif S est une séquence de transitions maximale dans

S débutant en q0
S :

q0
S = (q0

R, ε)
a1−−→S (q1, w1)

a2−−→S . . . (qn, wn)
an+1
−−−−→S . . .

L’ensemble des exécutions de S est noté [[ S ]].

Lemme 2.14

Soient S un SFR et σ ∈[[ S ]] une exécution de S. Toute séquence de stabilisation maximale σ? dans

σ est précédée d’une transition de traitement immédiat d’une occurrence d’événement. �

Preuve. Notons tout d’abord qu’aucune séquence de stabilisation ne peut débuter dans la

configuration initiale (q0
R, ε) où la file est vide.

Ensuite, puisque σ? est finie (remarque 2.13), elle est forcément précédée soit d’une transition

de mémorisation, ou sinon, d’une transition de traitement immédiat. Supposons qu’il s’agisse

d’une transition de mémorisation :

(q, w)
!e
−−→S (q, we)

Alors, puisque la séquence de stabilisation σ? débute en (q, we), cette configuration est instable.

Nous en déduisons que w 6∈
(
Σ!

q

)∗
puisque par définition e ∈ Σ!

q. Alors, la configuration (q, w)

est elle aussi instable et la transition de mémorisation ne peut être franchie (point (4a) de la

définition 2.11, page 44).

La transition qui précède une séquence de stabilisation est donc nécessairement un traite-

ment immédiat d’une occurrence d’événement. �

La figure 2.5 (page 47) montre le haut de l’arbre des exécutions de l’AFR de la figure 2.4

(page 43). Les nœuds qui y sont encadrés apparâıssent précédemment sur la même branche, c’est

pourquoi nous ne les avons pas développés. Pour plus de clarté, nous n’avons pas dessiné les

transitions de prise en compte des événements fugaces qui ne sont pas attendus. Ainsi, il faudrait

par exemple ajouter en (R1, ε) les transitions correspondant au traitement des occurrences de

finR2 et finW.

Nous voyons clairement apparâıtre la priorité donnée au traitement des occurrences mémo-

risées dans les configurations (∅, r1), (W, r1wr2) et (R1, wr2) où c’est la seule action possible,

conformément à la condition w ∈ (Σ!
q)

∗ des points (4a), (4b) et (4d) de la définition 2.11, page 44.

Par ailleurs, la transition :

(R1, wr2)
?r2−−→ (R1 ||R2, w)

montre le traitement des occurrences mémorisées «dès que possible», puisque r2 n’est pas l’oc-

currence qui figure en tête de la file de mémorisation. C’est cependant bien la plus ancienne

occurrence qui peut être consommée.

La définition 2.11 donne l’ensemble des successeurs d’une configuration d’un système à file

réactif. Nous définissons son inverse, l’ensemble des prédécesseurs par :
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Définition 2.15

L’ensemble des prédecesseurs d’une configuration (q, w) est défini par :

PredS((q, w)) =
⋃

e∈Σ

(

PredeS((q, w)) ∪ Pred!e
S ((q, w)) ∪ Pred?e

S ((q, w))
)

où :

PredeS((q, w)) = {(q′, w) | q′
e
−→R q}

Pred!e
S ((q, w)) = {(q, w′) | q

!e
−−→R et w = w′e}

Pred?e
S ((q, w)) = {(q′, w′) | q′

?e
−−→R q et ∃w′

1 ∈ (Σ!
q′)

∗, ∃w′
2 ∈ Σ∗

M t.q. w = w′
1w

′
2, w′ = w′

1ew
′
2}

�

Notons qu’au moins Pred?e
S ((qR, w)) ou PredeS((qR, w)) et Pred!e

S ((qR, w)) sont vides compte

tenu de la priorité donnée au traitement des occurrences mémorisées.

Propriétés des automates et systèmes à file réactifs

Dans cette section, nous donnons les idées et les résultats les plus importants de [91, 92] pour

situer le cadre de notre étude. Nous considérons un automate à file réactif R dont la sémantique

est donnée par le système à file réactif S. Pour chaque configuration accessible de la forme :

(q′, w′
1ew

′
2), il existe une exécution où figure la transition de mémorisation de cette occurrence

particulière de e :

(q0
R, ε)

σ1−−→ (q, w)
!e
−−→ (q, we)

σ2−−→ (q′, w′
1ew

′
2)

Notons que les transitions de mémorisation des automates à file réactifs forment des boucles. Il

s’ensuit donc qu’à chaque exécution avec mémorisation :

(q0
R, ε)

σ1−−→ (q, w)
!e
−−→ (q, we)

σ2−−→ (q′, w′
1ew

′
2)

avec |σ2|?e ≤ |w|e, correspond une exécution où e n’est pas mémorisé :

(q0
R, ε)

σ1−−→ (q, w)
σ2−−→ (q′, w′

1w
′
2)

puisque le franchissement d’une transition de mémorisation n’est pas imposé. Nous en déduisons

que lorsqu’une configuration (q, w) est accessible, toutes les configurations (q, w ′) avec w′ 4 w

sont aussi accessibles. L’ensemble des configurations accessibles est donc clos par le bas, et par

conséquent reconnaissable.

Soit X ⊆ ΣM , notons S(X∗) = {w ∈ X∗ | ∀e ∈ ΣM1 , |w|e ≤ 1} l’ensemble des contenus de

file valides2 sur X. Notons que S(X∗) est rationnel. Ensuite, nous avons :

1. Si q ∈ QR est accessible 3 dans R alors, quel que soit w ∈ S((Σ!
q)

∗), (q, w) est accessible

dans S.

2Au sens où ils contiennent au plus une occurrence de chaque événement à mémorisation unique.
3Au sens où il existe un chemin dans R de q0

R à q.
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Il suffit de constater que puisqu’il existe un chemin de q0
R à q dans R, alors la configuration

(q, ε) est accessible, et en notant w = e1 . . . en, la séquence (q, ε)
!e1−−→S . . .

!en−−→S (q, w)

prolonge l’exécution de R développée jusqu’à (q, ε).

2. Si (q, w) est accessible et stable, et (q, w)
τ
−→S (q′, w)

?e1−−→S . . .
?en−−→S (q′′, w′′), avec τ ∈

ΣF , est une exécution de S depuis cette configuration, alors : (e1 . . . en) ∈ S((Σ!
q)

∗) et

w′′ ∈ S(X∗) où X = Σ!
q \ (ΣM1 ∩ {e1, . . . , en}).

En effet, puisque (q, w) est accessible, w ∈ S(Σ!
q
∗
), donc e1 . . . en ∈ S(Σ!

q
∗
). De plus, pour

tout e ∈ ΣM1 , |w
′′|e + |e1 . . . en|e = |w|e ≤ 1. Nous en déduisons que w′′ ∈ S((Σ!

q)
∗).

Notons CoReach(q′′, X) l’ensemble des états q ∈ QR prédécesseurs stables des configura-

tions (q′′, w), avec w ∈ X :

CoReach(q′′, X) =
{

q ∈ QR | q
τ
−→R q′

?e1 . . .?en−−−−−−→R q′′ et (e1 . . . en) ∈ S(Σ!
q

∗
) et

X = Σ!
q \ (ΣM1 ∩ {e1, . . . , en})

}

Nous en déduisons que pour un état q ∈ QR donné, les mots w tels que (q, w) est accessible

correspondent à l’un des deux cas précédents. Ces mots w, définissent l’ensemble :

S(Σ!
qR

) ∪




⋃

X⊆ΣM |CoReach(qR,X)6=∅

S(X∗)





Finalement, il est possible de calculer une expression régulière pour ce langage, moyennant

un modification de CoReach de façon à ne prendre en compte que les séquences de stabilisa-

tion sans cycle, ce qui laisse ce langage invariant. En effet, lorsqu’une séquence de stabilisation

q′R
?e1−−→R . . .

?en−−→R q′′R (avec X = Σ!
qR
\ (ΣM1 ∩ {e1, . . . , en})) est libérée de ses cycles, nous

obtenons une séquence de stabilisation (éventuellement vide) q ′
R

?e′1−−→R . . .
?e′k−−→R , où e′1 . . . e′k

est un sous-mot de e1 . . . en, et X ′ = Σ!
qR
\(ΣM1∩{e

′
1, . . . , e

′
k}) ⊇ X. Nous avons donc le résultat

suivant :

Lemme 2.16 (Sutre et al. [92])

L’ensemble des états accessibles d’un système à file réactif est effectivement reconnaissable

(problème (Erp)). �

Corollaire 2.17 (Sutre et al. [92])

Les problèmes d’accessibilité (R), de couverture (C), et de bornitude (B) sont décidables pour les

systèmes à file réactifs. �

Preuve. La décidabilité de (R), (B) et (C) découle de la reconnaissabilité effective de

l’ensemble des états accessibles des AFR (lemme 2.16). �

Remarque 2.18

Cependant, la résolution du problème (B) est encore plus simple : il n’est pas nécessaire de calculer

explicitement l’ensemble des états accessibles. En effet, si un AFR R ne possède pas d’événement à
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mémorisation multiple, alors, le SFR S qui donne sa sémantique, est borné.

Par contre, supposons que R possède au moins un événement à mémorisation multiple. Pour

que S soit non borné, il est nécessaire qu’il existe une configuration stable et accessible (q, w), où

un événement à mémorisation multiple e ∈ ΣM peut être mémorisé : q
!e
−−→R q. Cette condition est

aussi suffisante, puisque par le point (4a) de la définition 2.11 (page 44), toutes les configurations

(q, w(e)n), avec n ≥ 0, sont alors accessibles.

Une configuration stable (q, w), avec w ∈
(
Σ!

q

)∗
, est accessible si et seulement si (q, ε) est

accessible : l’ensemble des états accessibles est clos par le bas. Rappelons que les transitions

de mémorisation sont des boucles (il n’est pas nécessaire de les franchir), et à toute transition

de consommation q′
?e
−−→R q′′ correspond une transition de traitement immédiat q ′

e
−→R q′′, avec

q′, q′′ ∈ QR et e ∈ ΣM . Par conséquent, la configuration stable (q, w) est accessible dans S si et

seulement si q est accessible dans R, ce qui est décidable, R étant fini. �

Deux séquences de transitions, dans un système de transitions étiqueté, sont équivalentes

modulo bégaiement si l’une peut être obtenue depuis l’autre en retirant les répetitions successives

d’un même état :

. . . q−→ q′ −→ q′ −→ . . . −→ q′ −→ q′′ . . . devient . . . q−→ q′ −→ q′′ . . .

Une séquence de transitions définit implicitement une séquence d’états. Deux séquences infinies

d’états équivalentes modulo bégaiement satisfont les même formules de Ltl\X [73]. Un automate

à file réactif R et le système à file réactif S qui lui correspond satisfont les mêmes formules de

Ltl\X. En effet, dans le cas où ΣM = ∅, tous les comportements de S sont dans R (la file est

toujours vide), et puisque R est fini, nous en déduisons que le model-checking de Ltl\X est

PSPACE-complet dans ce cas [90]. Lorsque ΣM 6= ∅, nous construisons un AFR R̃ depuis R tel

que :

– toutes les séquences d’états infinies de R̃ sont des séquences d’états infinies de S (rela-

tivement à la partie gauche du produit cartésien) qui sont elles-même par définition des

séquences infinies d’états de R,

– toute séquence infinie d’états de R admet une séquence infinie d’états de R̃ qui lui est

équivalente modulo bégaiement.

Nous en déduisons que R̃, R et S satisfont les mêmes formules de Ltl\X, et par conséquent :

Lemme 2.19 (Sutre et al. [92])

Le model-checking de Ltl\X est décidable et PSPACE-complet pour les systèmes à file réactifs. �

La décidabilité du model-checking de Ltl, (Mc-LTL), et de Ctl, (Mc-CTL), sont cepen-

dant des problèmes ouverts.

2.3 Systèmes à file réactifs embarqués

Comme nous l’avons indiqué par la remarque 2.18 (page 49), le problème de la bornitude est

trivialement décidable pour les automates à file réactifs. Cependant, ceci repose sur le fait que
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toute transition de mémorisation peut être franchie un nombre non borné et non déterminé de

fois.

Les systèmes à file réactifs sont en effet ouverts : il n’est rien précisé quant à la façon dont

surviennent les événements. Ce problème est du à une lacune de spécification inhérente

au modèle même des AFR qui propose uniquement de spécifier les comportements des

systèmes4. C’est pourquoi nous introduisons maintenant les systèmes à file réactifs embarqués

(SFR Embarqués) qui sont obtenus par cloture des systèmes à file réactifs.

2.3.1 Environnement d’un système à file réactif

Nous décrivons en section suivante la synchronisation d’un système à file réactif avec son

environnement.

Définition 2.20 (Environnement d’un SFR)

L’environnement d’un SFR S est un système de transitions E = (QE, q0
E , AE , −→E ). �

Lorsque E est fini, l’environnement est rationnel. Un environnement est périodique s’il est

déterministe, fini et s’il existe un mot fini u ∈ (AE)∗ tel que tout chemin de E est étiqueté par

un préfixe de u∗. Un environnement est ultimement périodique s’il existe un langage rationnel

L ⊆ (AE)∗ et un mot fini u ∈ (AE)∗ tels que tout chemin de E est étiqueté par un préfixe de

L.(u)ω.

Nous disons d’un environnement rationnel E qu’il est non-contraignant si et seulement si

L(E) = Σ∗, où Σ est l’ensemble des événements de S. Intuitivement, lorsqu’un système à file

réactif est plongé dans un environnement non-contraignant, cela ne modifie en rien ses exécutions.

2.3.2 Système à file réactif embarqué

L’environnement d’un système à file réactif définit les instants (logiques) d’occurrences des

événements. Ainsi, les transitions de traitement immédiat (étiquetées e) et les transitions de

mémorisation (étiquetées !e) sont maintenant franchissables uniquement lorsque l’environne-

ment propose les événements adéquats. Bien entendu, le franchissement d’une transition de

consommation (étiquetée ?e) ne dépend pas de l’environnement : elle est interne au système.

Définition 2.21 (Système à file réactif embarqué (SFR Embarqué))

Soit S = (QS , q0
S, AS , −→S ) un système à file réactif et E = (QE, q0

E , AE , −→E ) un environnement.

Le système à file réactif embarqué (SFR Embarqué), S||E, est le système de transitions S||E =

(QS||E, q0
S||E, AS||E, −→S||E ) défini par :

1. QS||E est le plus petit sous-ensemble de QS ×QE = QR×Σ∗
M ×QE obtenu depuis q0

S||E par

application de la fermeture reflexive et transitive de −→S||E , définissant ainsi l’ensemble des

configurations de S||E,

2. q0
S||E = 〈q0

R, ε, q0
E〉 est la configuration initiale (q0

S = (q0
R, ε)),

3. AS||E = AS est l’ensemble des actions de S||E,

4Il s’agit bien sûr d’un choix volontaire lors de la définition du modèle.
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4. −→S||E ⊆ QS||E ×AS||E ×QS||E est la plus petite relation de transition vérifiant :

(a) 〈qR, w, qE〉
!e
−−→S||E 〈qR, we, q′E〉 si (qR, w)

!e
−−→S (qR, we) et qE

e
−→E q′E ,

(b) 〈qR, w, qE〉
e
−→S||E 〈q

′
R, w, q′E〉 si (qR, w)

e
−→S (q′R, w) et qE

e
−→E q′E,

(c) 〈qR, w1ew2, qE〉
?e
−−→S||E 〈q

′
R, w1w2, qE〉 si (qR, w1ew2)

?e
−−→S (q′R, w1w2),

�

Les notions de configurations stables, instables et de séquence de stabilisation se transmettent

aux systèmes à file réactifs embarqués.

Remarque 2.22

Dans la définition 2.21, il est important de différencier les points (4a) et (4b) d’une part, du point (4c)

d’autre part. En effet, dans les deux premiers cas, l’environnement conditionne le franchissement de

la transition. Si E n’émet pas e, S ne peut pas franchir la transition correspondante. Dans le dernier

point, en revanche, le franchissement de la transition de consommation ?e est du seul ressort du

SFR. �

L’ensemble des prédécesseurs d’une configuration d’un SFR Embarqué est alors simplement

défini en complétant la définition 2.15 (page 46) par la contrainte imposée par l’environnement :

Définition 2.23

L’ensemble des prédécesseurs d’une configuration 〈qR, w, qE〉 d’un SFR Embarqué est défini par :

PredS||E(〈qR, w, qE〉) =
⋃

e∈in(qE)

((
PredeS((qR, w)) ∪ Pred!e

S ((qR, w))
)
× PredeE(qE)

)

∪
⋃

?e∈in(qR)

(

Pred?e
S ((qR, w))× {qE}

)

�

Dans la suite la projection πE est le morphisme de (AS||E, .) sur (AE , .) défini par : πE(e) = e,

πE(!e) = e et πE(?e) = ε. Cette projection capture les événements émis par E qui contraignent

les exécutions de S||E.

Prenons à nouveau pour exemple l’automate à file réactif de la figure 2.4 (page 43). Nous

spécifions ses comportements valides en le synchronisant au système de transitions représenté

en figure 2.6 qui reconnâıt le langage rationnel (wr1r2finW(finR1finR2 + finR2finR1))
∗. Nous

considérons donc que l’environnement de l’AFR propose toujours trois requêtes w, r1 et r2, dans

cet ordre, puis la terminaison du module d’écriture W survient, et enfin, ce sont les terminaisons

des modules de lecture R1 et R2 qui surviennent, dans un ordre non déterminé.

En reprenant l’arbre des exécutions représenté en figure 2.5 (page 47), nous voyons qu’il

n’est plus possible de traiter une occurrence de r1 dans la configuration initiale du système à

file réactif embarqué puisque l’environnement (lui aussi dans son état initial) ne propose qu’une

occurrence de w. Les exécutions du système à file réactif embarqué sont représentées par l’arbre



2.3 Systèmes à file réactifs embarqués 53

0 1 2 3 4

5

6

w r1 r2 finW

finR1

finR2

finR2

finR1

Fig. 2.6 – Exemple d’environnement pour l’AFR des lecteurs/écrivains.

de la figure 2.7 (page 53). La comparaison des deux figures (2.5 et 2.7) montre que la contrainte

imposée par l’environnement conduit à ne considérer que certaines exécutions du système ouvert.

Nous nous intéressons donc à des systèmes qui sont spécifiés avec une plus grande précision.

〈 � , ε, 0〉

〈W,ε, 1〉

w

〈W, r1, 2〉

!r1

〈W, r1r2, 3〉

!r2

〈 � , r1r2, 4〉

finW

〈R1, r2, 4〉

?r1

〈R1 ||R2, ε, 4〉

?r2

〈R2, ε, 5〉

finR1

〈 � , ε, 0〉

finR2

〈R1 , ε, 6〉

finR2

〈 � , ε, 0〉

finR1

Fig. 2.7 – Arbre des exécutions du système à file réactif embarqué des lecteurs/écrivains.

Remarque 2.24

Notons que, par définition, un système à file réactif embarqué S||E répond à toutes les sollici-

tations de son environnement : à toute transition de E correspond une transition dans S||E. De

plus, un chemin fini de E conduit S||E dans une configuration 〈qR, w, qE〉 où w est fini (par la re-

marque 2.12, page 45), depuis laquelle il ne peut donc franchir qu’une séquence de stabilisation (finie
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par définition, voir la remarque 2.13, page 45). Par conséquent, S||E termine ssi E termine. �

Remarque 2.25

Un système à file réactif S, dont l’alphabet des événements est Σ, peut être vu comme un système

à file réactif embarqué S||E, où E est un environnement non-contraignant. �

En ce sens, les auteurs de [91, 92] étudient la vérification des SFR Embarqués avec des

environnements non contraignants.

Dans la suite, lorsque nous considérons un SFR Embarqué S||E, R désigne l’AFR qui en-

gendre S.

2.4 Normalisation de la mémorisation : les Reset AFR

Les automates à file réactifs sont munis de deux types d’événements mémorisables : ceux dont

au plus une occurrence est stockée et ceux dont toutes les occurrences qui ne peuvent pas être

traitées immédiatement sont stockées. Dans cette section, nous montrons que les événements à

mémorisation multiple permettent de simuler les événements à mémorisation unique. Pour cela,

nous introduisons un nouvel opérateur, noté ?∗, qui consomme toutes les occurrences mémorisées

d’un événement au lieu de consommer uniquement l’exemplaire le plus ancien.

Définition 2.26 (Reset AFR)

Un Reset automate à file réactif (Reset AFR) est un quadruplet R?∗ = (QR?∗
, q0

R?∗
, AR?∗

, −→R?∗
)

où QR?∗
et q0

R?∗
sont définis de la même façon que QR et q0

R pour les AFR (définition 2.5, page 42)

et :

1. AR?∗
= ({!, ?, ?∗} ×ΣM ) ∪ Σ où les ensembles d’événements Σ, ΣF , ΣM , ΣM1 et ΣM∗ sont

définis comme pour les AFR (définition 2.5, page 42),

2. −→R?∗
⊆ QR?∗

×AR?∗
×QR?∗

est la relation de transition vérifiant ∀q ∈ QR?∗
, e ∈ ΣM :

(a) soit q
!e
−−→R?∗

q,

(b) sinon ∃q ∈ QR?∗
tel que q

e
−→R?∗

q′ et :

i. soit q
?e
−−→R?∗

q′,

ii. sinon q
?∗e
−−−→R?∗

q′.

�

L’opération reset est donc utilisée de la même façon que l’opération de traitement différé,

c’est à dire couplée à une transition de traitement immédiat menant au même état.

Définition 2.27 (Reset SFR)

Le Reset système à file réactif (Reset SFR), pour un Reset AFR R?∗ = (QR?∗
, q0

R?∗
, AR?∗

, −→R?∗
),

est le système de transitions étiqueté S?∗ = (QS?∗
, q0

S?∗
, AS?∗

, −→S?∗
) dont les composantes QS?∗

,

q0
S?∗

, AS?∗
sont définies de la même façon que QS, q0

S et AS pour les SFR (définition 2.11, page 44),

et −→S?∗
est étendue pour tenir compte de l’opération reset :
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4(e). (q, w)
?∗e
−−−→S?∗

(q′, w′) si q
?∗e
−−−→R?∗

q′ et ∃w1 ∈ (Σ!
q)

∗, ∃w2, . . . , wn ∈ (ΣM \ {e})
∗ t.q. w =

w1ew2e . . . ewn et w′ = w1w2 . . . wn.

�

Ainsi, la condition w1 ∈ (Σ!
q)

∗ assure que c’est la plus ancienne occurrence mémorisée consom-

mable (par opération reset ou par consommation Fiffo classique) qui est traitée, alors que

puisque ∀i ∈ {2, . . . , n}, wi ∈ (ΣM \ {e})
∗, toutes les occurrences mémorisées de e sont

consommées.

La notion de configuration stable ou instable, et celle de séquence de stabilisation est na-

turellement étendue aux transitions reset. Les Reset SFR Embarqués sont obtenus depuis la

définition 2.21 (page 51) en considérant que l’opération ?∗ est interne.

Définition 2.28 (Reset SFR Embarqué)

Le Reset système à file réactif embarqué (Reset SFR Embarqué) défini par un par un Reset SFR S?∗

et un environnement E, en appliquant la définitio 2.21 (page 51) étendue avec la règle :

(4d). 〈qR, w1ew2e . . . ewn, qE〉
?∗e
−−−→S?∗ ||E 〈qR, w1w2 . . . wn, qE〉 si :

(qR, w1ew2e . . . ewn)
?∗e
−−−→S?∗

〈qR, w1w2 . . . wn〉.

�

Nous notons do(R?∗) = Card {(q, e, q′) | q
?∗e
−−−→R?∗

q′} le nombre de transitions reset (le degré)

de R?∗ . Un Reset AFR R?∗ est reset-libre si do(R?∗) = 0.

Remarque 2.29

Notons que par définition de ?∗, le long d’une séquence de stabilisation, il y a au plus une transition

reset pour chacun des événements mémorisables. Donc do(R?∗) est un majorant du nombre de

transitions reset qui apparâıssent dans une séquence de stabilisation. �

Nous dirons qu’un (Reset) AFR est normalisé s’il ne possède aucun événement à mémorisation

unique : ΣM = ΣM∗ . Dans la suite de cette section, nous montrons les résultats suivants :

1. (Théorème 2.31, page 57) Pour tout AFR R, nous pouvons construire un Reset AFR

Normalisé RN tel que les ensembles des états de contrôle de R et RN , accessibles dans S

(le Reset SFR défini par R) et SN (le SFR défini par RN ) sont les mêmes.

2. (Théorème 2.34, page 61) Pour tout Reset AFR R?∗ (de sémantique S?∗) plongé dans

l’environnement E?∗ , nous pouvons construire un Reset-libre AFR R (de sémantique S) et

un environnement E, tels que les ensembles des états de contrôle accessibles dans S?∗ ||E?∗

et dans S||E sont les mêmes.

Alors, par le point (1) ci-dessus, à partir d’un AFR R, nous pouvons construire un Reset

AFR Normalisé RN . Puis, par le point (2), à partir de RN , nous obtenons un nouvel AFR

R′, sans opération reset et normalisé qui préserve l’accessibilité des états de contrôle de R

(en considérant l’embarquement approprié). Ceci nous permet dans la suite de nous affranchir

des événements à mémorisation unique pour ne considérer que ceux à mémorisation multiple.
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2.4.1 Normalisation de la mémorisation dans les AFR

Nous montrons maintenant, qu’il est possible de remplacer les événements à mémorisation

unique d’un AFR par des événements à mémorisation multiple par l’ajout de l’opération reset,

notée ?∗. En effet, en transformant toutes les transitions de consommation correspondant à des

événements à mémorisation unique par des transitions reset, du point de vue du système à

file réactif obtenu, tout se passe comme si une seule occurrence de l’événement est mémorisée.

L’interêt de cette transformation est de conduire la suite de cette étude en ne considérant que

les événements à mémorisation multiple, plus simples à gérer que ceux à mémorisation unique.

Définition 2.30 (Reset AFR Normalisé)

Soit R un AFR sans transitions Reset, le Reset AFR Normalisé RN est obtenu depuis R par :

1. QRN
= QR et q0

RN
= q0

R,

2. (ΣM∗)RN
= (ΣM )R, (ΣM1)RN

= ∅, (ΣF )RN
= (ΣF )R et ARN

= AR ∪ ({?∗} × (ΣM1)R),

3. −→RN
⊆ QRN

×ARN
×QRN

est la relation de transition obtenue depuis −→R par :

∀ qR
a
−→R q′R







qRN

?∗e
−−−→RN

q′RN
si a =?e et e ∈ (ΣM1)R

qRN

a
−→RN

q′RN
sinon

�

Soit S le SFR défini par R (définition 2.11, page 44) et SN le Reset SFR qui donne la

sémantique de RN (définition 2.27, page 54). Nous prouvons que la normalisation des AFR

préserve l’accessibilité des états de contrôle de QR = QRN
. Pour cela, nous introduisons une

relation d’équivalence entre les configurations de S et SN , de façon à capturer la simulation des

événements à mémorisation unique de R. Soient (qR, wR) et (qRN
, wRN

) deux configurations de

S et SN respectivement. Soit ∼N la relation d’équivalence définie par :

(qR, wR) ∼N (qRN
, wRN

) ⇔ qR = qRN
et







∀e ∈ (ΣM1)R, |wR|e = 0 ⇔ |wRN
|e = 0

∀e ∈ (ΣM1)R, |wR|e = 1 ⇔ |wRN
|e ≥ 1

∀e ∈ (ΣM∗)R, |wR|e = |wRN
|e

Nous définissons la simulation de S par SN de la façon suivante :

– Pour toutes configurations (qR, wR), (q′R, w′
R) ∈ RS(S) et (qRN

, wRN
) ∈ RS(SN ) telles

que :

– (qR, wR) ∼N (qRN
, wRN

),

– et (qR, wR)−→S (q′R, w′
R),

il existe une configuration (q′RN
, w′

RN
) ∈ RS(SN ) telle que :

– (qRN
, wRN

)−→SN
(q′RN

, w′
RN

),

– (q′R, w′
R) ∼N (q′RN

, w′
RN

).

– Et réciproquement, pour toutes configurations (qRN
, wRN

), (q′RN
, w′

RN
) ∈ RS(SN ) et

(qR, wR) ∈ RS(S) telles que :

– (qR, wR) ∼N (qRN
, wRN

),
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– et (qRN
, wRN

)−→SN
(q′RN

, w′
RN

),

il existe une configuration (q′R, w′
R) ∈ RS(S) telle que :

– (qR, wR)−→S (q′R, w′
R),

– et (q′R, w′
R) ∼N (q′RN

, w′
RN

).

Théorème 2.31

Pour tout AFR R, de sémantique S, il existe un Reset AFR Normalisé RN , de sémantique SN , tel

que SN simule S. �

Preuve. Notons que la différence entre R et RN réside dans la gestion des occurrences

mémorisées des événements à mémorisation unique de R. Nous ne nous intéressons par

conséquent qu’aux transitions correspondantes. Nous montrons le résultat de simulation par

induction.

Les configurations initiales de S et SN , (q0
R, ε) et (q0

RN
, ε) respectivement, sont ∼N -

équivalentes et accessibles.

Examinons tout d’abord le cas des transitions de mémorisation pour les événements à

mémorisation unique de R. Ces transitions sont laissées intactes par la normalisation, seul le type

de l’événement change. Il vient donc aisément qu’à toute transition de mémorisation de R cor-

respond une transition de mémorisation de RN et réciproquement. Finalement, considérons deux

configurations ∼N -équivalentes : (qR, wR) ∈ RS(S) et (qRN
, wRN

) ∈ RS(SN ) et la mémorisation

de e, à mémorisation unique dans R. Deux cas se présentent :

– soit |wR|e = |wRN
|e = 0 et après la mémorisation de e, les configurations atteintes sont

(qR, wR.e) et (qRN
, wRN

.e) dans S et SN respectivement. Alors, la simulation est prouvée

puisque |wR.e|e = |wRN
.e|e = 1,

– soit |wR|e = 1 et |wRN
|e ≥ 1 et après la mémorisation de e, les configurations atteintes sont

(qR, wR) et (qRN
, wRN

.e) dans S et SN respectivement. Alors, la simulation est prouvée

puisque |wR|e = 1 et |wRN
.e|e ≥ |wRN

.|e ≥ 1.

Finalement, il reste à examiner le traitement des occurrences mémorisées des événements à

mémorisation unique de R. Nous allons détailler ce cas qui est le point clef de la construction.

– Soient trois configurations (qR, wR), (q′R, w′
R) ∈ RS(S) et (qRN

, wRN
) ∈ RS(SN ) telles

que :

– (qR, wR) ∼N (qRN
, wRN

),

– et (qR, wR)
?e
−−→S (q′R, w′

R) avec e ∈ (ΣM1)R, et :

– |w′
R|e = 0,

– quel que soit e′ 6= e, |w′
R|e′ = |wR|e′ .

Par construction, SN franchit la transition reset (qRN
, wRN

)
?∗e
−−−→SN

(q′RN
, w′

RN
), avec

q′RN
= q′R. Par la sémantique des Reset SFR (définition 2.27, page 54), nous avons :

– |w′
RN
|e = 0,

– quel que soit e′ 6= e, |w′
RN
|e′ = |wRN

|e′ .

Nous en déduisons la ∼N -équivalence de (q′R, w′
R) et (q′RN

, w′
RN

).

– Réciproquement, soient deux configurations (qRN
, wRN

), (q′RN
, w′

RN
) ∈ RS(SN ) et une

configuration (qR, wR) ∈ RS(S) telles que :

– (qR, wR) ∼N (qRN
, wRN

),
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– et (qRN
, wRN

)
?∗e
−−−→SN

(q′RN
, w′

RN
) avec e ∈ (ΣM1)R et, par la sémantique des Reset SFR

(définition 2.27, page 54) :

– |w′
RN
|e = 0,

– quel que soit e′ 6= e, |w′
RN
|e′ = |wRN

|e′ .

Par construction, S franchit la transition (qR, wR)
?e
−−→S (q′R, w′

R) avec q′R = q′RN
et :

– |w′
R|e = 0,

– et quel que soit e′ 6= e, |w′
R|e′ = |wR|e′ .

Nous en déduisons : (q′R, w′
R) ∼N (qRN

, wRN
).

�

Remarque 2.32

Notre construction ne préserve pas la propriété de bornitude (B). En effet, les occurrences

d’un événement à mémorisation unique qui surviennent alors qu’il n’est pas possible de les traiter

sont oubliées s’il y a déjà une occurrence de cet événement qui est mémorisée. Par contre, lorsque

cet événement est simulé par un événement à mémorisation multiple, toutes les occurrences de ce

dernier sont mémorisées lorsqu’il n’est pas possible de les traiter immédiatement, d’où la possibilité

d’avoir un modèle normalisé non borné alors que le modèle initial est borné. �

Désormais nous considérons que tous les événements mémorisables des automates à file

réactifs sont à mémorisation multiple, et nous identifions ΣM à ΣM∗ . Le point (4a) de la

définition 2.11 (page 44) est simplifié de la façon suivante :

4a. (q, w)
!e
−−→S (q, we) si q

!e
−−→R q et w ∈

(
Σ!

q

)∗

2.4.2 Des Reset AFR aux Reset-libres AFR

Principe de la simulation

Considérons un Reset AFR R?∗ et l’une de ses transitions reset (avec, bien sûr, sa transition

associée de traitement immédiat) :

qR?∗ q′R?∗

?∗e, e

(2.2)

Nous construisons une structure d’AFR R qui simule cette transition sans utiliser l’opération

reset ?∗. La simulation que nous réalisons est telle que toute configuration (q, w), q ∈ QR?∗
, est

accessible dans R?∗ si et seulement si elle l’est dans R. Nous considérons qu’à R?∗ est associé un

environnement E?∗ quelconque, et nous construisons R et son environnement E, pour parvenir

à ce résultat de simulation.

Il est clair que nous devons utiliser l’opération de consommation pour simuler l’opération

reset. Comme l’opération reset permet de consommer un nombre non borné d’occurrences

d’événements mémorisées, il faut utiliser une boucle de traitement différé. Cependant, si qR

et q′R sont les deux états de R qui simulent qR?∗
et q′R?∗

respectivement, il n’est pas possible

de placer cette boucle sur qR ni sur q′R, puisque l’opération reset doit être simulée malgré les
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priorités entre les occurrences mémorisées. En effet, s’il y a en qR?∗
une transition de consom-

mation d’un événement e′ (quittant l’état qR?∗
) en concurrence avec la transition ?∗e, et si une

occurrence de e′ précède, dans la file, certaines des occurrence de e, ces dernières ne seront pas

consommées lors de l’itération de la boucle de consommation de e, alors qu’elles devraient l’être.

Par conséquent, il est nécessaire d’ajouter un nouvel état, nommé q ′e
R , ce qui conduit pour le

moment à la structure suivante :

qR q′eR q′R
?e, e

?e, e

Lorsqu’à l’arrivée en qR?∗
il n’y a aucune occurrence mémorisée de e, S?∗ passe de qR?∗

à

q′R?∗
par la transition de traitement immédiat de e. Pour que R simule la transition de (2.2), il

faut donc que le passage de qR à q′R ne nécessite qu’une seule occurrence de e parmi tous les

événements de R?∗ . Nous introduisons donc dans R un nouvel événement fugace, τ , et R devient

alors :

qR q′eR q′R
?e, e

?e, e

!(ΣM \ {e})

τ

(2.3)

Notons que nous avons complété la structure en q ′eR vis-à-vis des événements mémorisables5. Par

construction, la relation de transition en qR et q′R est aussi complète.

L’environnement E de R est obtenu depuis E?∗ en faisant suivre chaque occurrence

d’événement, de do(R?∗) occurrence de τ , un nouvel événement. Cette hypothèse nous per-

met de simuler n’importe quelle séquence de stabilisation de R?∗ . En effet, supposons que nous

devons simuler l’enchâınement de deux transitions reset : ?∗e et ?∗e′. D’après notre construction,

R franchit autant de transitions de consommation ?e qu’il est nécessaire, puis il doit franchir

une transition étiquetée τ , puis il franchit autant de transition de consommation ?e ′ qu’il le

faut, et finalement, il franchit une transition d’étiquette τ . Il est par conséquent nécessaire que

l’environnement de R lui fournisse deux occurrences successives de τ pour que son comportement

soit conforme à nos attentes. Notons que :

– durant le franchissement des deux transitions reset, aucun événement n’a été pris en

compte depuis E?∗ , et il doit en être de même pour E (exception faite des occurrences de

τ). D’une façon générale, pendant le franchissement d’une séquence de stabilisation dans

R?∗ , aucune occurrence d’événement n’est prise en compte depuis E?∗ , et il doit en être

de même lorsque R simule cette séquence de stabilisation (exception faite des occurrences

de τ). Les do(R?∗) occurrences consécutives de τ sont nécessaires pour cela.

– toute séquence de stabilisation dans R?∗ contient au plus do(R?∗) transitions reset par la re-

marque 2.29, page 55. Nous en déduisons la suffisance des do(R?∗) occurrences consécutives

de τ .

5L’étiquette !(ΣM \ {e}) représente les étiquettes !e′, avec e
′ ∈ (ΣM \ {e})
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Ainsi, en supposant que chaque occurrence d’événement e ∈ (Σ)R?∗
est suivie de do(R?∗) oc-

currences de τ , nous avons la certitude que R peut simuler les séquences de stabilisation de

R?∗ .

Simulation d’un Reset SFR par son Reset-libre SFR associé

En suivant la construction décrite dans le précédent paragraphe, nous obtenons pour tout

Reset AFR R?∗ un Reset-libre AFR R qui simule R?∗ .

Définition 2.33 (Reset-libre AFR associé)

Soit R?∗ = (QR?∗
, q0

R?∗
, AR?∗

, −→R?∗
) un Reset AFR. Le Reset-libre AFR associé à R est l’AFR

R = (QR, q0
R, AR, −→R ) défini par :

1. QR = {qR | qR?∗
∈ QR?∗

} ∪ {q′eR | qR?∗

?∗e
−−−→R?∗

q′R?∗
},

2. q0
R = q0

R?∗
,

3. AR =
(
AR?∗

\ ({?∗} × ΣM)
)
∪ {τ}, avec τ 6∈ (Σ)R?∗

,

4. −→R ⊆ QR ×AR ×QR est définie par :

(a) qR
!e
−−→R qR si qR?∗

!e
−−→R?∗

qR?∗
,

(b) qR
?e, e
−−−→R q′R si qR?∗

?e, e
−−−→R?∗

q′R?∗
,

(c) qR
?e, e
−−−→R q′eR , q′eR

?e, e
−−−→R q′eR , q′eR

τ
−→R q′R et ∀e′ ∈ (ΣM \ e), q′eR

!e′
−−→R q′eR

si qR?∗

?∗e, e
−−−−→R?∗

q′R?∗
,

(d) qR
e
−→R q′R si qR?∗

e
−→R?∗

q′R?∗
et e ∈ ΣF .

et chaque occurrence de e ∈ (Σ)R?∗
dans l’environnement de R est suivie de do(R?∗) occurrences

de τ . �

Ainsi, toute transition q
e
−→E?∗

q′ de E?∗ est transcrite, dans E, par la séquence :

q
e
−→E q1 τ

−→E . . .
τ
−→E qdo(R?∗ ) τ

−→E q′

Notons S?∗ ||E?∗ le Reset SFR Embarqué obtenus depuis R?∗ et E?∗ (définition 2.28, page 55),

et S||E le SFR Embarqué construit à partir de R et E (définition 2.21, page 51). Soient

〈qR?∗
, wR?∗

, qE?∗
〉 et 〈qR, wR, qE〉 deux configurations de S?∗ ||E?∗ et S||E respectivement. Soit

∼?∗ la relation d’équivalence entre ces configurations définie par :

〈qR?∗
, wR?∗

, qE?∗
〉 ∼?∗ 〈qR, wR, qE〉 ⇔ qR?∗

= qR, wR?∗
= wR et







soit qE = qE?∗

sinon qE
τ
−→∗

E qE?∗

La simulation de S?∗ ||E?∗ par S||E est définie par :

– Pour toutes configurations 〈qR?∗
, wR?∗

, qE?∗
〉, 〈q′R?∗

, w′
R?∗

, q′E?∗
〉 ∈ RS(S?∗ ||E?∗), ainsi que

〈qR, wR, qE〉 ∈ RS(S||E) telles que :

– 〈qR?∗
, wR?∗

, qE?∗
〉 ∼?∗ 〈qR, wR, qE〉,

– 〈qR?∗
, wR?∗

, qE?∗
〉 −→S?∗ ||E?∗

〈q′R?∗
, w′

R?∗
, q′E?∗

〉,

il existe une configuration (q′R, w′
R, q′E) ∈ RS(S||E) telle que :
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– 〈qR, wR, qE〉
σ
−→∗

S||E 〈q
′
R, w′

R, q′E〉 et pour toute configuration 〈q′′R, w′′
R, w′′

E〉 de σ, q′′R 6∈

QR?∗
,

– 〈q′R?∗
, w′

R?∗
, q′E?∗

〉 ∼?∗ 〈q
′
R, w′

R, q′E〉.

– Et réciproquement, pour toutes configurations 〈qR, wR, qE〉, 〈q
′
R, w′

R, q′E〉 ∈ RS(S||E) et

〈qR?∗
, wR?∗

, qE?∗
〉 ∈ RS(S?∗ ||E?∗) telles que :

– 〈qR?∗
, wR?∗

, qE?∗
〉 ∼?∗ 〈qR, wR, qE〉,

– et 〈qR, wR, qE〉
σ
−→S||E 〈q

′
R, w′

R, q′E〉 et pour toute configuration 〈q′′R, w′′
R, q′′E〉 de σ, q′′R 6∈

QR?∗
,

il existe une configuration 〈q′R?∗
, w′

R?∗
, q′E?∗

〉 ∈ RS(S?∗ ||E?∗) telle que :

– 〈qR?∗
, wR?∗

, qE?∗
〉 −→S?∗ ||E?∗

〈q′R?∗
, w′

R?∗
, q′E?∗

〉,

– 〈q′R?∗
, w′

R?∗
, q′E?∗

〉 ∼?∗ 〈q
′
R, w′

R, q′E〉.

Théorème 2.34

Pour tout Reset AFR R?∗ de sémantique S?∗ , plongé dans un environnement E?∗ , il existe un Reset-

libre AFR R, de sémantique S, plongé dans une environnement E tel que S||E simule S?∗ ||E?∗ . �

Preuve. Remarquons que S est complet vis-à-vis des événements fugaces, donc les occurrences

de τ reçues dans des configurations où elles ne sont pas attendues sont simplement ignorées. Nous

prouvons maintenant le résultat de simulation par induction. Puisque −→R?∗
et −→R ne diffèrent

que pour les transitions reset, nous nous concentrons uniquement sur ce cas.

Notons tout d’abord que les configurations initiale de S?∗ ||E?∗ et S||E, 〈q0
R?∗

, ε, q0
E?∗
〉 et

〈q0
R, ε, q0

E〉 respectivement, sont accessibles et ∼?∗ -équivalentes.

– Soient trois configurations 〈qR?∗
, wR?∗

, qE?∗
〉, 〈q′R?∗

, w′
R?∗

, q′E?∗
〉 ∈ RS(S?∗ ||E?∗), ainsi que

〈qR, wR, qE〉 ∈ RS(S||E) telles que :

– 〈qR?∗
, wR?∗

, qE?∗
〉 ∼?∗ 〈qR, wR, qE〉,

– 〈qR?∗
, wR?∗

, qE?∗
〉

?∗e
−−−→S?∗ ||E?∗

〈q′R?∗
, w′

R?∗
, q′E?∗

〉,

Soient w1 ∈ (Σ!
qR?∗

)∗ et w2, . . . , wn ∈ (ΣM \ {e})
∗ tels que wR?∗

= w1ew2e . . . ewn. Par

la définition de l’opération reset, w′
R?∗

= w1w2 . . . wn. Par la définition de ∼?∗ , wR =

w1ew2e . . . ewn, et par construction, S||E franchit la transition :

〈qR, w1ew2e . . . ewn, qE〉
?e
−−→S||E 〈q

′e
R , w1w2e . . . ewn, qE〉

Puis, par priorité au traitement des occurrences mémorisées, et tant qu’il y a des occur-

rences mémorisées de e, S||E exécute la boucle de consommation de e sur q ′e
R , c’est à dire

la séquence :

〈q′eR , w1w2e . . . ewn, qE〉
?e
−−→S||E 〈q

′e
R , w1w2 . . . ewn, qE〉

?e
−−→S||E 〈q

′e
R , w1w2 . . . wn, qE〉

Notons que nous avons nécessairement qE
τ
−→∗

E qE?∗
et qE 6= qE?∗

. En effet, la tran-

sition reset que nous simulons appartient à une séquence de stabilisation6 qui, par le

lemme 2.14 (page 46) est précédée par une transition de traitement immédiat, contrôlée

par l’environnement. Par construction de E, après l’émission de cette occurrence, E pro-

6Éventuellement limitée à cette seule transition.
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pose consécutivement, do(R?∗) occurrences de τ . Or, par la remarque 2.29 (page 55), une

séquence de stabilisation contient au plus do(R?∗) transitions reset, et par conséquent, E

propose à nouveau une occurrence de τ .

S||E franchit finalement la transition :

〈q′eR , w1w2 . . . wn, qE〉
τ
−→S||E 〈q

′
R, w1w2 . . . wn, q′E〉

Enfin, q′eR 6∈ QR, donc la ∼?∗-équivalence des configurations ainsi atteintes par S?∗ ||E?∗ et

S||E est assurée.

– Réciproquement, considérons trois configurations 〈qR, wR, qE〉, 〈q
′
R, w′

R, q′E〉 ∈ RS(S||E) et

〈qR?∗
, wR?∗

, qE?∗
〉 ∈ RS(S?∗ ||E?∗) telles que :

– 〈qR?∗
, wR?∗

, qE?∗
〉 ∼?∗ 〈qR, wR, qE〉,

– et 〈qR, wR, qE〉
σ
−→S||E 〈q

′
R, w′

R, q′E〉 et pour toute configuration 〈q′′R, w′′
R, q′′E〉 de σ, q′′R 6∈

QR?∗
,

Puisque nous ne nous intéressons qu’à la simulation des transitions reset, la séquence σ,

correspond justement à la simulation d’une telle transition. Il existe donc w1 ∈ (Σ!
qR

)∗ et

w2, . . . , wn ∈ (ΣM \ {e})
∗ tels que wR = w1ew2e . . . ewn et w′

R = w1w2 . . . wn, c’est à dire

que la séquence σ correspond à :

〈qR, w1ew2e . . . ewn, qE〉
?e
−−→S||E 〈q

′e
R , w1w2eewn, qE〉

?e
−−→S||E . . .

〈q′eR , w1w2 . . . ewn, qE〉
?e
−−→S||E 〈q

′e
R , w1w2 . . . wn, qE〉

τ
−→S||E 〈q

′
R, w1w2 . . . wn, q′E〉

et q′eR 6∈ QR. Par construction, dans S?∗ ||E?∗ , la transition reset correspondante est fran-

chie. Notons que par définition de ∼?∗ , wR?∗
= w1ew2e . . . ewn, et il existe donc une

configuration 〈q′R?∗
, w1w2 . . . wn, qE?∗

〉 telle que :

〈qR?∗
, w1ew2e . . . ewn, qE?∗

〉
?∗e
−−−→S?∗ ||E?∗

〈q′R?∗
, w1w2 . . . wn, qE?∗

〉

Enfin, q′E = qE?∗
ou q′E

τ
−→∗

E qE?∗
puisque par hypothèse qE

τ
−→∗

E qE?∗
et qE 6= qE?∗

car

pour le franchissement de σ, E a nécessairement proposé une occurrence de τ . Il apparâıt

alors la relation de simulation puisque : 〈q ′R?∗
, w1w2 . . . wn, qE?∗

〉 ∼?∗ 〈q
′
R, w1w2 . . . wn, q′E〉

�
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Dans cette première partie, nous avons défini la problèmatique de notre thèse. Nous considé-

rons des systèmes réactifs, avec le point de vue de la programmation asynchrone. Dans ce cadre,

il est fait l’hypothèse qu’il existe toujours un grain de temps assez fin pour distinguer deux

événements consécutifs. Nous nous intéressons particulièrement au langage de programmation

Electre au sein duquel, les hypothèses asynchrones s’expriment par :

– les modules (blocs élémentaires de code exécutable) ont une durée finie, et non nulle (il

est possible d’en distinguer le début de la fin),

– deux occurrences successives d’un même événement ne peuvent pas être simultanées.

Puisque les modules ont une durée finie, une occurrence d’événement peut se produire alors qu’un

module s’exécute, sans qu’il ne soit possible de l’interrompre pour traiter cette occurrence. Elle

est alors mémorisée et traitée ultérieurement, en respect de la politique Fiffo (First In First

Fireable Out). La sémantique des programmes Electre est décrite par les automates à file

réactifs, qui sont donc munis d’une file (à gestion Fiffo) pour la mémorisation des événements.

Une propriété fondamentale des automates à file réactifs est la bornitude de la file de

mémorisation. En effet, toute application réelle ne peut mémoriser qu’un nombre borné

d’éléments : un dispositif physique de mémorisation ne peut contenir qu’un nombre borné

d’éléments. Nous choisissons donc l’étude de cette propriété comme point central de notre

thèse. Cette propriété dépend fortement de la façon qu’ont les événements de survenir. Or,

cette dernière spécification fait défaut aux programmes Electre comme aux automates à file

réactifs. Nous avons introduit la spécification de l’environnement des automates à file réactifs,

donnant lieu aux systèmes à file réactifs.

Finalement, les événements mémorisables sont de deux types en Electre (et donc, dans

les automates à file réactifs) : à mémorisation unique, ou à mémorisation multiple. Nous avons

montré que les événements à mémorisation multiple permettent de simuler ceux à mémorisation

unique. Ceci nous permet de ne plus considérer que les premiers dans la suite de notre thèse.
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Deuxième partie

Expressivité des systèmes à file

réactifs embarqués
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Nous étudions, dans les trois chapitres à venir, les systèmes à file réactifs embarqués intro-

duits en fin du chapitre précédent (en section 2.3.2, page 51). La motivation première pour la

spécification explicite de l’environnement est l’étude de la bornitude des systèmes à file réactifs.

Ce problème, ainsi que l’ensemble des problèmes d’interêt (présentés en section 1.3.3, page 30)

sont examinés dans le chapitre 3. Nous montrons que les systèmes à file réactifs ont la puissance

des machines de Turing dès lors qu’ils disposent d’au moins deux événements mémorisables et

d’un environnement périodique (théorème 3.6, page 76), et qu’à l’inverse tous les problèmes sou-

levés sont décidables lorsqu’il n’y a pas plus d’un événement mémorisable et que l’environnement

est rationnel (théorème 3.7, page 79). Les environnement périodiques forment une classe par-

ticulièrement intéressante pour l’étude des systèmes temps-réels qui sont souvent conçus pour

évoluer de façon périodique dans de tels contextes. Le premier chapitre se termine donc par

l’étude de la périodicité de l’exécution des systèmes à file réactifs plongés en environnement

périodique.

Les résultats d’indécidabilité du premier chapitre nous incite à examiner, dans le chapitre 4

(page 89) l’effet d’une file de mémorisation non fiable sur les résultats d’indécidabilité. Suivant

une méthode désormais classique [1, 2], nous introduisons les Lossy SFR Embarqués, pour les-

quels certains problèmes, dont l’accessibilité, deviennent décidables. Ceci permet de vérifier les

propriétés de sûreté de la forme «une mauvaise configuration n’est jamais accessible». De plus,

l’introduction des pertes, non déterministes et incontrollées, d’occurrences mémorisées ajoute

des comportements au système. Dans le cas où une telle propriété de «non-accessibilité» est

vérifiée pour un système avec perte, elle l’est aussi pour le système sans perte.

Cependant, le problème de la bornitude reste indécidable pour les Lossy SFR Em-

barqués. Pourtant, cette propriété est particulièrement importante, que ce soit dans un but de

vérification : les techniques utilisées pour les systèmes finis et infinis diffèrent fortement, ou

dans un but d’implantation du système, puisqu’aucune mémoire physique ne peut contenir un

nombre non borné d’éléments. Nous introduisons donc dans le chapitre 5, une méthode de test

de la non-bornitude pour les systèmes à file réactifs embarqués.
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Chapitre 3

Systèmes à file réactifs embarqués

Dans [91, 92], les auteurs considèrent la vérification des systèmes à file réactifs. Rappe-

lons qu’un SFR S peut être vu comment un SFR Embarqué S||E dont l’environnement est

non-contraignant (remarque 2.25, page 53). Ici, nous considérons la vérification des systèmes à

file réactifs embarqués munis d’environnements quelconques. Notre but est de nous intéresser

uniquement aux comportements réels des SFR, c’est à dire, les comportements de l’application

modélisée. Pour cela, il est nécessaire de clore la spécification en explicitant le mode d’occurrence

des événements pour le système modélisé. Les problèmes de vérification, tels que l’accessibilité

et la bornitude en dépendent, puisque l’ensemble des configurations accessibles de S||E est a

priori inclus (i.e. plus petit) dans celui de S. Particulièrement, le problème de la bornitude prend

vraiment son sens lorsque le mode d’occurrence des événements est connu.

Rappelons que les résultats positifs de [91, 92] pour les SFR sont liés au fait qu’à toute

exécution de la forme :

(q0, ε)
σ1−−→ (q, w)

!e
−−→ (q, we)

σ2−−→ (q′, w′
1ew

′
2) (3.1)

correspond une exécution :

(q0, ε)
σ1−−→ (q, w)

σ2−−→ (q′, w′
1w

′
2) (3.2)

où e n’est pas mémorisé1. Cependant, lorsque l’environnement est explicitement spécifié, le

choix d’exécuter ou non la transition de mémorisation de e n’est plus du ressort du système à

file réactif. En effet, lorsque l’environnement propose une occurrence de e, cette transition peut

être exécutée2 alors que dans le cas contraire, elle n’est pas franchissable.

Ainsi, nous montrons en section 3.1 que lorsque le système dispose d’au moins deux évé-

nements mémorisables, il est capable de simuler une machine à compteurs [80], et donc une

machine de Turing. Puis nous considérons, en section 3.2, les systèmes qui ne disposent que d’un

événement mémorisable. Dans ce cas, cet événement peut être représenté par un compteur non

borné avec test à zéro, et la puissance du modèle est donc moindre : les machines à un comp-

teur sont des automates à pile dont l’ensemble des configurations accessibles est effectivement

reconnaissable [17, 42]. Finalement, nous considérons en section 3.3 la classe des environne-

ments périodiques (courants dans le domaine temps-réel) pour lesquels nous cherchons à savoir

1Ceci vient du fait que les transitions de mémorisations forment des boucles sur les états de l’AFR.
2Elle doit être exécutée si e est le seul événement proposé.
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si l’exécution du système à file réactif embarqué est périodique, ce que nous considérons comme

un critère de bon fonctionnement de l’application.

3.1 SFR Embarqué avec 2 événements mémorisables

En section 3.1.2, nous montrons comment construire un AFR R (qui génère le SFR S) et un

environnement périodique E tels que S||E simule une machine à compteurs. Comme il suffit de

deux compteurs pour simuler une machine de Turing, nous en déduisons que tout SFR Embarqué

possédant au moins deux événements mémorisables et un environnement périodique peut simuler

une machine de Turing. Au préalable, nous rappelons les résultats qui nous importent sur les

machines à compteurs en section 3.1.1.

3.1.1 Machines à compteurs

Définition 3.1 (Machine à compteurs [80])

Une machine à n compteurs (MC(n)) [80], M = (Q,C, I), est constituée :

1. d’un ensemble fini d’états Q où l’on distingue l’état initial q0 et l’état final qF ,

2. d’un ensemble de n compteurs C = {c1, . . . , cn} à valeurs dans N,

3. d’un ensemble fini d’instructions I ⊆ Q × C × {++,−−, =0?} × Q vérifiant IqF
= ∅ et ∀q ∈

Q \ {qF}, Iq 6= ∅ où :

Iq = {i ∈ I | i = q
c op

−−−→ q′} (3.3)

est l’ensemble des instructions définies en q.

�

Une machine à compteurs est déterministe s’il existe exactement en tout état q 6= qF :

– soit une instruction d’incrémentation : ∃q ′ ∈ Q, ck ∈ C t.q. Iq = {q
ck++
−−−−→ q′},

– soit une instruction de décrémentation et une instruction de test à zéro appliquées au

même compteur : ∃q′, q′′ ∈ Q, ck ∈ C t.q. Iq = {q
ck=0?
−−−−→ q′, q

ck−−
−−−−→ q′′}.

Remarque 3.2

Les machines à compteurs définies par Minsky [80] sont déterministes. Dans la suite, sauf mention

explicite, les machines à compteurs considérées sont déterministes. �

Sémantique

La sémantique d’une machine à n compteurs M est définie par le système de transitions

dont les états sont les configurations de M : les n + 1-uplets 〈q,m1, . . . ,mn〉 constitués de l’état

courant q ∈ Q de la machine, et des valeurs respectives m1, . . . ,mn ∈ N de chacun des compteurs

c1, . . . , cn, et dont la relation de transition est définie par :

1. 〈q,m1, . . . ,mk, . . . ,mn〉 −→ 〈q
′,m1, . . . ,mk + 1, . . . ,mn〉 si q

ck++
−−−−→ q′ ∈ I (incrémentation

du kième compteur),
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2. 〈q,m1, . . . ,mk, . . . ,mn〉 −→ 〈q
′,m1, . . . ,mk, . . . ,mn〉 si q

ck=0?
−−−−→ q′ ∈ I et mk = 0 (test à

zéro de ck),

3. 〈q,m1, . . . ,mk, . . . ,mn〉 −→ 〈q
′′,m1, . . . ,mk − 1, . . . ,mn〉 si q

ck−−
−−−−→ q′ ∈ I et mk > 0 (dé-

crémentation du kième compteur).

La configuration initiale est le n + 1-uplet 〈q0, 0, . . . , 0〉 ; une configuration 〈q,m1, . . . ,mn〉 est

finale si q = qF .

Remarque 3.3

Nous notons les instructions des machines à compteurs sous la forme de transitions par souci de

concision. De même, afin de faciliter la lecture de ce document, les machines à compteurs sont par

la suite représentées sous la forme d’un système de transitions. Bien entendu, les notations de [80]

trouvent leur équivalent :

(q : ck++; goto q′) q
ck++
−−−−→ q′

(q : if ck=0? then goto q′ q
ck=0?
−−−−→ q′

else ck−−; goto q′′) q
ck−−
−−−−→ q′′

�

Une exécution d’une machine à compteurs est une séquence finie ou infinie de configurations

ayant pour origine la configuration initiale :

〈q0, 0, . . . , 0〉 −→ 〈q,m1, . . . ,mn〉 −→ . . . −→ 〈q′,m′
1, . . . ,m

′
n〉 −→ . . .

L’ensemble des exécutions d’une machine à compteurs M est notée [[ M ]].

Une configuration 〈q,m1, . . . ,mn〉 est accessible s’il existe une exécution de M qui la visite :

∃σ ∈[[ M ]], t.q. σ = 〈q0, 0, . . . , 0〉 −→ . . . −→ 〈q,m1, . . . ,mn〉 . . .

Nous notons 〈q,m1, . . . ,mn〉 ∈ σ si 〈q,m1, . . . ,mn〉 est accessible sur l’exécution σ ∈[[ M ]].

Propriétés

Minsky [80] a prouvé qu’il est possible de simuler une machine de Turing par une machine

à 5 compteurs déterministe, et que toute machine à n compteurs déterministe peut être simulée

par une machine à deux compteurs déterministe. Par conséquent :

Théorème 3.4 (Minsky [80])

Pour toute machine de Turing T , il existe une machine à 2 compteurs déterministe qui simule T . �

3.1.2 Capacité calculatoire des systèmes à file réactifs embarqués

Revenons à nos SFR Embarqués. L’environnement d’un automate à file réactif le contraint à

exécuter certaines transitions et l’empêche d’en franchir d’autres. En particulier, il est désormais

possible de choisir lorsqu’une transition de mémorisation est franchie, et le nombre de fois
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qu’elle est franchie. En nous appuyant sur cette capacité, nous montrons que les automates à file

réactifs embarqués ont la possibilité de compter le nombre d’occurrences mémorisées de chaque

événement, et même de tester la nullité de ce nombre. Ainsi nous construisons un système à file

réactif dont l’environnement est périodique, qui simule une machine à compteurs déterministe

donnée. Notre méthode est expliquée dans la première section et la preuve est apportée dans la

seconde section.

Simulation des MC(2) déterministes par les SFR Embarqués

Considérons une machine à 2 compteurs déterministe M = (Q,C, I) avec C = {c1, c2}

à laquelle nous associons un système à file réactif embarqué S||E muni de deux événements

mémorisables, e1 et e2, et d’un environnement périodique. Dans une configuration du système,

les nombres d’occurrences mémorisées de e1 et de e2 modélisent respectivement les valeurs

courantes de c1 et c2.

Afin de transcrire les instructions de M dans S||E :

– nous définissons une traduction en une structure d’AFR pour chaque type d’instruction

d’une machine à compteurs déterministe : l’instruction d’incrémentation (q
ck++
−−−−→ q′) et

celle de test à zéro et décrémentation (q
ck=0?
−−−−→ q′ et q

ck−−
−−−−→ q′′).

– L’environnement périodique du système est défini sous la forme d’un automate cyclique,

d’état initial q0
E, de telle sorte que lors de la simulation de l’une des instructions de M ,

partant de q0
E, il se retrouve en q0

E.

Pour clarifier, nous supposons que les instructions de M sont adressées sur le compteur c1. La

figure 3.1 représente les structures d’AFR qui simulent les deux types d’instruction d’une machine

à compteurs déterministe, et l’environnement périodique utilisé pour la simulation est décrit

en figure 3.2. Nous détaillons maintenant le fonctionnement de ces structures. Les transitions

dessinées en pointillés sont nécessaires pour satisfaire la condition (4) de la définition 2.5, page 42,

mais elles ne sont d’aucune utilité pour la simulation.

Afin de tester si la valeur courante de c1 est nulle (q
c1=0?
−−−−→ q′), il suffit de vérifier que dans

la configuration actuelle de S||E, 〈qR, w, q0
E〉, il n’y a pas d’occurrence de e1 mémorisée. La

structure en figure 3.1(b) débute donc en qR par tenter de franchir la transition qR
?e1−−→R q′′R.

– S’il y a une occurrence mémorisée de e1, cette transition est franchie, une occurrence

de e1 est consommée et le système atteint l’état q ′′R. Ceci correspond donc à l’exécution

l’instruction q
c1−−
−−−−→ q′′ : la décrémentation de c1.

– Lorsque la valeur de c1 est nulle, il n’y aucune occurrence mémorisée de e1, donc cette

transition n’est pas franchissable. Il faut cependant empêcher S||E d’exécuter la transition

duale qR
e1−−→R q′′R car le système doit atteindre q′R (et non pas q′′R) quand c1 est nul en

q. Pour cela, l’environnement ne doit pas proposer d’occurrence de e1, ni d’ailleurs d’oc-

currence de e2 puisque dans le cas symétrique où e2 est considéré en lieu et place de e1,

le même problème se pose. Nous introduisons donc un événement fugace, nommé τ , que

l’environnement propose en premier lieu : lors de la transition q0
E

τ
−→E q1

E (voir figure 3.2).

Ainsi S||E est contraint de franchir la transition qR
τ
−→R q1

R et il atteint la configuration

〈q1
R, w, q1

E〉.

Laissons pour le moment la traduction de l’opération de test à zéro/décrémentation, et
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qR q2
R q3

R q′
R

τ

!e1

?e2, e2 τ

!e2

!e1

!e1

!e2

(a) Simulation de l’instruction : q
c1++

−−−−→ q′.

qR

q′′
R

q1
R q2

R q3
R q′

R

?e1, e1

τ
?e1, e1 ?e2, e2 τ

!e2

!e2

!e2 !e1

!e1

(b) Simulation des instructions : q
c1=0?

−−−−−→ q′ et q
c1−−

−−−−→ q′′.

Fig. 3.1 – Structures d’AFR pour la simulation d’une machine à 2 compteurs.

q0
E q1

E

q2
Eq3

E

τ

e1

e2

τ

Fig. 3.2 – Environnement périodique pour la simulation d’une machine à 2 compteurs.
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passons à la structure correspondant à l’instruction d’incrémentation en figure 3.1(a). Depuis

〈q0
R, w, q0

E〉, la toute première transition qR
τ
−→R q2

R est nécessaire pour consommer l’événement

τ proposé par l’environnement. Elle amène le système en 〈q2
R, w, q1

E〉. L’incrémentation de c1 est

naturellement modélisée par la mémorisation d’une occurrence de e1. Il faut donc que l’environ-

nement émette, cette fois-ci, une occurrence de cet événement. Cependant, lorsque l’opération

symétrique, l’incrémentation de c2, est considérée, c’est d’une occurrence de e2 dont le système

a besoin. Il faudrait donc que E propose e1 ou e2, ce qui n’est pas possible puisque l’environne-

ment est périodique. La solution consiste alors à proposer ces événements en séquence : e1 sur

la transition q1
E

e1−−→E q2
E puis e2 sur la transition suivante q2

E

e2−−→E q3
E (figure 3.2).

Il reste à traiter ces occurrences correctement dans la structure d’incrémentation. Il faut qu’à

l’arrivée en q′R le nombre d’occurrences mémorisées de e1 ait augmenté d’une unité alors que pour

e2, ce nombre doit rester globalement stable. L’occurrence de e1 est donc mémorisée en franchis-

sant l’une des deux transitions : q2
R

!e1−−→R q2
R ou q3

R

!e1−−→R q3
R. Ce choix est résolu par la présence

ou l’absence d’une occurrence mémorisée de e2 lorsque S||E atteint la configuration 〈q2
R, w, q1

E〉.

En effet, pour traiter l’occurrence de e2 proposée par l’environnement, la structure dispose de

la transition q2
R

e2−−→R q3
R (voir figure 3.1(a)). Or cette transition est couplée à la transition de

traitement différé de e2 : q2
R

?e2−−→R q3
R conformément au point (4b) de la définition 2.5.

– Par conséquent, lorsque la file w contient une occurrence de e2 en 〈q2
R, w, q1

E〉, S||E

exécute les transitions suivantes : q2
R

?e2−−→R q3
R puis q3

R

!e1−−→R q3
R et q3

R

!e2−−→R q3
R atteignant

〈q3
R, e2

	1we1e2, q
3
E〉.

– Dans le cas contraire, le système franchit les transitions : q2
R

!e1−−→R q2
R et q2

R

e2−−→R q3
R et

atteint la configuration 〈q3
R, we1, q

3
E〉.

Dans ces deux cas, la file contient désormais une occurrence supplémentaire de e1 alors que le

nombre d’occurrences mémorisées de e2 est resté globalement stable.

Revenons maintenant à la structure de la figure 3.1(b) et plus particulièrement, à son état

q1
R. Depuis 〈q1

R, w, q1
E〉, nous devons encore consommer les événements e1 et e2 proposés par

E pour ramener celui-ci dans son état initial, en vue de l’exécution d’une éventuelle structure

suivante. Le traitement de l’occurrence de e1 peut simplement s’effectuer par une transition de

traitement immédiat q1
R

e1−−→R q2
R (voir figure 3.1(b)) puisque lorsque q1

R est atteint, nous avons

l’assurance que la file ne contient pas d’occurrence de e1. Pour e2, le traitement est légèrement

plus compliqué puisque nous ne disposons d’aucune information sur la présence ou l’absence

d’occurrences mémorisées. Nous utilisons donc la même stratégie que précédemment avec les

transitions : q2
R

?e2 , e2
−−−−→R q3

R et q3
R

!e2−−→R q3
R (voir figure 3.1(b)) qui consomment l’occurrence de

e2 tout en laissant le nombre d’occurrences mémorisées globalement invariant. Donc S||E atteint

la configuration 〈q3
R, w, q3

E〉 si (Ψw)2 = 0 et 〈q3
R, e2

	1we2, q
3
E〉 sinon.

Finalement, nous ajoutons à chacune des structures une dernière transition : q3
R

τ
−→R q′R

pour permettre leur assemblage sans aucun conflit (comme, par exemple, entre les états qR,

figure 3.1(b) et q3
R, figure 3.1(a) où les traitements de e1 sont antagonistes). Bien entendu,

nous ajoutons une transition d’émission de τ à l’environnement : q3
E

τ
−→E q0

E, et celui-ci retrouve

bien son état initial à la fin de l’exécution de chacune des structures. De même, nous ajoutons

les transitions nécessaires pour que l’AFR obtenu soit bien complet vis-à-vis des événements

mémorisables (point (4) de la définition 2.5, page 42) : les transitions représentées en pointillés
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en figures 3.1(a) et 3.1(b). Finalement, nous terminons notre construction par l’ajout de la

structure de terminaison en qF
R :

qF
R qF ′

R

!e1

!e2

τ

?e1, e1

?e2, e2

τ

où qF
R est l’état de l’AFR correspondant à qF , l’état final de M . Nous choisissons d’introduire

un nouvel état qF ′

R plutôt que de définir ces transitions sur qF
R afin de simplifier la preuve du

théorème 3.6 (page 76).

Preuve de la simulation

Soit M une machine à 2 compteurs, c1 et c2, déterministe. Nous notons k le nombre dual de

k dans {1, 2} : k = 3− k. À partir de M , et en suivant la construction décrite par les structures

d’AFR de la figure 3.1 (page 73), nous définissons un AFR à 2 compteurs.

Définition 3.5 (AFR à 2 compteurs)

L’automate à file réactif à 2 compteurs (AFR à 2 compteurs) R = (QR, q0
R, AR, −→R ) associé à une

machine à 2 compteurs déterministe est défini par :

1. QR =
⋃

q
ck++
−−−−→ q′∈I

{

qR, qk
R, q3

R, q′R

}

∪
⋃

{
q

ck=0?
−−−−→ q′,

q
ck−−
−−−−→ q′′

}⊆I

{
qR, q1

R, q2
R, q3

R, q′R, q′′R
}
∪ {qF ′

R }.

2. q0
R correspond à l’état initial q0 de M .

3. AR = ({!, ?} × {e1, e2}) ∪ {e1, e2, τ}, i.e. ΣM = {e1, e2} et ΣF = {τ}.

4. La relation de transition −→R de R est définie par :

��
q

ck++
−−−−−→ q′ �

��� �� qR
!e1

−−−→R qR, qR
!e2

−−−→R qR, qR
τ

−→R qk
R, qk

R

!ek
−−−→R qk

R, qk
R

?ek, ek
−−−−−−→R q3

R, q3
R

!e1
−−−→R q3

R,

q3
R

!e2
−−−→R q3

R, q3
R

τ
−→R q′R

� ���	
∪

�
��� �� q
ck=0?

−−−−−→ q′,

q
ck−−

−−−−−→ q′′

� ������ ⊆I

���� ��� qR

!ek
−−−→R qR, qR

?ek, ek
−−−−−−→R q′′R, qR

τ
−→R q1

R, q1
R

!e2
−−−→R q1

R, q1
R

?e1, e1
−−−−−−→R q2

R,

q2
R

!e1
−−−→R q2

R, q2
R

?e2, e2
−−−−−−→R q3

R, q3
R

!e1
−−−→R q3

R, q3
R

!e2
−−−→R q3

R, q3
R

τ
−→R q′R

� �����	
∪ � q

F
R

!e1
−−−→R q

F
R , q

F
R

!e2
−−−→R q

F
R , q

F
R

τ
−→R q

F ′
R , q

F ′
R

?e1, e1
−−−−−−→R q

F ′
R , q

F ′
R

?e2, e2
−−−−−−→R q

F ′
R , q

F ′
R

τ
−→R q

F ′
R �

�

Soit E = (QE , q0
E , AE , −→E ) le système de transitions correspondant à la figure 3.2 (page 73).

Enfin, soient S le SFR qui donne la sémantique de R (conformément à la définition 2.11, page 44),

et S||E le SFR Embarqué définit depuis S et E en respect de la définition 2.21 (page 51).

La relation d’équivalence ∼Ψ sur les configurations de M et S||E est définie par :

〈q,m1,m2〉 ∼Ψ 〈qR, w, qE〉 ⇔ q = qR et Ψ(w) =
(

m1 m2

)

et qE = q0
E
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Nous définissons la simulation d’une machine à compteurs déterministe M par un SFR

Embarqué S||E, par :

– Pour toutes configurations 〈q,m1,m2〉, 〈q
′,m′

1,m
′
2〉 ∈ RS(M) et 〈qR, w, qE〉 ∈ RS(S||E)

telles que :

– 〈q,m1,m2〉 ∼Ψ 〈qR, w, qE〉,

– et 〈q,m1,m2〉 −→ 〈q
′,m′

1,m
′
2〉,

il existe une configuration 〈q′R, w′, q′E〉 ∈ RS(S||E) telle que :

– 〈qR, w, qE〉
σ
−→∗

S||E 〈q
′
R, w′, q′E〉 et pour toute configuration 〈q′′R, w′′, q′′E〉 de σ, q′′R 6∈ Q,

– et 〈q′,m′
1,m

′
2〉 ∼Ψ 〈q

′
R, w′, q′E〉.

– Et réciproquement, pour toutes configurations 〈qR, w, qE〉, 〈q
′
R, w′, q′E〉 ∈ RS(S||E) et

〈q,m1,m2〉 ∈ RS(M) telles que :

– 〈q,m1,m2〉 ∼Ψ 〈qR, w, qE〉,

– et 〈qR, w, qE〉
σ
−→∗

S||E 〈q
′
R, w′, q′E〉 et pour toute configuration 〈q′′R, w′′, q′′E〉 de σ, q′′R 6∈ Q,

il existe une configuration 〈q′,m′
1,m

′
2〉 ∈ RS(M) telle que :

– 〈q,m1,m2〉 −→ 〈q
′,m′

1,m
′
2〉,

– et 〈q′,m′
1,m

′
2〉 ∼Ψ 〈q

′
R, w′, q′E〉.

Théorème 3.6

Pour toute machine à 2 compteurs déterministe M , il existe un SFR Embarqué S||E avec 2

événements mémorisables et un environnement périodique qui simule M . �

Preuve. Considérons une machine à 2 compteurs déterministe M , et l’AFR à 2 compteurs

R obtenu par la définition 3.5 (page 75). Soient S le SFR qui donne la sémantique de R, E le

système de transitions étiqueté de la figure 3.2 (page 73), et S||E le SFR Embarqué obtenu en

plongeant S dans E, conformément à la définition 2.21 (page 51). Nous prouvons la simulation

de M par S||E par induction.

Les deux configurations initiales de M et S||E : 〈q0, 0, 0〉 et 〈q0
R, ε, q0

E〉 sont accessibles et

∼Ψ-équivalentes.

– Soient 〈q,m1,m2〉, 〈q
′,m′

1,m
′
2〉 ∈ RS(M) et 〈qR, w, qE〉 ∈ RS(S||E) trois configurations

telles que :

– 〈q,m1,m2〉 ∼Ψ 〈qR, w, qE〉,

– et 〈q,m1,m2〉 −→ 〈q
′,m′

1,m
′
2〉,

Nous ne considérons que les instructions définies sur le compteur c1 de M , celles définies

sur c2 sont symétriques. Depuis cette configuration, M exécute l’instruction :

– q
c1++
−−−−→ q′. Alors, M atteint la configuration 〈q ′,m1 + 1,m2〉. Par la définition 3.5, S||E

franchit l’une des séquences de transitions suivantes :

– Si |w|e2 > 0. Alors, :

〈qR, w, q0
E〉

τ
−→ 〈q2

R, w, q1
E〉

?e2−−−→ 〈q3
R, e2

	1w, q1
E〉

!e1−−→ 〈q3
R, (e2

	1w).e1, q
2
E〉

!e2−−→

〈q3
R, (e2

	1w).e1.e2, q
3
E〉

τ
−→ 〈q′R, (e2

	1w).e1.e2, q
0
E〉

puisque Ψ((e2
	1w).e1.e2) =

(

|w|e1 + 1 |w|e2

)

nous en déduisons l’équivalence des

deux configurations atteintes par M et S||E : 〈q ′,m1 + 1,m2〉 et 〈q
′
R, (e2

	1w).e1.e2, q
0
E〉
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respectivement.

– Sinon |w|e2 = 0. Par conséquent S||E exécute la séquence :

〈qR, w, q0
E〉

τ
−→ 〈q2

R, w, q1
E〉

!e1−−→ 〈q2
R, w.e1, q

2
E〉

e2−−→ 〈q3
R, w.e1, q

3
E〉

τ
−→ 〈q′R, w.e1, q

0
E〉

et il est clair que 〈q,m1 + 1,m2〉 ∼Ψ 〈q
′
R, w.e1, q

0
E〉.

– q
c1−−
−−−−→ q′′. Dans ce cas, m1 > 0 et M atteint la configuration 〈q′′,m1 − 1,m2〉. De son

côté, puisque |w|e1 > 0, S||E exécute la transition :

〈qR, w, q0
E〉

?e1−−−→ 〈q′′R, e1
	1w, q0

E〉

et l’on a finalement 〈q′′,m1 − 1,m2〉 ∼Ψ 〈q
′′
R, e1

	1w, q0
E〉.

– q
c1=0?
−−−−→ q′. Donc, m1 = 0, ce qui entraine M dans la configuration : 〈q ′,m1,m2〉.

Puisque |w|e1 = 0, suivant |w|e2 , S||E franchit une des séquences suivantes :

– Soit |w|e2 > 0. Alors :

〈qR, w, q0
E〉

τ
−→ 〈q1

R, w, q1
E〉

e1−−→ 〈q2
R, w, q2

E〉
?e2−−−→ 〈q3

R, e2
	1w, q2

E〉
!e2−−→

〈q3
R, (e2

	1w).e2, q
3
E〉

τ
−→ 〈q′R, (e2

	1w).e2, q
0
E〉

Puisque |(e2
	1w).e2|e2 = |w|e2 , les configurations 〈q′,m1,m2〉 et 〈q′R, (e2

	1w).e2, q
0
E〉

atteintes par M et S||E respectivement, sont ∼Ψ-équivalentes.

– Sinon, |w|e2 = 0. Par conséquent, la séquence exécutée par S||E est :

〈qR, w, q0
E〉

τ
−→ 〈q1

R, w, q1
E〉

e1−−→ 〈q2
R, w, q2

E〉
e2−−→ 〈q3

R, w, q3
E〉

τ
−→ 〈q′R, w, q0

E〉

et 〈q′,m1,m2〉 ∼Ψ 〈q
′
R, w, q0

E〉.

– Réciproquement, soient trois configurations 〈qR, w, qE〉, 〈q
′
R, w′, q′E〉 ∈ RS(S||E) et

〈q,m1,m2〉 ∈ RS(M) telles que :

– 〈q,m1,m2〉 ∼Ψ 〈qR, w, qE〉,

– et 〈qR, w, qE〉
σ
−→∗

S||E 〈q
′
R, w′, q′E〉 et pour toute configuration 〈q′′R, w′′, q′′E〉 de σ, q′′R 6∈ Q,

Nous considérons uniquement les séquences issues de 〈qR, w, qE〉 qui correspondent à des

opérations sur c1 (donc sur e1). Celles concernant c2 se déduisent par symétrie. Notons

que nous avons qR ∈ Q et qE = q0
E par hypothèse.

– Soit la séquence σ est :

〈qR, w, q0
E〉

τ
−→S||E 〈q

2
R, w, q1

E〉
!e1−−→S||E 〈q

2
R, w.e1, q

2
E〉

e2−−→S||E

〈q3
R, w.e1, q

3
E〉

τ
−→S||E 〈q

′
R, w′, q0

E〉

avec w′ = w.e1, ou encore :

〈qR, w, q0
E〉

τ
−→S||E 〈q

2
R, w, q1

E〉
?e2−−→ 〈q3

R, e2
	1w, q1

E〉
!e1−−→S||E 〈q

3
R, e2

	1w.e1, q
2
E〉

!e2−−→S||E 〈q
3
R, e2

	1w.e1.e2, q
3
E〉

τ
−→S||E 〈q

′
R, w′, q0

E〉

avec w′ = e2
	1w.e1.e2. Dans ces deux cas, Ψ(w′) =

(

|w|e1 + 1 |w|e2

)

. Par construction,
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il existe dans M une instruction d’incrémentation, et M franchit la transition :

〈q,m1,m2〉
c1++
−−−−→ 〈q′,m1 + 1,m2〉

Nous avons q′ = q′R (par construction), et puisque Ψ(w) =
(

m1 m2

)

par hypothèse

d’induction, nous en déduisons : 〈q ′,m1 + 1,m2〉 ∼Ψ 〈q
′
R, w′, q0

E〉.

– Soit la séquence σ est :

〈qR, w, q0
E〉

?e1−−→S||E 〈q
′′
R, w′, q0

E〉

avec w′ = e1
	1w. Par construction, il existe une instruction de décrémentation issue de

q dans M , et par hypothèse d’induction, m1 > 0. Donc, M exécute l’instruction :

〈q,m1,m2〉
c1−−
−−−−→ 〈q′′,m1 − 1,m2〉

et nous avons : 〈q′′,m1 − 1,m2〉 ∼Ψ 〈q
′′
R, w′, q0

E〉

– Sinon, σ est l’une des séquences :

〈qR, w, q0
E〉

τ
−→S||E 〈q

1
R, w, q1

E〉
e1−−→S||E 〈q

2
R, w, q2

E〉
e2−−→S||E 〈q

3
R, w, q3

E〉
τ
−→S||E 〈q

′
R, w′, q0

E〉

avec w′ = w, ou :

〈qR, w, q0
E〉

τ
−→S||E 〈q

1
R, w, q1

E〉
e1−−→S||E 〈q

2
R, w, q2

E〉
?e2−−→S||E 〈q

3
R, e2

	1w, q2
E〉

!e2−−→S||E

〈q3
R, e2

	1w.e2, q
3
E〉

τ
−→S||E 〈q

′
R, w′, q0

E〉

avec w′ = e2
	1w.e2. Dans les deux cas, Ψ(w′) = Ψ(w). Par construction, il existe dans

M une instruction de test à zéro en q, et m1 = 0 par hypothèse d’induction. Alors, M

exécute l’instruction :

〈q,m1,m2〉
c1=0?
−−−−→ 〈q′,m1,m2〉

et : 〈q′,m1,m2〉 ∼Ψ 〈q
′
R, w′, q0

E〉.

�

3.2 SFR Embarqué avec 1 événement mémorisable

Lorsqu’un système à file réactif ne dispose que d’un seul événement mémorisable e, la gestion

de la file se résume à compter le nombre d’occurrences mémorisées de e, et à augmenter et

diminuer celui-ci au gré des mémorisations et des consommations de e. L’ordre induit par la

gestion Fiffo de la file disparâıt.

Donc, tout système à file réactif avec 1 événement mémorisable est simulable par une machine

disposant d’un compteur :

– chaque mémorisation de e peut être modélisée par l’incrémentation du compteur,

– et chaque traitement différé de e est simulable par la décrémentation de ce compteur.
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– Le traitement immédiat d’une occurrence de e n’est possible que si la file est vide, donc

lorsque le compteur vaut zéro.

La classe des machines à 1 compteur est close par synchronisation avec un automate fini

(langage rationnel), et elle forme une sous classe des automates à pile. Par conséquent, tout

système à file réactif avec un événement mémorisable et un environnement rationnel peut être

vu comme un automate à pile.

Rappelons que l’espace des configurations accessibles d’un automate à pile est effectivement

reconnaissable, que le model-checking de Ltl et de Ctl est décidable pour ces automates [17, 42].

Nous obtenons donc :

Théorème 3.7

Tous les problèmes d’interêt sont décidables pour les systèmes à file réactifs embarqués avec 1

événement mémorisable et un environnement rationnel. �

Preuve. Comme nous l’avons indiqué précédemment, l’espace des configurations accessibles

est effectivement reconnaissable (Erp) par [17, 42], ce qui implique que les problèmes d’acces-

sibilité (R), donc de couverture (C), et de bornitude (B) sont aussi décidables. Les problèmes

de model-checking de Ltl (Mc-LTL) et de Ctl(Mc-CTL) sont décidables par [17, 42]. �

3.3 Comportement des SFR en environnement périodique

Les applications temps-réel sont souvent conçues pour exécuter des tâches périodiques,

comme par exemple l’ordonnancement de processus. Ces applications sont donc spécifiées de

façon à calquer leur comportement sur le rythme des sollicitations de leur environnement : si les

demandes d’exécution de tâches arrivent périodiquement, l’ordonnanceur doit faire en sorte que

l’exécution de ces tâches soit elle aussi périodique. Un comportement non-périodique est alors

vu comme un problème dans la spécification.

Soit S le SFR qui donne la sémantique de l’AFR R de la figure La figure 3.3(a) (page 80).

La figure 3.3, montre un exemple de SFR Embarqué S||E, avec un environnement périodique,

dont l’exécution est apériodique.

On démontre en effet que depuis toute configuration de la forme 〈q3
R, e1

ne2, q
0
E〉, S||E at-

teint la configuration 〈q3
R, e1

n+1e2, q
0
E〉. Supposons donc que S||E est dans la configuration

〈q3
R, e1

ne2, q
0
E〉, alors, les occurrences mémorisées sont traitées par ordre d’ancienneté. Le cycle

sur q3
R, passant par les états q4

R et q5
R, est donc exécuté n fois, et S||E atteint la configuration

〈q3
R, e2(e1e2)

n, q0
E〉. Ensuite, c’est le cycle sur q3

R, passant par les états q5
R et q6

R qui est exécuté.

La boucle de consommation ?e2 sur q6
R consomme toutes les occurrences mémorisées de e2. Par

conséquent, S||E atteint la configuration 〈q3
R, e1

ne2, q
0
E〉. Pour être complet, remarquons que

depuis sa configuration initiale 〈q1
R, ε, q0

E〉, S||E atteint la configuration 〈q3
R, e1e2, q

0
E〉, ce qui

amorce le processus. Alors, puisque depuis 〈q3
R, e1

ne2, q
0
E〉 le cycle sur q3

R passant par q4
R et q5

R

est exécuté n fois, et la boucle ?e2 sur q6
R l’est aussi n fois, nous en déduisons l’apériodicité.

Considérons à nouveau l’AFR R de la figure 3.3(a) (page 80), mais nous plongons maintenant

sa sémantique S dans l’environnement représenté en figure 3.4. L’exécution du SFR Embarqué
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q1
R q2

R q3
R

q4
R

q5
R

q6
R

q7
R

!e1, !e2

τ

!e1, !e2

τ

?e1, e1

!e1, !e2

τ

!e1, !e2

τ

?e2, e2

?e2, e2

!e1τ
!e1, !e2

τ

(a) AFR R.

q0
E q1

E

q2
Eq3

E

e1

τ

e2

τ

(b) Environnement E.

Fig. 3.3 – Exemple d’un SFR Embarqué, avec un environnement périodique, dont l’exécution
est apériodique.

q0
E q1

E q2
E q3

E q4
E q5

E
τ τ e1 τ e2

τ

Fig. 3.4 – Environnement périodique dans lequel l’AFR de la figure 3.3(a) se comporte
périodiquement.

S||E ainsi obtenu est ultimement périodique, car S||E est borné. En effet, en développant son

exécution, on découvre que la configuration (q3
R, e1e2, q

1
E) est récurrente, ce qui suffit pour que

l’exécution soit ultimement périodique (voir remarque 3.8).

Remarque 3.8

Lorsque le système à file réactif embarqué, en environnement périodique, est borné, son exécution

est ultimement périodique. En effet, les configurations du système sont alors en nombre fini, donc

sur l’exécution du système, il en existe au moins une, 〈qR, w, qE〉, qui est récurrente :

〈q0
R, ε, q0

E〉
a0−−→S||E . . .

an−1
−−−−→S||E 〈qR, w, qE〉

an−−→S||E . . .
an+p
−−−−→S||E 〈qR, w, qE〉

avec ∀i, ai ∈ AS||E et p ≥ 0. Comme S||E est déterministe, à partir de la deuxième occurrence de

〈qR, w, qE〉, le système exécute à nouveau an, puis an+1, et ainsi de suite jusqu’à an+p. Ceci l’amène

à nouveau dans la configuration 〈qR, w, qE〉, où il reproduit le même comportement infiniment. �

Remarque 3.9

Une conséquence immédiate de la remarque 3.8 est que tout système dont l’exécution est apériodique
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est non borné. �

Par conséquent, le problème de l’apériodicité de l’exécution d’un SFR Embarqué est forte-

ment lié au problème de la bornitude. Dans cette section, nous examinons donc la périodicité

asymptotique de l’exécution des systèmes à file réactifs embarqués dans des environnements

périodiques. Cette propriété est définie de la façon suivante :

(Pe) Pour un SFR Embarqué avec un environnement périodique S||E, [[ S||E ]] est-elle

ultimement périodique ?

Nous cherchons à nous assurer que les SFR Embarqués à environnement périodique

s’adaptent au rythme de leur environnement. Nous considérons alors qu’un système qui s’exécute

périodiquement (asymptotiquement) dans un environnement périodique est bien spécifié, alors

que dans le cas inverse, la spécification est erronée. Nous montrons maintenant que, dès lors

que le système dispose de deux événements mémorisables, il peut se comporter de façon tota-

lement apériodique malgré un environnement périodique. Par contre, avec un seul événement

mémorisable, un système à file réactif plongé en environnement périodique se comporte toujours

périodiquement (asymptotiquement).

3.3.1 SFR Embarqués avec 2 événements mémorisables

Il est aisé de construire un AFR dont le comportement est asymptotiquement périodique en

environnement périodique : il suffit que le système à file réactif embarqué correspondant soit

borné (par la remarque 3.8). Mais cette condition n’est absolument pas nécessaire : la figure 3.5

montre l’exemple d’un système à file réactif embarqué non borné dont l’exécution est périodique.

Nous montrons en effet que la séquence d’actions exécutées par ce système à file réactif

embarqué est :

e1!e2!e1τ (?e2?e1!e2!e1!e2!e1τ)ω

Depuis la configuration initiale 〈q0
R, ε, q0

E〉, le système exécute la séquence d’actions suivante :

e1!e2!e1τ et arrive dans la configuration 〈q2
R, e2e1, q

4
E〉. Il suffit ensuite de noter que depuis la

configuration 〈q2
R, (e2e1)

n, q4
E〉, S||E exécute les actions ?e2?e1!e2!e1!e2!e1τ pour atteindre la

configuration 〈q2
R, (e2e1)

n+1, q4
E〉, ce qui achève la preuve.

Cependant, il est tout aussi facile de construire un système à file réactif dont l’exécution en

environnement périodique est apériodique.

Nous avons montré au début de cette section, un exemple de SFR qui se comporte de façon

apériodique ou périodique suivant l’environnement dans lequel il est plongé.

– Cependant, il est légitime de s’interroger sur la possibilité de produire, de façon

systématique, des SFR Embarqués dont l’exécution est apériodique.

– L’apériodicité de l’exécution du système représenté en figure 3.3 (page 80) est obtenue

grace à la transition de consommation formant une boucle sur l’état q6
R. Est-il possible

qu’un SFR Embarqués sans cycle de consommation, se comporte de façon apériodique en

environnement périodique ?
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q0
R

q1
R

q2
R

!e2
?e1, e1

!e1, !e2

τ

!e1

?e2, e2

(a) Automate à file réactif R.

q0
E q1

E q2
E q3

E q4
E

e1 e2 e1 τ

e2

(b) Environnement périodique E.

Fig. 3.5 – SFR Embarqué non borné S||E dont l’exécution est périodique.

Un exemple reproductible de comportement apériodique

Nous avons prouvé en section 3.1 que lorsqu’un système à file réactif avec (au moins) deux

événements mémorisables est plongé dans un environnement périodique, il est capable de simu-

ler une machine à compteurs. En utilisant ce résultat, nous répondons maintenant aux deux

questions soulevées. Il est très simple de construire une machine à compteurs dont l’exécution

est apériodique, comme le montre la figure 3.6 (page 83). Cette machine exécute le programme

suivant :

tant que true faire

c2 := c1; c2++

c1 := c2; c1++

fin tant que

Il s’agit des instructions c2 := c1, c2++, c1 := c2 et c1++ exécutées en séquence et dans cet

ordre, une infinité de fois. L’opération d’affectation ci := cj est modélisée à partir des opérations

++, −− et =0? en incrémentant ci et décrémentant cj jusquà ce que la valeur de cj soit nulle. Les

valeurs des compteurs n’étant à priori pas bornées, cette opération est modélisée par une boucle

qui doit donc être itérée cj fois. Or, il est clair que les compteurs c1 et c2 sont non bornés, et

donc l’exécution de cette machine est apériodique.

En utilisant la construction de la définition 3.5 (page 75), nous obtenons le système à file

réactif embarqué avec environnement périodique (représenté en figure 3.7) qui simule cette ma-
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q0

q1

q2

q3

q4

q5

c1−−

c1=0?

c2++

c2++

c2−−

c2=0?

c1++

c1++

Fig. 3.6 – Machine à 2 compteurs dont l’exécution est apériodique.
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R
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R

•

•

q4
R
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τ
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τ
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τ
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τ
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τ
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τ
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τ
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(a) Automate à file réactif R.

q0
E q1

E q2
E q3

E
τ e1 e2

τ

(b) Environnement périodique E.

Fig. 3.7 – SFR Embarqué S||E dont l’exécution est apériodique.
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chine (par le théorème 3.6, page 76). Il reste à prouver que3 :

[[ S||E ]]= τe1e2ττe1!e2τ
∞⊙

n=1

[

(?e1τ?e2!e1!e2τ)2(n−1) (?e2τ !e1e2τ) τ?e1!e1e2ττ !e1e2τ

(?e1τ?e1!e1!e2τ)2n−1 (?e1τe1!e2τ) τe1?e2!e2ττe1!e2τ
]

Depuis sa configuration initiale 〈q0, ε, q
0
E〉, le système exécute la séquence de transitions

suivante :

〈q0
R, ε, q0

E〉
τe1e2τ−−−−−→S||E 〈q

2
R, ε, q0

E〉
τe1!e2τ−−−−−→S||E 〈q

3
R, e2, q

0
E〉

À partir de ce point, il suffit de montrer qu’à partir de la configuration 〈q3
R, e2

n, q0
E〉 le système

exécute la séquence d’actions :

(?e1τ?e2!e1!e2τ)2(n−1) (?e2τ !e1e2τ) τ?e1!e1e2ττ !e1e2τ

(?e1τ?e1!e1!e2τ)2n−1 (?e1τe1!e2τ) τe1?e2!e2ττe1!e2τ

pour atteindre finalement la configuration : 〈q3
R, e2

n+2, q0
E〉.

À partir de 〈q3
R, e2

n, q0
E〉, le système exécute n− 1 fois la séquence d’actions ?e2τ?e2!e1!e2τ

jusqu’à ce qu’il n’y ait plus qu’une occurrence mémorisée de e2, menant à la configuration

〈q3
R, e2(e1)

n−1, q0
E〉. Puisqu’il n’y a plus qu’une seule occurrence mémorisée de e2, le système ne

peut plus exécuter la deuxième action ?e2 de la séquence d’actions précédente. Elle se mue alors

en un traitement immédiat, par conséquent le système exécute cette fois-ci la séquence d’actions

?e2τ !e1e2τ , menant à la configuration 〈q3
R, e1

n, q0
E〉.

Maintenant qu’il n’y a plus d’occurrence mémorisée de e2, S||E franchit les transitions

menant à q5
R, puis q0

R. Il exécute donc la séquence d’actions : τ?e1!e1e2ττ !e1e2τ atteignant

finalement la configuration 〈q0
R, e1

n+1, q0
E〉.

Ensuite, la séquence ?e1τ?e1!e1!e2τ correspondant au transfert de c1 dans c2 est itérée n

fois, jusqu’à ce que la file ne contienne plus qu’une seule occurrence de e1. La configuration

atteinte par le système est alors 〈q0
R, e1(e2)

n, q0
E〉. De même que pour e2 précédemment, puisque

la file ne contient plus qu’une occurrence de e1, la deuxième action ?e1 n’est plus exécutable :

la consommation de e1 se transforme en traitement immédiat. La dernière itération de la boucle

qui achève le transfert correspond à la séquence ?e1τe1!e2τ qui conduit le système dans la

configuration 〈q0
R, e2

n+1, q0
E〉.

Le retour dans l’état q3
R s’opère par le passage via q2

R, depuis q0
R. Ceci correspond à la séquence

d’actions : τe1?e2!e2ττe1!e2τ sur laquelle une occurrence supplémentaire de e2 est mémorisée,

menant alors en 〈q3
R, e2

n+2, q0
E〉.

Il est désormais clair :

– qu’il est possible de produire systématiquement des SFR Embarqués au comportement

apériodique en environnement périodique,

– qu’il n’est pas nécessaire d’utiliser des cycles de consommation pour parvenir à ce résultat.

3Dans cette équation, � désigne l’opérateur de concaténation.
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Indécidabilité de la périodicité

Nous avons montré un exemple de système à file réactif embarqué dans un environnement

périodique qui s’exécute, périodiquement, ou apériodiquement suivant son environnement.

Nous considérons la propriété (Pe) (définie en section 3.3, page 80) comme un critère de

bonne spécification des systèmes à file réactifs embarqués à environnement périodique, en parti-

culier, à cause de sa relation au problème de la bornitude. Il serait donc interessant de pouvoir

décider si un système donné respecte cette propriété.

Lemme 3.10

L’itérabilité infinie d’une séquence :

σ = q1
ci1 op1−−−−→ q2, q2

ci2 op2−−−−→ q3, . . . , qn
cin opn−−−−→ q1

d’une machine à compteurs déterministe est décidable. �

Preuve. Notons tout d’abord qu’il faut que σ contienne au moins autant d’instructions

d’incrémentation que de décrémentation pour chacun des compteurs. En effet, si σ ne respecte

pas cette contrainte pour un compteur ck, la valeur de ck est strictement décroissante lors des

itérations successives de σ. Après un nombre fini d’itérations, la valeur de ck devient nulle, donc

plus aucune opération de décrémentation de ck n’est possible, et par conséquent σ n’est pas

itérable.

Une instruction op d’une machine à compteurs déterministe est franchissable si les conditions

suivantes sont respectées :

– op = ++ : une instruction d’incrémentation est toujours exécutable,

– op = −− : cette instruction est franchissable ssi le compteur concerné est non nul,

– op = =0? : l’exécution de cette instruction est soumise à la nullité du compteur considéré.

L’itérabilité de σ est donc conditionnée par l’invariance des conditions d’exécution de op1, . . . , opn

lors des franchissements successifs de σ. Pour op = ++, l’invariance est triviale puisque l’exé-

cutabilité de cette instruction n’est pas conditionnée, et pour les autres instructions, elle est

caractérisée par :

– op = −− : la configuration atteinte avant la première exécution de −− doit permettre son

exécution : le compteur concerné ck ne doit pas être nul. Puis il faut et il suffit que la valeur

de ck obtenue par le cumul des opérations sur ck lors du franchissement de σ soit croissante

(stable ou strictement croissante). C’est à dire qu’il y a au moins autant d’instructions

d’incrémentation de ck que d’instructions de décrémentation de ck sur σ,

– op = =0? : pour exécuter une première fois cette transition, il faut que la configuration

atteinte immédiatement avant le franchissement soit telle que le compteur ck concerné

par cette opération soit nul. Puis, la nullité de ce compteur doit être préservée par les

exécutions successives de σ, donc il faut et il suffit que σ contienne exactement autant

d’opérations d’incrémentation et de décrémentation de σ.

Ces propriétés sont décidables, donc l’itérabilité de σ est décidable. �
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Théorème 3.11

La propriété (Pe) est indécidable pour les machines à 2 compteurs déterministes. �

Preuve. On prouve ce résultat par réduction de (B) à (Pe). Supposons que (Pe) est décidable,

nous montrons qu’alors (B) est décidable. Lorsqu’une machine à compteur déterministe M est

bornée (il existe un entier b ∈ N tel qu’en toute configuration accessible 〈q,m1, . . . ,mn〉 de

M ,
n∑

i=1
mi ≤ b) il est clair que son exécution est périodique puisqu’elle admet un nombre fini

de configurations qui admettent chacune au plus une transition sortante. Par conséquent, si

l’exécution de M est apériodique, M est non-bornée (de même que pour les systèmes à file

réactifs embarqués, voir remarque 3.9).

Si l’exécution de M est ultimement périodique, il existe une séquence cyclique d’instructions :

σ = q1
ci1 op1−−−−→ q2, q2

ci2 op2−−−−→ q3, . . . , qn
cin opn
−−−−→ q1

dont les itérations répétées forment un suffixe de l’exécution de M . Il est possible de trouver

cette séquence en développant l’exécution de M et en appliquant la procédure décrite dans le

lemme 3.10 (page 85). Lorsque σ est connue, il est possible de décider si M est bornée : il faut et

il suffit que pour tous les compteurs, il y ait exactement autant4 d’instructions d’incrémentation

que d’instructions de décrémentation. À l’inverse, si pour un compteur donné il y a plus d’ins-

tructions d’incrémentation que de décrémentation, M est non-bornée.

Or, le problème de la bornitude (B) est indécidable pour les machines à compteurs (déter-

ministes) [80], donc (Pe) est indécidable elle aussi. �

Par le résultat de simulation du théorème 3.6 (page 76), et par le théorème 3.11 ci-dessus,

nous avons :

Théorème 3.12

Le problème (Pe) est indécidable pour les SFR Embarqués avec 2 événements mémorisables et un

environnement périodique. �

3.3.2 SFR Embarqué avec 1 événement mémorisable

Nous prouvons maintenant que lorsqu’un SFR Embarqué est non borné, le nombre de confi-

gurations avec une file vide qui apparâıssent sur [[ S||E ]] est fini.

Lemme 3.13

Soit S||E un système à file réactif embarqué avec un environnement périodique. S’il apparâıt infini-

ment souvent une configuration avec une file vide sur [[ S||E ]], alors l’ensemble des configurations

accessibles de S||E est fini. �

4Rappelons que pour qu’une séquence σ soit itérable, il faut que σ contienne au moins autant d’instructions
d’incrémentation que d’instructions de décrémentation pour chaque compteur.
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Preuve. Supposons qu’infiniment souvent il apparâıt une configuration ayant une file vide

sur [[ S||E ]]. Alors, puisque QR (l’ensemble des états de l’AFR qui engendre S) et QE sont

finis, il existe (au moins) une configuration avec une file vide 〈qR, ε, qE〉 qui apparâıt infiniment

souvent sur [[ S||E ]] :

[[ S||E ]]= 〈q0
R, ε, q0

E〉
σ0−−→S||E 〈qR, ε, qE〉

σ1−−→S||E 〈qR, ε, qE〉 . . . 〈qR, ε, qE〉
σn−−→S||E . . .

où σ0, σ1, . . . , σn, . . . sont des séquences d’actions du système : σ0 ∈
(
AS||E

)∗
et ∀i ≥ 1, σi ∈

(
AS||E

)+
.

Un environnement périodique propose dans chacun de ses états un seul événement au système

à file réactif. Donc S||E est déterministe, et par conséquent σ1 = · · · = σn = σn+1 = . . . . Nous

en déduisons que l’ensemble des configurations accessibles est fini. �

Nous faisons maintenant l’hypothèse que S||E n’est pas borné. À partir d’un certain

point de son exécution, aucune des configurations rencontrées n’a une file vide (lemme 3.13,

page 86). Par conséquent, à chaque fois que le système a la possibilité de franchir une transition

de traitement différé de e, il prend cette possibilité. En effet, la priorité est donnée au traitement

des occurrences mémorisées (voir définition 2.11, page 44). Comme nous le montrons maintenant,

cette propriété de saturation de la file conduit S||E à se comporter asymptotiquement de façon

périodique.

Théorème 3.14

L’exécution d’un SFR Embarqué avec 1 événement mémorisable et un environnement périodique est

ultimement périodique. �

Preuve. Soit e l’événement mémorisable de S||E. D’après le lemme 3.13 (page 86), puisque

le système n’est pas borné (par hypothèse), il existe une configuration de [[ S||E ]] à partir de

laquelle toutes les configurations rencontrées sur cette exécution ont une file non vide. Il existe

donc qR ∈ QR (l’ensemble des états de l’AFR R qui engendre S) et qE ∈ QE tels que nous

pouvons extraire de [[ S||E ]] une sous-séquence infinie de configurations de la forme 〈qR, eun , qE〉

avec :

1. (un) strictement croissante,

2. depuis 〈qR, eun , qE〉, S||E exécute une transition de mémorisation de e : !e.

Comme le système est non borné (par hypothèse), les points (1) et (2) sont vérifiés.

Il existe donc une séquence d’actions σ ∈
(
AS||E

)∗
telle que :

. . . 〈qR, eun , qE〉
!e.σ
−−−→S||E 〈qR, eun+1 , qE〉

!e
−−→S||E . . .

Puisque S||E est déterministe, à partir de 〈qR, eun+1 , qE〉 il répète le même comportement

illustré par la séquence d’actions !e.σ : les transitions de consommation ?e sont saturées sur

σ. En effet, puisque un+1 > un, la seule différence d’exécution peut provenir d’une transition

de traitement différé ?e qui serait désormais franchissable grâce à la présence d’occurrences

mémorisées de e supplémentaires. Mais cela est impossible puisqu’aucune des configurations qui
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apparâıssent sur [[ S||E ]] entre 〈qR, eun , qE〉 et 〈qR, eun+1 , qE〉 n’a une file vide. Cette transition

aurait donc déjà été franchie auparavant sur le chemin de 〈qR, eun , qE〉 à 〈qR, eun+1 , qE〉. Par

conséquent [[ S||E ]] est ultimement périodique. �



Chapitre 4

Reset/Lossy SFR Embarqués

L’étude des systèmes à file réactifs embarqués présentée dans le chapitre précédent met

en valeur l’influence du nombre d’événements mémorisables sur la puissance du modèle. En

effet, alors que les systèmes avec un événement mémorisable sont aisément analysables (au sens

où les propriétés d’intérêt sont décidables), ceux qui disposent d’au moins deux événements

mémorisables ont l’expressivité des machines de Turing.

Dans ce chapitre, nous utilisons l’approche classique présentée dans [1] pour les machines

communicantes ou dans [77] pour les machines à compteurs, qui consiste à considérer que la file de

mémorisation n’est pas fiable. Ainsi, en lui permettant de perdre des occurrences d’événements

mémorisées de façon non déterministe, nous obtenons la décidabilité de certains des problèmes

d’interêt, dont l’accessibilité. Une propriété de sûreté exprime qu’une «mauvaise situation» ne

se produit jamais. Puisque le modèle avec perte contient tout les comportements du modèle

sans perte, il est alors possible de vérifier des propriétés de sûreté du modèle sans perte (où elles

sont indécidables) sur le modèle avec perte (où elles sont donc décidables), pourvu que cette

surapproximation soit assez fine.

Dans la première section, nous considérons les SFR Embarqués étendus avec l’opération reset

(ou Reset SFR Embarqués), dans la continuité des Reset AFR étudiés en section 2.4 (page 54).

Cette extension est bien connue pour augmenter la puissance des modèles considérés, comme

dans le cas des réseaux de Petri [28], puisque l’opération reset peut être vue comme un «test

à zéro faible1
». Comme nous l’avons montré en section 2.4, dans le cas des systèmes à file

réactifs embarqués, l’opération reset peut être simulée par un système sans reset : le modèle

dispose intrinsèquement de cette capacité. Nous rappelons donc dans cette section les résultats

des sections 3.1 (page 70) et 3.2 (page 78) pour les SFR Embarqués. Puis, dans la section 4.2,

nous étudions les Lossy SFR Embarqués, qui peuvent perdre leurs occurrences d’événements

mémorisées de façon non déterministe et incontrôlée (à l’inverse de l’opération reset). Nous

montrons, pour ces systèmes, des résultats de décidabilité en section 4.2.1 (page 93), puis des

résultats d’indécidabilité en section 4.2.2 (page 103).

1Au sens où il n’est pas possible de tester si une file vide, mais lorsque la transition est franchie, la file est
assurément vide ensuite.
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4.1 Reset SFR Embarqués

Nous avons prouvé que dans le cadre des systèmes à file réactifs, l’opération reset, qui consiste

à consommer toutes les occurrences mémorisées d’un événement lors d’une seule transition,

peut être simulée par l’opération de consommation standard (voir le théorème 2.34, page 61).

La preuve constructive de cette simulation fait l’hypothèse que chaque occurrence d’événement

provenant de l’environnement E est suivie de n occurrences d’un nouvel événement fugace τ ,

n étant fonction de R. Notons que tout environnement E peut être transformé de façon à

respecter notre hypothèse puisque pour toute machine de Turing, le modèle le plus général

d’environnement, il est possible de faire suivre de n transitions d’étiquette τ , toute transition

de la machine. Par conséquent, pour tout Reset SFR Embarqué à n événements mémorisables

S?∗ ||E , il existe un SFR Embarqué S||E, à n événements mémorisables et sans reset, qui le

simule. Par conséquent :

Théorème 4.1

Tous les problèmes d’intérêt sont indécidables pour les Reset SFR Embarqués avec 2 événements

mémorisables et un environnement périodique. �

Rappelons que tous les problèmes d’interêt sont au contraire décidables pour les SFR Em-

barqués avec 1 événement mémorisable, et un environnement rationnel (théorème 3.7, page 79).

Donc :

Théorème 4.2

Tous les problèmes d’intérêt sont décidables pour les Reset SFR Embarqués avec 1 événement

mémorisable et un environnement rationnel. �

4.2 Lossy SFR Embarqués

Considérons maintenant que la file de mémorisation des systèmes à file réactifs (embarqués)

n’est pas fiable : elle peut perdre des occurrences d’événements mémorisées à tout moment et

de façon non déterministe. À partir de toute configuration 〈qR, w, qE〉 un système à perte S � q E

peut atteindre toutes les configurations 〈qR, w′, qE〉 avec w′ 4 w, suite à une action de perte

notée � l . Bien entendu, � l est sans effet sur les états de R et de E. L’opération de perte � l

n’implique pas de modification syntaxique du modèle (c’est à dire de l’AFR), mais uniquement

une extension de sa sémantique obtenue en ajoutant la transition suivante à la définition 2.21 :

4.(d) 〈qR, w, qE〉
�
l
−−→S � � E 〈qR, w′, qE〉 si w′ 4 w

Notons que cette sémantique de la perte d’événements correspond exactement à celle de [1, 2,

24] pour les machines communicantes ou à celle nommée «relation de perte classique» dans [77]

pour les machines à compteurs. Formellement, un système à file réactif avec perte est défini par :

Définition 4.3 (Lossy SFR)

Un Lossy système à file réactif (Lossy SFR) est le système de transitions étiqueté �S= (Q � S , q0

� S
, A � S ,

−→ � S ), défini à partir d’un SFR S = (QS , q0
S , AS , −→S ), par :
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1. Q � S est l’ensemble des configurations de �S obtenu depuis q0

� S
par l’application de la clôture

transitive et réflexive de −→ � S ,

2. q0

� S
= q0

S est la configuration initiale,

3. A � S = AS ∪ { � l } est l’ensemble des actions de �S ,

4. −→ � S étend −→S par la définition de la perte d’occurrences d’événements mémorisées :

−→ � S = −→S ∪

{

(q, w)
�
l
−−→ � S (q′, w′) | q = q′ et w′ 4 w

}

�

Un Lossy SFR Embarqué S � q E est alors obtenu en appliquant la définition 2.21 (page 51)

depuis �S . Les notions de configurations stables ou instables s’appliquent de la même manière

que pour les systèmes sans perte. Une séquence de stabilisation peut maintenant contenir des

transitions de perte en plus des transitions de consommation.

Remarque 4.4

Notons qu’une transition de perte peut n’avoir aucun effet : la transition

〈qR, w, qE〉
�
l
−−→S � � E 〈qR, w, qE〉

est une transition de perte. En terme de relation, nous avons
id
−−→ ⊆

�
l
−−→ .

De même, deux transitions de perte successives :

〈qR, w, qE〉
�
l
−−→S � � E 〈qR, w′, qE〉

�
l
−−→S � � E 〈qR, w′′, qE〉 ≡ 〈qR, w, qE〉

�
l
−−→S � � E 〈qR, w′′, qE〉

peuvent être regroupées en une seule puisque w ′′ 4 w′ 4 w. �

Par conséquent, nous supposerons dans la suite que toute exécution σ ∈[[ S � q E ]] d’un Lossy

SFR Embarqué S � q E est une succession de transitions du système (traitement immédiat,

mémorisation et consommation) et de transitions de perte :

σ = 〈q0
R, ε, q0

E〉
a0−−→S � � E 〈q

′
R, w′, q′E〉

�
l
−−→S � � E . . . 〈q′′R, w′′, q′′E〉

an−−→S � � E 〈q
′′′
R , w′′′, q′′′E 〉

�
l
−−→S � � E . . .

avec ∀i ≥ 0, ai 6= � l .

Remarque 4.5

D’après la définition 4.3 (page 90) l’action de perte � l peut se produire aussi bien dans une configu-

ration instable que dans une configuration stable. Il semble pourtant plus naturel de restreindre les

occurrences de � l aux configurations stables : les configurations instables permettent de modéliser

facilement la gestion de la file, mais elles n’ont pas d’existence réelle dans le système modélisé. Ces

deux approches sont cependant rigoureusement équivalentes : les configurations stables accessibles

sont les mêmes.
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En effet, considérons une séquence de stabilisation2 :

〈qR, w, qE〉
e
−→S � � E 〈q

1
R, w1, q

1
E〉

?e1−−→S � � E . . . 〈qn
R, wn, qn

E〉
?en−−→S � � E 〈q

′
R, w′, q′E〉

où 〈qR, w, qE〉 et 〈q′R, w′, q′E〉 sont deux configurations stables du système, e est un événement et

les configurations 〈q1
R, w1, q

1
E〉, . . . , 〈q

n
R, wn, qn

E〉 sont instables. Considérons la possibilité de perdre

une occurrence mémorisée dans l’une des configurations instables de cette séquence. Par définition

il n’y a aucune transition de mémorisation sur cette séquence, donc l’occurrence perdue est déjà

mémorisée en 〈qR, w, qE〉 et peut donc y être perdue. Par conséquent toutes les transitions de perte

issues d’une configuration instable peuvent avoir lieu dans la dernière configuration stable rencontrée,

et avec le même effet. Dans la suite, nous permettons l’occurrence des transitions de perte dans les

configurations instables pour faciliter les preuves. �

Reprenons l’exemple des lecteurs/écrivains décrit dans le chapitre 2 (section 2.1.1, page 34).

Supposons que la mémoire de stockage des occurrences d’événements n’est pas fiable, l’arbre des

exécutions de la figure 2.5 (page 47) doit être étendu pour tenir compte des pertes d’occurrences

mémorisées. Ainsi, pour la configuration (∅, r1wr2), nous devons ajouter à l’arbre ses successeurs

immédiats obtenus par la perte d’occurrences mémorisées :

(
�

, r1wr2)

(R1, wr2)

?r1

(
�

, ε)

�
l

(
�

, r1)

�
l

(
�

, w)

�
l

(
�

, r2)

�
l

(
�

, r1w)

�
l

(
�

, wr2)

�
l

(
�

, r1r2)

�
l

(
�

, r1wr2)

�
l

De la même façon que pour les systèmes sans perte, l’arbre d’accessibilité du système embarqué

est obtenu par synchronisation avec l’environnement. Par exemple, la séquence :

〈∅, ε, 0〉
w
−→S � � E 〈W, ε, 1〉

�
l
−−→S � � E 〈W, ε, 1〉

!r1−−→S � � E 〈W, r1, 2〉
�
l
−−→S � � E 〈W, ε, 2〉 . . .

est le préfixe d’une exécution du Lossy SFR Embarqué ainsi obtenu.

Propriété 4.6

Un Lossy SFR Embarqué S � q E termine (problème (T)) ssi son environnement E termine. �

Preuve. D’après la définition de � l , en toute configuration de S � q E , il est possible de franchir

une transition de perte (éventuellement dépourvue d’effet). Il est donc possible de considérer

qu’un Lossy SFR Embarqué ne termine jamais. Mais le fait de perdre des occurrences mémorisées

depuis une file vide n’a pas tellement de sens en pratique.

C’est pouquoi, nous considérons plutôt le résultat énoncé ci-dessus. Il est prouvé en suivant

l’argumentaire de la remarque 2.24 (page 53). �

2La séquence de stabilisation mène à proprement parler de 〈q1
R, w1, q

1
E〉 à 〈q′R, w′, q′E〉.
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Nous introduisons, dans la section suivante, les systèmes de transitions bien structurés

(STEBS). Puis, nous prouvons que les Lossy SFR Embarqués sont bien structurés si l’envi-

ronnement est lui-aussi bien structuré.

4.2.1 Résultats de décidabilité dans le cadre d’environnements bien struc-

turés

Systèmes de transitions bien structurés

Les systèmes de transitions bien structurés fournissent un cadre général pour l’étude des

systèmes de transitions infinis. Les premières définitions de systèmes bien structurés apparaissent

dans [35, 36, 37] concernant particulièrement les réseaux de Petri, puis indépendamment Ab-

dulla et al.[3, 4] proposent d’autres définitions, cette fois-ci guidées par l’étude des machines

communicantes avec perte. Enfin, [41] généralise ces résultats aux systèmes de transitions.

Dans ces approches, les auteurs considèrent des systèmes de transitions S avec un ensemble

(infini) d’états Q et un beau-quasi-ordre ≤ (voir la section 1.1.1, page 25) sur Q. Ils montrent

que la compatibilité entre la relation de transition du système et ≤ dans le sens suivant :

“Pour tout état q1 ∈ Q tel que q1 −→ q2 et

q1 ≤ q′1, q′1 ∈ Q, il existe q′2 ∈ Q tel que

q′1
∗
−→ q′2 et q′1 ≤ q′2”

q1 q′1

q2 q′2

∀

∃

≤

*

≤

permet d’observer certaines propriétés de S. Par exemple, si sur une même branche de l’arbre

d’accessibilité de S il existe deux états q et q ′ (q′ accessible depuis q) tels que q ≤ q′, alors par la

compatibilité le système admet une exécution infinie. Cette (bonne) structuration de S permet,

sous réserve d’autres hypothèses explicitées dans la suite, de décider certains des problèmes

classiques tels que la couverture ou la terminaison.

Définitions et propriétés des STEBS. Par souci de généralité, les articles précédemment

cités, et [41] en particulier, considèrent des systèmes de transitions réduits à leur plus simple

expression : un ensemble d’états et une relation de transition binaire entre eux. Dans le cadre de

notre étude, nous considérons en plus un ensemble d’étiquettes, et donc une relation de transition

étiquetée.

Définition 4.7 (Système de transitions étiquetés bien structurés)

Un système de transitions étiqueté bien structuré (STEBS) est un triplet (S,≤, πS), où S =

(Q, q0 −→ , L) est un système de transitions étiqueté et ≤ un beau-quasi-ordre sur Q, et πS un

morphisme sur (L, .), vérifiant :

“Pour tout état q1 ∈ Q tel que q1
a
−→ q2,

a ∈ L et q1 ≤ q′1, q′1 ∈ Q, il existe q′2 ∈ Q

tel que q′1
σ
−→ q′2, σ ∈ L+, πS(σ) = a et

q2 ≤ q′2”

q1 q′1

q2 q′2

∀

∃

a

≤

σ

≤

�
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Le morphisme πS permet de définir un critère d’observation sur les étiquettes des transitions

de S. Par exemple, supposons que S donne la sémantique d’un système avec perte. En choisissant

πS( � l ) = ε et πS(a) = a, a 6= � l , cela permet d’obtenir l’équivalence (pour la bonne structuration)

entre les traces sans perte et avec perte, pour peu qu’elles contiennent les même étiquettes a 6= � l ,

en même nombre et dans le même ordre. C’est à dire que pour un observateur extérieur au

système modélisé, qui ne peut donc pas observer les transitions de perte, πS capture l’égalité

sur les séquences d’étiquettes du système.

Cette définition diffère légèrement de celle de [41] où πS = id, entrainant : σ = a. La

définition 4.7 requiert simplement que le système soit bien structuré par rapport au critère

d’observation défini par πS . Notons que lorsque πS = id, la relation ≤ correspond exactement à

la notion de simulation usuelle («à la Milner») pour les systèmes de transitions étiquetés.

Dans la définition 4.7, la compatibilité3 entre −→ et ≤ repose sur l’existence d’une séquence

menant de q′1 à q′2. Nous n’avons cependant fait jusqu’ici aucune hypothèse sur cette séquence.

Dans la suite, nous considérons trois formes4 de compatibilité [41] :

– Compatibilité forte. Dans le cas où la séquence de q ′1 à q′2 est constituée d’une et une

seule transition. C’est à dire πS = id.

– Compatibilité transitive. Lorsque la séquence considérée est composée d’au moins une

transition, c’est à dire πS(σ) = a.

– Compatibilité propagée. Compatibilité transitive, et de plus, tous les états rencontrés

sur la séquence de q′1 à q′2, q′11, . . . , q
′
1n, vérifient ∀i ∈ {1, . . . , n}, q1 ≤ q′1i. La figure 4.1

(page 94) représente une situation de compatibilité propagée.

Remarque 4.8

Dans le cadre d’une compatibilité propagée, la relation liant q1 à q′1 se transmet à tous les états

rencontrés sur la séquence excepté q ′2, d’où son nom. �

q1 q′1

q′11

q′1n

q2 q′2

∀

∃

≤
≤
≤

≤

Fig. 4.1 – Compatibilité propagée pour les STEBS.

Enfin, une compatibilité (forte, transitive, propagée) est dite stricte lorsque nous en

considérons la relation < en lieu et place de ≤ dans les définitions précédentes.

3Notons que cette forme de compatibilité est dite � vers le haut � (par analogie à la fermeture d’un ensemble). Il
existe aussi des résultats de décidabilité lorsque la compatibilité inverse (donc � vers le bas � ) est considérée [72, 41].

4Dans[41], les auteurs considèrent de plus la compatibilité refléxive pour laquelle la séquence de q′
1 à q′2 est

soit vide, soit de longueur 1. Cette propriété s’avère utile dans le cadre d’une compatibilité “vers le bas”, c’est
pourquoi nous ne la considérons pas présentement.



4.2 Lossy SFR Embarqués 95

Résultats de décidabilité pour les STEBS. Nous décrivons maintenant comment les

propriétés des beaux-quasi-ordres (voir en section 1.1.1, page 25) permettent de décider les

problèmes de couverture (C), de terminaison (T), de bornitude (B) et de model-checking de

(EG) pour les STEBS (sous réserve de certaines hypothèses). Les résultats et les argumenta-

tions qui les accompagnent proviennent de [41].

– Couverture (C). Rappelons que Pred donne l’ensemble des prédécesseurs immédiats

d’un état (ou d’un ensemble d’états) d’un système de transitions étiqueté (voir la sec-

tion 1.3.1, page 28), et qu’une base finie pour un ensemble clos par le haut X ⊆ E est un

ensemble fini Y ⊆ E tel que ↑Y = X (voir section 1.1.2, page 25).

Définition 4.9 (Pred-base effective [41])

Un STEBS a une Pred-base effective [41] s’il existe un algorithme qui calcule une base finie

pb(q) pour ↑Pred(↑q), quel que soit l’état q ∈ Q. �

Rappelons que (C) consiste à décider si q ′ ∈ Pred∗(↑q) (q′ couvre q). Supposons qu’un

STEBS S dispose d’une Pred-base effective. Alors, la série (↑Kn)n≥0 définie par K0 = q

et Kn+1 = Kn ∪ pb(Kn) converge, au sens où ∃m, ↑Km = ↑Km+1, (par le lemme 1.5,

page 26) vers Pred∗(↑q). Il suffit alors que ≤ soit une relation décidable pour que (C) soit

décidable.

– Terminaison (T).

Définition 4.10 (Arbre d’accessibilité fini [41])

L’arbre d’accessibilité fini [41] FRT (S) du système de transitions S est l’arbre orienté dont les

nœuds sont étiquettés par les états q de S (noté n : q) de la façon suivante :

– La racine n0 est associée à l’état initial de S : n0 : q0,

– Un nœud n : q a un fils par successeur de q, sauf lorsque sur la branche de n0 à n il existe

un nœud n′ : q′ avec q′ ≤ q (q couvre q′) auquel cas le nœud est une feuille de l’arbre (il

n’est pas développé).

�

Une feuille n : q est couvrante s’il existe un noeud n′ : q′ sur la branche menant de la

racine n0 : q0 à n : q, tel que q′ ≤ q.

Alors, S admet une exécution infinie si et seulement si FRT (S) admet une feuille couvrante

(par la compatibilité). Le calcul de FRT (S) est possible à partir du moment où Succ est

effective.

– Bornitude (B). Nous considérons, pour ce problème, que la compatibilité entre ≤ et −→

est stricte. La bornitude de S se réduit à décider s’il existe une feuille de FRT (S) qui

est strictement couverte. En effet, si une telle feuille existe, par la compatibilité stricte, S

admet une exécution infinie où un nombre infini d’états différents sont visités. À l’inverse,

si S n’est pas borné, puisque chacun de ses états accessibles peut être atteint sans exécuter

de cycle, il existe une exécution sans cycle de S qui est un chemin maximal de FRT (S).

Par la définition 4.10 (page 95), la feuille de cette branche (qui correspond au chemin
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maximal) n′ : q′ est couverte par un nœud n : q tels que q ′ 6= q, et, en supposant en outre

que < est antisymétrique5, q′ < q.

– Model-checking de (EG).

Définition 4.11 (Propriété close vers le haut ou vers le bas)

Nous dirons qu’une propriété φ est close vers le haut (resp. vers le bas) si et seulement si

l’ensemble des états de S qui satisfont φ :

{q ∈ Q | q � φ}

est clos vers le haut (resp. vers le bas). �

Lorsque la compatibilité est propagée, S a une exécution telle que tous les états visités

sont dans un ensemble clos I si et seulement si il existe un chemin maximal de FRT (S)

qui vérifie cette propriété. Alors, (EG), avec des propriétés atomiques closes vers le haut,

est décidable.

Le tableau suivant présente des conditions suffisantes pour obtenir la décidabilité des pro-

blèmes de la couverture, de la bornitude, de la terminaison et du model-checking du fragment

(EG) de la logique Ctl.

Couverture Terminaison Bornitude Model-checkinga

(C) (T) (B) (EG)

Compatibilité transitive transitive transitive stricte propagée

≤ (bqo) décidable (bqo) décidable (bqo) antisymétrique (bqo) décidable
décidable

effectivité Pred-base Succ Succ Succ

aPour des propriétés atomiques closes vers le haut.

Tab. 4.1 – Résultats de décidabilité pour les STEBS [41].

La bonne structuration des Lossy SFR Embarqués-BS

Définition 4.12 (Lossy SFR Embarqué-BS)

Un Lossy SFR Embarqué à environnement bien structuré (Lossy SFR Embarqué-BS) est un Lossy

SFR Embarqué S � q E tel que (E,≤E , πE) est un STEBS avec compatibilité transitive vérifiant :

– ≤E est un beau-quasi-ordre décidable sur QE l’ensemble des états de E,

– πE est un morphisme sur AE vérifiant πE(e) = e pour tout e ∈ (Σ)S et πE(e) 6∈ (Σ)S si

e 6∈ (Σ)S , (Σ)S étant l’alphabet des événements de S.

– SuccE est effective.

�

Remarque 4.13

Par la définition de πE imposée à l’environnement, et par la définition des STEBS (voir définition 4.7,

5Dans ce cas ≤ est un ordre partiel.
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page 93) nous avons la certitude que l’action a et la séquence σ mises en oeuvre pour la compatibilité

dans E :

q1 q′1

q2 q′2

∀

∃

a

≤

σ

≤

sont indistingables pour S. En effet, il retrouve dans a et σ la même séquence d’événements qui le

contraignent. �

Dans cette section, nous prouvons que les problèmes de la couverture (C), de l’accessibilité

(R), de la terminaison (T) et du model-checking du fragment (EG) sont décidables. Tous ces

résultats découlent de ceux de [41] pour les STEBS. Il reste donc à établir, d’une part que les

Lossy SFR Embarqués-BS sont bien structurés, et d’autre part, qu’ils disposent d’une Pred-base

effective.

Les Lossy SFR Embarqués-BS sont bien structurés. Pour prouver ce résultat, nous

introduisons tout d’abord un quasi-ordre sur les configurations de S � q E . Soit ≤
S � � E

la relation

binaire sur Q
S � � E

définie par :

〈qR, w, qE〉 ≤S � � E 〈q
′
R, w′, q′E〉 ⇔ qR = q′R et w 4 w′ et qE ≤E q′E (4.1)

Dans la suite, lorsque nous comparons deux configurations de S � q E , nous ne différencions pas

les états de R : nous écrivons explicitement qu’elles partagent le même état de R.

Lemme 4.14

≤
S � � E

est décidable. �

Preuve. Les relations = et 4 sont triviallement décidables sur QR et Σ∗
M respectivement et

par hypothèse, ≤E est décidable. �

Lemme 4.15

≤
S � � E

est un beau-quasi-ordre. �

Preuve. L’ensemble des états de R, QR, est fini, donc = est un bqo sur QR. Les mots w et w′

sont des mots finis sur ΣM , l’alphabet des événements mémorisables de R, et l’ordre sous-mot

4 est un bqo sur un espace (éventuellement infini) de mots finis par le lemme de Higman [62].

Finalement, ≤E est beau-quasi-ordre sur QE par hypothèse. Donc ≤
S � � E

est un bqo puisqu’il

est l’intersection de trois beaux-quasi-ordres. �

Soit π
S � � E

le morphisme sur A
S � � E

défini par :

π
S � � E

(a) =







ε si a = � l

a sinon
(4.2)
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Ce morphisme observe les exécutions du système en ignorant les transitions de perte.

Théorème 4.16

Soit S � q E un Lossy SFR Embarqué-BS, (S � q E,≤
S � � E

, π
S � � E

) est un STEBS avec compatibilité

propagée. �

Preuve. Soit (E,≤E , πE) l’environnement bien structuré de S � q E . Considérons les trois

configurations suivantes de S � q E :

〈q1
R, w1, q

1
E〉 〈q1

R, w′
1, q

′1
E〉

〈q2
R, w2, q

2
E〉

a

≤
R ��� E

Nous prouvons l’existence d’une configuration 〈q2
R, w′

2, q
′2
E〉 qui établit la compatibilité pro-

pagée entre −→S � � E et ≤S � � E quelle que soit a ∈ AS � � E.

Remarquons tout d’abord que si a = � l (a est une action de perte) il est possible d’exécuter

exactement la même action depuis 〈q1
R, w′

1, q
′1
R〉 et la compatiblitée (propagée) est évidente. Nous

considérons donc les autres action possibles pour S � q E (a 6= � l ) :

1. soit 〈q1
R, w1, q

1
E〉 est stable ; si 〈q1

R, w′
1, q

′1
E〉 est stable aussi, S � q E peut exécuter la

même action a car les deux configurations partagent le même état de R et l’environnement

est bien structuré. Le système atteint alors la configuration 〈q2
R, w′

2, q
′2
E〉 où q2

E ≤E q′2E par

hypothèse et w2 4 w′
2 quelle que soit a (mémorisation ou traitement immédiat). Et puisque

πS � � E(a) = a :

〈q1
R, w1, q

1
E〉 〈q1

R, w′
1, q

′1
E〉

〈q2
R, w2, q

2
E〉 〈q2

R, w′
2, q

′2
E〉

a

≤
R � � E

a

≤
R � � E

Mais, si 〈q1
R, w′

1, q
′1
E〉 est instable, S � q E ne peut pas y exécuter a puisque la priorité est

donnée au traitement des occurrences d’événements mémorisées. Cependant, le système

peut tout d’abord perdre les occurrences mémorisées qui rendent cette configuration in-

stable : ce sont les symboles de w′
1 qui n’appartiennent pas à

(

Σ!
q1
R

)∗
et atteindre ainsi

la configuration 〈q1
R, w′′

1 , q′1E〉. Nous avons w1 4 w′′
1 puisque w1 ∈

(

Σ!
q1
R

)∗
, w1 4 w′

1 et w′′
1

est obtenu en retirant tous les symboles de w′
1 qui n’appartient pas à Σ!

q1
R

. De plus, cette

configuration est stable. Alors, S � q E peut maintenant exécuter l’action a atteignant la

configuration 〈q2
R, w′

2, q
′2
E〉. Finalement π

S � � E
( � l .a) = a et nous obtenons la compatibilité

propagée :

〈q1
R, w1, q

1
E〉 〈q1

R, w′
1, q

′1
E〉

〈q1
R, w′′

1 , q′1E〉

〈q2
R, w2, q

2
E〉 〈q2

R, w′
2, q

′2
E〉

a

≤
R ��� E

� l

a

≤
R ��� E

≤
R ��� E
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2. soit 〈q1
R, w1, q

1
E〉 est instable, et par conséquent 〈q1

R, w′
1, q

′1
E〉 est aussi instable. Soient

w11 ∈
(

Σ!
q1
R

)∗
et w12 ∈ Σ∗

M les deux mots finis tels que w1 = w11ew12 avec e 6∈ Σ!
q1
R

. Alors,

depuis 〈q1
R, w1, q

1
E〉, S � q E consomme e. De même, nous notons w′

11 ∈ (ΣM \ {e})
∗ et

w′
12 ∈ Σ∗

M les deux mots finis tels que w′
1 = w′

11ew
′
12.

Lorsque w′
11 ∈

(

Σ!
q1
R

)∗
, S � q E consomme e depuis 〈q1

R, w′
1, q

′1
E〉 puisque c’est la plus

ancienne occurrence mémorisée qui peut être consommée dans cette configuration. En

remarquant que πS � � E(?e) =?e nous obtenons la compatibilité propagée entre −→S � � E et

≤S � � E :

〈q1
R, w1, q

1
E〉 〈q1

R, w′
1, q

′1
E〉

〈q2
R, w2, q

2
E〉 〈q2

R, w′
2, q

′2
E〉

?e

≤
R ��� E

?e
≤

R � � E

À l’opposé, si w′
11 6∈

(

Σ!
q1
R

)∗
il existe un événement e′ ∈

(

ΣM \ Σ!
q1
R

)

dont une occur-

rence mémorisée figure dans w′
11 : elle doit donc être consommée en priorité. Comme

pour le cas précédent, S � q E peut perdre les occurrences mémorisées gênantes : celles

qui apparâıssent dans w′
11 tout en n’appartenant pas à Σ!

q1
R

. Le système atteint alors la

configuration 〈q1
R, w′′

11ew
′
2, q

′1
R〉 avec w11 4 w′′

11 4 w′
11 puisque w′′

11 est obtenu depuis w′
11 en

perdant des occurrences mémorisées qui n’appartiennent pas à Σ!
q1
R

alors que w11 ∈
(

Σ!
q1
R

)∗

et w11 4 w′
11. Depuis cette dernière configuration, S � q E consomme la plus ancienne oc-

currence mémorisée de e et puisque π
S � � E

( � l .?e) =?e, nous obtenons la compatibilité

propagée :

〈q1
R, w1, q

1
E〉 〈q1

R, w′
1, q

′1
E〉

〈q1
R, w′′

1 , q′1E〉

〈q2
R, w2, q

2
E〉 〈q2

R, w′
2, q

′2
E〉

?e

≤
R ��� E

� l

?e

≤
R � � E

≤
R � � E

�

La relation ≤
S � � E

n’entre pas en compatibilité stricte avec −→S � � E . Il est donc interessant de

chercher une relation qui permette ce type de compatibilité dans le but d’obtenir la décidabilité

du problème de la bornitude.

Propriété 4.17

Il n’existe pas d’ordre partiel (i.e. de (bqo) antisymétrique) <S � � E tel que (S � q E,<S � � E , πS � � E)

est un système de transitions étiquetté bien structuré avec compatibilité stricte. �

Preuve. Si <
S � � E

existe, alors (B) est décidable (voir tableau 4.1, page 96) alors que ce

problème est indécidable comme nous le montrons dans le théorème 4.27, page 106. �
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Les Lossy SFR Embarqués-BS ont une Pred-base effective. Rappelons que l’opération

Pred-base consiste à calculer une base finie pour l’ensemble ↑Pred(↑q) (si elle est appliquée

à q). Nous devons par conséquent étendre la définition de Pred
S||E (définition 2.15, page 46)

pour prendre en compte les transitions de perte. Depuis une configuration donnée 〈qR, w, qE〉, il

est possible d’atteindre, par une transition de perte, toutes les configurations 〈qR, w′, qE〉 avec

w′ 4 w. Par conséquent, pour un Lossy SFR Embarqué-BS, S � q E , l’ensemble des prédecesseurs

d’une configuration est défini par :

Pred
S � � E

(〈qR, w, qE〉) = PredS||E(〈qR, w, qE〉) ∪ {〈qR, w′, qE〉 |w
′ ∈ ↑w} (4.3)

Propriété 4.18

Un Lossy SFR Embarqué-BS, S � q E , a une Pred-base effective si son environnement E a une

Pred-base effective. �

Preuve. Soit S � q E , un Lossy SFR Embarqué-BS tel que (E,≤E , πE) est un STEBS avec

Pred-base effective. Soit �S le Lossy SFR obtenu depuis R en respect de la définition 4.3 (page 90).

Nous notons ≤ � S la relation binaire sur Q � S définie par :

(qR, w) ≤ � S (q′R, w′) ⇔ qR = q′R et w 4 w′

Cette relation est un beau-quasi-ordre puisque = est un bqo sur l’ensemble fini des états de R

et 4 est un bqo sur un ensemble de mots finis par le lemme de Higman [62]. De plus, il est clair

que ≤ � S est décidable.

D’après la définition de Pred
S � � E

de l’équation (4.3) ci-dessus, nous avons :

Prede
S � � E

(↑〈qR, w, qE〉) = Prede
� S

(↑(qR, w))× PredeE(↑qE)

Pred!e
S � � E

(↑〈qR, w, qE〉) = Pred!e

� S
(↑(qR, w))× PredeE(↑qE)

Pred?e
S � � E

(↑〈qR, w, qE〉) = Pred?e

� S
(↑(qR, w))× qE

Pred � l
S � � E

(↑〈qR, w, qE〉) = ↑〈qR, w, qE〉

(4.4)

où la clôture vers le haut d’une configuration de �S , ↑(qR, w), est définie relativement à ≤ � S .

Puisque par hypothèse (E,≤E , πE) a une Pred-base effective, il suffit de prouver que c’est aussi

le cas de �S .

Le cas a = � l est résolu puisqu’ici 〈qR, w, qE〉 est une base finie pour Pred � l
S � � E

(↑〈qR, w, qE〉).

Nous considérons alors une action a ∈ A � S différente d’une action de perte a 6= � l . Lors du calcul

de Preda

� S
((qR, w)) la principale difficulté provient du calcul pour la file. En effet, Preda

R(qR)

est aisément obtenu, mais l’ensemble des mots w ′ ∈ Σ∗
M tels qu’il existe w′′ ∈ ↑w, w 4 w′′ et

(q′R, w′)
a
−→ � S (qR, w′′) est plus difficilement caractérisable. Dans la suite, t représente la transi-

tion q′R
a
−→R qR et nous notons :

Predt(↑w) = {w′ ∈ Σ∗
M | ∃w

′′ ∈ ↑w t.q. (q′R, w′)
a
−→ � S (qR, w′′)} (4.5)
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l’ensemble des contenus de file w′ qui permettent de couvrir w, par un mot w′′, après le franchis-

sement de la transition (q′R, w′)
a
−→ � S (qR, w′′). Supposons que nous pouvons calculer une base

finie pour ↑Predt(↑w), alors, d’après l’équation (4.4), nous avons :

↑Preda

� S
(↑(qR, w)) =

⋃

t=q′
R

a
−→R qR

(
q′R × ↑Predt(↑w)

)
(4.6)

et nous en déduisons que �S a une Pred-base effective, et par conséquent il en est de même pour

S � q E .

Il nous reste maintenant à prouver que nous pouvons calculer une base finie pour ↑Predt(↑w).

Notons tout d’abord que pour tout alphabet fini Σ, quel que soit w ∈ Σ∗, ↑w = w tt Σ∗ et quel

que soit Σ′ ⊆ Σ, ↑(Σ′∗) = Σ∗. Examinons maintenant chacune des possibilités pour l’action a :

a = e, (t = q′R
e
−→R qR) Une transition de traitement immédiat (q ′R, w′)

e
−→ � S (qR, w) laisse

la file invariante : w = w′ (voir (4b), définition 2.11, page 44). Par conséquent, lorsque

w 6∈ (Σ!
q′
R
)∗, quel que soit w′′ ∈ ↑w, w′′ 6∈ (Σ!

q′
R
)∗, donc la transition (q′R, w′′)

e
−→ � S (qR, w′′)

n’est pas franchissable. Alors Predt(↑w) = ∅ et l’ensemble vide constitue une base finie

pour ↑Predt(↑w).

À l’inverse, lorsque w ∈ (Σ!
q′
R
)∗, Predt(↑w) est l’ensemble des mots w′ tels que (1) (q′R, w′)

est stable (la transition est franchissable) et (2) w ′ couvre w, c’est à dire Predt(↑w) =

(Σ!
q′
R
)∗ ∩ ↑w = (Σ!

q′
R
)∗ tt w. Donc :

↑Predt(↑w) = ↑
((

Σ!
q′
R

)∗
tt w

)

= ↑
((

Σ!
q′
R

)∗)

tt ↑w

= (ΣM)∗ tt ↑w

= ↑w

Par conséquent, w constitue une base finie pour ↑Predt(↑w).

a =!e, (t = q′R
!e
−−→R q′R) Remarquons tout d’abord que même si w ne se termine pas par

e, Predt(↑w) n’est pas vide puisque cet ensemble contient les prédecesseurs des mots qui

couvrent w, qui peuvent, eux, se terminer par e. Nous devons donc différencier ces deux

cas : notons z le mot défini par z = w si w 6∈ (Σ∗
M .e) et z.e = w sinon.

De même que pour le cas précédent, Predt(↑w) = ∅ lorsque w 6∈ (Σ!
q′
R
)∗ et la base vide est

alors génératrice de ↑Predt(↑w).

Lorsque w ∈ (Σ!
q′
R
)∗ les mots w′ qui permettent (1) de franchir q′R

!e
−−→R q′R (tels que (q′R, w′)

est stable) et (2) de couvrir w sont définis par : w ′ ∈ (Σ!
q′
R
)∗ tt ↑z. Par le même calcul

que pour le cas précédent ↑Predt(↑w) = ↑z, alors z constitue la base finie recherchée.

a =?e, (t = q′R
?e
−−→R qR) Soit w1 le plus grand préfixe de w qui appartient à (Σ!

q′
R
)∗ et w2

le mot fini tel que w = w1w2. Pour franchir la transition q′R
?e
−−→R qR il faut que la file en

q′R contienne une occurrence de e qui soit la plus ancienne occurrence consommable en q ′
R.

Donc cette file appartient à (w1 tt e).w2 =
⋃

w11∈prefix (w1)

(w11.e).(w
−1
11 w1w2).
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Nous cherchons l’ensemble des files w′ (1) qui permettent de franchir la transition

q′R
?e
−−→R qR et (2) telles que les files w′′ obtenues après l’exécution de la transition

(q′R, w′)
?e
−−→ � S (qR, w′′) couvrent w (c’est à dire w 4 w′′). Par conséquent :

Predt(↑w) =
⋃

w11∈prefix (w1)

(

(w11.e) tt (Σ!
q′
R
)∗
)

.↑(w−1
11 w1w2)

Il vient alors :

↑Predt(↑w) = ↑




⋃

w11∈prefix (w1)

(

(w11.e) tt (Σ!
q′
R
)∗
)

.↑(w−1
11 w1w2)





Par le lemme 1.3 (page 26) :

↑Predt(↑w) =
⋃

w11∈prefix (w1)

↑
(

(w11.e) tt (Σ!
q′
R
)∗
)

.↑
(
↑(w−1

11 w1w2)
)

=
⋃

w11∈prefix (w1)

↑(w11.e).↑(w
−1
11 w1w2)

= ↑
⋃

w11∈prefix (w1)

[
(w11.e.w

−1
11 w1).w2

]

= ↑((w1 tt e).w2)

Puisque w1 est fini (car w est fini), (w1 tt e).w2 constitue une base finie pour ↑Predt(↑w).

�

Résultats de décidabilité pour les Lossy SFR Embarqués-BS. Il suffit désormais d’ap-

pliquer les résultats du tableau 4.1, et nous obtenons :

Théorème 4.19

Les problèmes suivants sont décidables pour les Lossy SFR Embarqués-BS, pourvu que les conditions

requises soient vérifiées :

Couverture Accessibilité Model-checking Model-checking

(C) (R) (EF) (EG)

Conditions
Pred-base effective pour E

Propriétés atomiques

nécessaires closes vers le haut

�

Les trois premiers résultats sont la conséquence directe de la bonne structure des Lossy SFR

Embarqués-BS. La décidabilité de l’accessibilité (R) vient d’une part de la décidabilité de la

couverture, et, d’autre part, de la définition de � l . La décidabilité du model-checking de (EF)

provient alors directement de l’équivalence avec (R).
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Notons que la décidabilité du model-checking de (EF) permet de décider, par négation

des formules, la satisfaction des propriétés de Ctl contruites uniquement avec les modalités

AG et AX, et des propriétés atomiques closes vers le bas. La plupart des formules de sûreté,

informellement «une situation mauvaise de ne produit jamais», peuvent s’exprimer par une

propriété de la forme AGφ. Dans ce cas φ décrit les bonnes propriétés qui doivent toujours être

vérifiées.

Remarque 4.20

Les Lossy SFR Embarqués-BS constituent une surapproximation6 des SFR Embarqués, au sens où,

quels que soient S et E, [[ S||E ]]⊆[[ S � q E ]]. Toute formule de sûreté :

– exprimée sur les configurations stables,

– et invariante par bégaiement,

vérifiée par S � q E est donc aussi vérifiée par S||E. Ce résultat positif nous permet donc de vérifier

des propriétés de sûreté pour les SFR Embarqués, à condition toute fois que la surapproximation soit

assez fine. �

4.2.2 Résultats d’indécidabilité pour des environnements ultimement pério-

diques

La bonne structure des Lossy SFR Embarqués-BS n’est cependant pas suffisante pour obtenir

la décidabilité des autres problèmes d’interêt. En effet, comme nous le montrons maintenant, les

Lossy SFR Embarqués sont équivalents aux machines à compteurs avec perte (Lossy machines à

compteurs (LMC)) pour lesquelles l’indécidabilité des problèmes (B), (Mc-LTL) et (Mc-CTL)

est établie.

Lossy machines à compteurs

À la manière des systèmes à file réactifs embarqués, les Lossy machines à compteurs [77],

sont obtenues depuis les machines à compteurs (définition 3.1, page 70) par une simple extension

de leur sémantique, c’est à dire en ajoutant la règle :

4. 〈q,m1, . . . ,mn〉 −→ 〈q,m
′
1, . . . ,m

′
n〉 si ∀i ∈ {1, . . . , n}, m′

i ≤ mi.

à celles présentées en section 3.1.1, page 70. Comme pour les SFR Embarqués, la perte, c’est

à dire, la décroissance spontanée des compteurs, n’est pas déterministe, ni controllable par la

machine (ce qui se traduit par le fait qu’elle ne change pas d’état q lors de la transition).

Remarque 4.21

Dans [77], Mayr considère une définition de l’action de perte plus générale que celle-ci :

〈q,m1, . . . ,mn〉 −→ 〈q,m
′
1, . . . ,m

′
n〉 si

n∑

i=1

m′
i ≤

n∑

i=1

mi

La relation que nous considérons est par ailleurs baptisée «relation de perte classique» dans [77].

Nous présentons les résultats de [77] en nous restreignant à la «relation de perte classique» du fait

6Abstraction faite des transitions de perte.
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de notre étude. �

Remarque 4.22

La construction de Minsky [80] qui permet de transformer une machine à n compteurs, en une

machine à 2 compteurs équivalente, ne s’étend pas aux machines à compteurs avec perte : le codage

utilisé (via les nombres de Gödel) n’est pas robuste vis à vis de la relation de perte. Les nombres

de compteurs cités dans les résultats ont donc leur importance. �

Lemme 4.23 (Mayr [77])

Les résultats suivant sont indécidables pour les Lossy machines à compteurs :

Bornitude Model-checking Model-checking

(B) de LTL (Mc-LTL) de CTL (Mc-CTL)

Nb. de compteurs
3∗ 3∗ 4

nécessaires

Type de
déterministe Non déterministe

machine

�

Pour les résultats marqués par un asterisque ∗ dans le lemme 4.23, Mayr donne une preuve

pour des Lossy machines avec au moins 4 compteurs. Nous donnons en annexe B (page 201) les

preuves complètes de ces résultats pour 3 compteurs.

Remarque 4.24

La différence portant sur le nombre d’événements mémorisables pour le model-checking de Ltl et

de Ctl provient de la différence d’expressivité de ces deux logiques. Ainsi, le problème de l’état

récurrent7 utilisé pour la preuve de l’indécidabilité du model-checking de Ltl ne peut pas être

exprimé en Ctl puisqu’elle ne peut pas distinguer une exécution particulière de la machine. À notre

connaissance, le problème du model-checking de Ctl pour les Lossy machines à 2 et 3 compteurs,

ainsi que le problème du model-checking de Ltl pour les Lossy machines à 2 compteurs sont ouverts.

�

Corollaire 4.25

L’ensemble des configurations accessibles RS( �M ) d’une Lossy machine à 3 compteurs �M est recon-

naissable, mais il n’existe pas de procédure effective pour en calculer une représentation finie. �

Preuve. Par la définition de � l , RS( �M) est clos vers le bas et donc reconnaissable. Par

contre, l’indécidabilité de la bornitude (B) implique qu’il n’existe pas de procédure effective

pour calculer une représentation finie de RS( �M ). �

7Est-ce qu’un état q donné est visité infiniment souvent lors de l’exécution de la machine ?
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Simulation des LMC par les Lossy SFR Embarqués

Maintenant que les résultats d’indécidabilité sont établis pour les Lossy Machines à comp-

teurs, il reste à prouver leur simulation par les Lossy SFR Embarqués. Ce résultat n’est pas

immédiat, car la simulation dans le cas sans perte (établie par le théorème 3.6, page 76) n’est pas

préservée par l’ajout de la sémantique de perte : alors que les instructions d’une Lossy machine

à compteurs sont atomiques vis-à-vis des actions de perte, cela n’est pas le cas des structures

d’AFR utilisées pour la simulation (présentées en page 73) et en définition 3.5, page 75). En

effet, la perte peut se produire au beau milieu de l’exécution de ces structures de simulation.

De plus, la remarque 4.22 (page 104) impose que nous prouvions la simulation des Lossy

machines à n compteurs déterministes par les Lossy SFR Embarqués avec n événements

mémorisables.

Cependant, cette relation de simulation est préservée malgré la sémantique de perte.

Théorème 4.26

Pour toute Lossy machine à n compteurs déterministe M , il existe un Lossy SFR Embarqué avec n

événements mémorisables et un environnement périodique, qui simule M �

La preuve complète de ce théorème est donnée en annexe C, page 205.

Résultats d’indécidabilité. Le théorème 4.26 nous permet d’obtenir immédiatement l’in-

décidabilité de la bornitude pour les Lossy SFR Embarqués. Cependant, l’obtention de l’indé-

cidabilité du model-checking pour Ltl et Ctl n’est pas aussi immédiate. En effet, les Lossy

machines à compteurs �M utilisées pour ces preuves ne sont pas déterministes. Ceci provient de

l’utilisation d’une boucle d’incrémentation sur l’état initial8 :

q′0 q0

κ++

c1=0?

pour «deviner» la valeur de la capacité κ qui permet à la machine d’avoir une exécution infinie.

Notons que les autres instructions de �M respectent le déterminisme.

Or, un (Lossy) SFR Embarqué à environnement périodique ne peut pas simuler l’indétermi-

nisme : il a une et une seule exécution. Nous devons donc augmenter la puissance de l’environ-

nement afin de simuler les machines �M précédemment considérées.

Considérons la Lossy machine à 3 compteurs �M construite pour prouver l’indécidabilité du

model-checking de Ltl (lemme B.1, page 201). Soit S � q E le Lossy SFR Embarqué corres-

pondant, par le théorème 4.26, à la machine �M , excepté les instructions issues de q ′0. Il reste à

simuler les instructions de q′0 représentées ci-dessus. Nous nommons e1, e2 et eκ les événements

qui simulent respectivement les compteurs c1, c2 et κ de �M . Nous augmentons la puissance de

l’environnement E en lui permettant tout d’abord d’émettre un nombre indéterminé d’occur-

rences de eκ :

8κ est le troisième compteur de la machine considérée dans cette preuve. Il sert à stocker la � capacité � [29] de
la machine, c’est à dire, le nombre de transitions de perte qu’elle peut effectuer.
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q′0E q0
E q1

E q2
E q3

E q4
E

eκ

τ τ e1 e2 eκ

τ

Puis les instructions de q′0 sont traduites dans R de façon à permettre la mémorisation de ces

premières occurrences de eκ pour atteindre une configuration 〈q0
R, w, q0

E〉 avec Ψw =
(

0 0 n
)

,

n ∈ N. Ceci se transcrit par la structure :

q′0R q0
R

!eκ

τ

Nous obtenons donc un Lossy SFR Embarqué à environnement ultimement périodique

qui simule �M . Nous procédons de même pour l’indécidabilité de (Mc-CTL), avec cette fois-ci 4

compteurs.

Par conséquent, nous avons les résultats suivants :

Théorème 4.27

Les problèmes suivants sont indécidables pour les Lossy SFR Embarqués :

Bornitude Model-checking Ltl Model-checking Ctl

(B) (Mc-LTL) (Mc-CTL)

Nb d’événements
3 3 4

mémorisables

Environnement périodique ultimement périodique

De plus, l’espace des configurations accessibles d’un Lossy SFR Embarqué est reconnaissable,

sans qu’il existe toutefois de procédure effective pour le calculer. �



Chapitre 5

Test de non-bornitude pour les SFR

Embarqués

Dans les deux chapitres précédents, nous avons montré que le problème de la bornitude (B)

n’est généralement pas décidable pour les systèmes à file réactifs embarqués. Cependant, cette

propriété du modèle est cruciale puisque :

– dans le but de vérifier que celui-ci est bien conforme aux spécifications qui ont guidé sa

conception, les techniques de vérification utilisées diffèrent suivant que le modèle est fini

ou infini,

– dans le but d’implanter le système, il faut s’assurer qu’il est bien borné sachant qu’il n’existe

pas de dispositif qui permette la mémorisation d’un nombre non borné d’éléments.

Nous proposons donc une procédure de test qui va parfois nous permettre d’apporter une

réponse à ce problème. Elle repose sur les mêmes principes que les tests U de [66] et V de [39]

définis pour les automates à file Fifo. Il s’agit de développer l’arbre d’accessibilité à la recherche

d’un comportement du système qui rend la file non bornée.

Comme nous l’expliquons dans la première section, cela se résume à chercher des comporte-

ments périodiques qui sont les seuls vraiment détectables, comme dans le cas des automates à

file Fifo [66, 39]. Dans la deuxième section, nous montrons justement comment décider si une

séquence est itérable, en tenant donc compte de la politique Fiffo qui est appliquée à la file.

Pour finir cette section, nous présentons un algorithme de décision de l’itérabilité dont la com-

plexité est linéaire en la longueur de la séquence considérée. Ceci nous a permis d’implémenter

notre test de façon efficace dans l’outil TeTU, introduit en section 5.3.

5.1 Principe du test

L’idée de notre test est d’examiner les exécutions d’un système à file réactifs S||E, à la

recherche d’éléments qui nous permettent d’établir que celui-ci n’est pas borné. Rappelons en

effet que lorsque S||E est borné, le développement de ses exécutions permet facilement de s’en

assurer, et c’est par conséquent lorsque S||E n’est pas borné qu’intervient la difficulté. Nous

consacrons donc la suite de ce chapitre à la découverte d’un critère, noté I, qui nous indique

pendant l’exploration des exécutions de S||E que celui-ci n’est pas borné.
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5.1.1 Exemple

Prenons pour exemples d’une part le système à file réactif (S||E)ap de la figure 3.7 (page 83)

dont l’exécution est apériodique et égale à la séquence d’actions :

[[ (S||E)ap ]]= τe1e2ττe1!e2τ
∞⊙

n=1

[

(?e1τ?e2!e1!e2τ)2(n−1) (?e2τ !e1e2τ) τ?e1!e1e2ττ !e1e2τ

(?e1τ?e1!e1!e2τ)2n−1 (?e1τe1!e2τ) τe1?e2!e2ττe1!e2τ
]

et d’autre part le système à file réactif (S||E)p obtenu en plongeant l’AFR de la figure 3.5(a)

(page 82) dans l’environnement représenté en figure 5.1 dont une partie de l’arbre d’accessibilité

q0
E q1

E q2
E

e1, e2 τ

e1, e2

Fig. 5.1 – Environnement rationnel E.

est montrée en figure 5.2. Dans cet arbre, les nœuds n sont étiquetés par des configurations du

système. Les nœuds encadrés ont déjà été rencontrés sur la même branche. Ils correspondent

donc à des cycles dans l’exécution du système. Les deux systèmes, (S||E)p et (S||E)ap, sont non
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Fig. 5.2 – Arbre d’accessibilité RT ((S||E)p).

bornés : (S||E)ap car son exécution est apériodique (voir la remarque 3.9, page 80) et (S||E)p
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car il apparâıt clairement que les comportements A et B, entourés dans son arbre d’accessibilité,

sont itérables et font crôıtre la taille de la file.

5.1.2 Relation I

Nous souhaitons trouver une relation I, entre les nœuds de l’arbre d’accessibilité du système,

qui capture la loi d’évolution de celui-ci. Ainsi, pour détecter la non-bornitude de (S||E)ap, la

relation I doit lier les configurations 〈q3
R, (e2)

2n+1, q0
E〉, avec n ≥ 0, qui engendrent le comporte-

ment apériodique (voir section 3.3.1). Alors que pour (S||E)p, il faut relier les configurations de

la forme 〈q0
R, (e2)

2n, q0
E〉, avec n ≥ 0, lorsque la séquence d’actions !e2τ !e2 est considérée, et les

configurations 〈q2
R, (e1)

2n, q2
E〉, où n ≥ 0, lorsque nous considérons la séquence !e1!e1τ puisque

ces exécutions sont itérables et elles font crôıtre le nombre d’occurrences mémorisées.

D’une façon générale et à la manière de [66], nous cherchons donc une relation I telle que :

∀σ ∈
(
AS||E

)∗
, s

σ
−→ s′ et I(s, s′) ⇒ ∃σ′ ∈

(
AS||E

)∗
, s′

σ′

−−→ s′′ et I(s′, s′′) (5.1)

où s, s′ et s′′ sont trois nœuds de l’arbre d’accessibilité du système S||E.

Cependant, la propriété (5.1) introduit une définition trop générale de I. Il est en effet

impossible dans la plupart des cas de déterminer l’existence d’un telle séquence σ ′. Mais, bien

souvent, lorsque le système n’est pas borné, il admet une exécution périodique (constituée par

l’itération infinie d’une séquence σ) sur laquelle la taille de la file crôıt. Nous choisissons donc

de restreindre I à la détection de comportements périodiques :

∀σ ∈
(
AS||E

)∗
, s

σ
−→ s′ et I(s, s′) ⇒ s′

σ
−→ s′′ et I(s′, s′′) (5.2)

La relation I définie par l’équation (5.2) est donc une relation d’iterabilité infinie.

Lemme 5.1

Soit S||E un système à file réactif. Supposons que nous connaissons une relation I correspondant à

l’équation (5.2), et soit σ la séquence itérable capturée par I.

S’il existe e ∈ ΣM tel que |σ|!e > |σ|?e, alors S||E est non borné. �

Preuve. Par la définition de I, dans l’équation (5.2) ci-dessus, la séquence σ est infiniment

itérable. S’il existe un tel événement e, alors dans les configurations qui étiquettent les nœuds

s, s′, s′′, . . . de RT (S||E) liés par I, le nombre d’occurrences mémorisées de e est strictement

croissant. On en déduit que S||E admet une exécution pour laquelle il est non borné (celle qui

consiste à itérer σ infiniment). �

Le test de non-bornitude s’effectue alors en développant l’arbre d’accessibilité à la recherche

de deux nœuds s et s′ apparaissant sur la même branche et tels que I(s, s′). Lorsque de plus la

séquence σ qui lie s à s′ respecte les critères du lemme 5.1, le test s’arrête et nous concluons que

le système n’est pas borné. Il est alors possible d’exhiber le comportement incriminé. Lorsque

cette séquence laisse la file bornée, la recherche se poursuit puisqu’il est alors impossible de tirer

la moindre conclusion sur la bornitude de S||E. D’où l’appelation de «Test de non-bornitude».
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À la manière de Karp & Miller, lorsqu’un cycle est trouvé dans l’arbre d’accessibilité (deux

occurrences d’une même configuration sur une même branche de l’arbre), le nœud concerné

n’est pas développé. Dans le cas où E est fini, nous avons la garantie que notre test se termine

lorsque S||E est borné.

Rappelons que nous avons montré en section 3.3.1 (page 85) que pour des environnements

périodiques, la périodicité de l’exécution d’un SFR Embarqué est indécidable lorsqu’il possède 2

événements mémorisables (théorème 3.12, page 86), alors qu’elle est décidable s’il ne possède pas

plus d’un événement mémorisable (théorème 3.14, page 87). Par conséquent, l’obtention de la

relation I nous donne, conjointement à la méthode de test, un algorithme pour calculer la borne

de la file lorsque le SFR Embarqué considéré n’a pas plus d’un événement mémorisable. Dans

le cas des SFR Embarqués avec 2 événements mémorisables (et plus), nous pouvons seulement

espérer obtenir cette information par ce test puisqu’il n’existe pas d’algorithme.

Il reste maintenant à caractériser la relation I, et donc, à s’intéresser aux conditions qui

différencient une séquence itérable, d’une séquence non itérable.

5.2 Décision de l’itérabilité d’une séquence

Soit σ une séquence finie de transitions dans un SFR Embarqué S||E :

σ = 〈q1
R, w1, q

1
E〉

a1−−→S||E 〈q
2
R, w2, q

2
E〉

a2−−→S||E . . .
an−−→S||E 〈q

n+1
R , wn+1, q

n+1
E 〉 (5.3)

Pour que cette séquence soit itérable, il faut tout d’abord que q1
R = qn+1

R : c’est à dire que

cette séquence forme un cycle dans R. Ensuite, les 2 conditions nécessaires suivantes, (CN1) et

(CN2) doivent être satisfaites :

– l’environnement E peut répéter infiniment la séquence d’événements σE qui contraint σ :

(CN1) σE est un cycle itérable dans E

– σ est auto suffisante vis-à-vis des occurrences mémorisées. En effet, puisque, dans chaque

configuration, il n’y a qu’un nombre fini d’occurrences mémorisées, si un événement donné

est consommé plus de fois qu’il est mémorisé sur σ, après un nombre fini d’itérations de

la séquence, il n’y a plus d’occurrence mémorisée de cet événement, et σ n’est donc plus

exécutable.

(CN2) pour tout événement mémorisable e, |a1 . . . an|!e ≥ |a1 . . . an|?e.

Désormais, nous faisons donc l’hypothèse que les conditions (CN1) et (CN2) sont vérifiées

par σ. Nous pouvons donc nous intéresser à l’itérabilité des cycles dans les SFR, indépendament

de l’environnement considéré. Il reste donc à formuler des conditions suffisantes d’itérabilité, en

considérant particulièrement les occurrences d’événements mémorisées.

Pour pouvoir exécuter la séquence σ, il faut que chacune des transitions qui composent σ

soit franchissable. La possibilité de franchir une transition (q, w)
a
−→S (q′, w′), dans un SFR S,

est dépendante de sa priorité sur les autres transitions issues de q. Par exemple, une transition
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d’action a = e, e ∈ Σ, est inhibée en (q, w) dès lors que w contient une occurrence consommable

en q : w 6∈
(
Σ!

q

)∗
(point (4b), définition 2.11, page 44). Nous notons alors p(a, q) les propriétés

qui doivent être vérifiées par w pour que la transition (q, w)
a
−→S (q′, w′) soit franchissable.

Conformément à la définition 2.11 (page 44), les conditions de franchissement, pour chaque type

de transitions, sont définies par les propriétés suivantes :

– Pour une transition de traitement immédiat 〈qR, w, qE〉
e
−→S||E 〈q

′
R, w, q′E〉, il ne faut pas

que w contienne une occurrence d’événement qui peut être consommée en qR. En effet,

dans ce cas, la transition de traitement différé a la priorité. La file w doit donc vérifier

w ∈
(
Σ!

qR

)∗
, ce que nous notons par la propriété : p(e, qR) =

∧

e′∈(ΣM\Σ!
qR

)
[e′ 6∈].

– Pour une transition de mémorisation 〈qR, w, qE〉
!e
−−→S||E 〈qR, we, q′E〉, de même que pré-

cédemment, la configuration 〈qR, w, qE〉 doit être stable. Ici encore, nous notons cette

propriété : p(!e, qR) =
∧

e′∈(ΣM\Σ!
qR

)
[e′ 6∈].

– Finalement, pour une transition de consommation 〈qR, w1ew2, qE〉
?e
−−→S||E 〈q

′
R, w1w2, q

′
E〉,

il faut que e soit prioritaire, c’est à dire qu’il n’existe par d’événement dans w1 qui puisse

être consommé en qR :w1 ∈
(
Σ!

qR

)∗
. De plus, e doit effectivement être mémorisé dans w.

Nous notons tout ceci : p(?e, qR) =




∧

e′∈(ΣM\Σ!
qR

)
[e v e′]



 ∧ [e ∈].

Ces propriétés expriment des notions d’appartenance et de précédence de symboles dans la

file de mémorisation. À chaque instant, cette file ne contient qu’un nombre fini d’occurrences

mémorisées d’événements. Nous définissons donc la sémantique de ces propriétés sur les mots

finis w par :

– w � [e ∈] ⇔ ∃i ∈ {1, . . . , |w|} t.q. wi = e,

– w � [e 6∈] ⇔ w 2 [e ∈],

– e � [e v e′] ⇔ ∀i < mink{wk = e}, wi 6= e′.

et un mot w vérifie une conjonction de propriétés s’il vérifie chacune d’elles.

Remarquons que les propriétés p(a, q) sont formées de conjonctions de propriétés d’appar-

tenance et/ou de précédence qui font intervenir, au plus, 2 événements. De plus, la satisfaction

des propriétés [e ∈], [e 6∈] ne dépend que de la présence de l’événement e dans le mot w sur

lequel elles sont interprétées. De même, la satisfaction d’une propriété de précédence [e v e ′]

ne dépend que de l’ordre des premières occurrences de e et e′, dans le mot w sur lequel elle est

interprétée. Donc, la satisfaction des propriétés d’appartenance et de précédence est uniquement

liée aux événements qu’elles impliquent, et en aucun cas, aux autres événements mémorisables

de l’AFR considéré. Dans la suite, nous considérons donc que les propriétés d’appartenance et de

précédence sont interprétées sur des mots finis dont l’alphabet est formé des événements utilisés

dans la propriété. Par conséquent, [e ∈] est interprétée sur les mots finis de {e}∗ et [e v e′] est

interprétée sur les mots finis formés sur l’alphabet {e, e′}.

En notant p(ai, q
i
R) la propriété qui définit les conditions dans lesquelles ai est exécutable en

qi
R, il vient que la séquence σ est exécutable si et seulement si : w1 � p(a1, q

1
R), w2 � p(a2, q

2
R),. . .et

wn � p(an, qn
R). En effet, chaque transition doit être franchissable : donc pour tout i ∈ {1, . . . , n},

il est nécessaire que wi � p(ai, q
i
R). Et, si la séquence est exécutable, chacune de ses transitions
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est franchissable, et par conséquent, pour tout i ∈ {1, . . . , n} : wi � p(ai, q
i
R). Puis, à partir

de 〈q1
R, wn+1, q

n+1
E 〉, il est à nouveau possible d’exécuter σ si et seulement si wn+1 � p(a1, q

1
R),

wn+2 � p(a2, q
2
R),. . .et w2n � p(an, qn

R), et ainsi de suite.

L’itérabilité de σ se résume donc à l’invariance des propriétés associées à chacune des actions

de σ, lors de la modification de la file par σ. Notons σi = ai . . . an.a1 . . . ai−1 la séquence d’actions

obtenue depuis σ par rotation de i − 1 positions, et σi(w) la file obtenue après exécution de la

séquence σi depuis une configuration ayant pour file w. Dans ce formalisme, la condition wi �

p(ai, q
i
R), avec i ∈ {1, . . . , n}, nécessaire et suffisante pour l’exécution de ai, lors de la seconde

exécution de σ, s’écrit : σi(wi) � p(ai, q
i
R). Par conséquent, pour le franchissement de ai lors de

la me exécution consécutive de σ, la condition nécessaire est suffisante est : σm
i (wi) � p(ai, q

i
R).

L’itérabilité de σ se caractérise par la possibilité d’exécuter σ un nombre m infini de fois,

c’est à dire :

I(s, s′) ⇔ ∀m ≥ 0, σm
1 (w1) � p(a1, q

1
R) ∧ . . . ∧ σm

n (wn) � p(an, qn
R) (5.4)

où s et s′ sont deux nœuds de l’arbre d’accessibilité liés par σ.

Dans la suite nous considérons une séquence σi et sa propriété associée p(ai, q
i
R). Nous nous

intéressons à l’invariance de p(ai, q
i
R) par les applications successives de σi.

5.2.1 Fiffo-transformation

Notre approche de l’itérabilité d’une séquence σ est donc basée sur la transformation apportée

à la file par σ. Dans cette section, nous introduisons les Fiffo-transformations qui permettent

la modélisation de l’effet de σ.

Définition 5.2 (Fiffo-transformation)

Soient Σ un alphabet fini et, α et ρ, deux mots finis sur Σ. La Fiffo-transformation θ+α
	ρ est définie,

pour tout mot fini w tel que ∀e ∈ Σ, |w.α|e ≥ |ρ|e, par : θ+α
	ρ (w) = ρ	1(w.α). �

Une Fiffo-transformation θ+α
	ρ est itérable si pour tout événement e ∈ Σ, |α|e ≥ |ρ|e. Cette

condition impose que la Fiffo-transformation soit auto-suffisante, c’est à dire qu’elle ajoute au

moins autant d’occurrences de e qu’elle en consomme. Dans le cas contraire, elle épuise cette

ressource et ne peut donc être appliquée consécutivement qu’un nombre fini de fois. C’est la

traduction de la condition nécessaire (CN2). Nous introduisons tout d’abord quelques propriétés

des Fiffo-transformations afin de prouver qu’elles permettent la modélisation des séquences de

systèmes à file réactifs (embarqués) dans la propriété 5.4.

Lemme 5.3

Soient α, α′, ρ et ρ′ quatre mots finis sur Σ, et θ+α
	ρ et θ+α′

	ρ′ les deux Fiffo-transformations ainsi

définies. Alors :

1. θ+α
	ρ ◦ θ+α′

	ρ′ (w) = (ρ′.ρ)	1(w.α′.α) = θ
+(α′.α)
	(ρ′.ρ) (w)

2. ∀n ≥ 0,
(
θ+α
	ρ

)n
(w) = ρ	n(w.αn) = θ+αn

	ρn (w)

�
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Preuve. Pour le point (1), en utilisant les propriétés de 	1 données par le lemme 1.7 (page 27) :

∀u, v, w ∈ Σ∗, (v	1u).w = v	1(u.w) et w	1(u	1v) = (u.w)	1v

nous obtenons :

θ+α
	ρ ◦ θ+α′

	ρ′ (w) = ρ	1
(

ρ′
	1 (

w.α′
)
.α
)

= ρ	1
(

ρ′
	1

(w.α′.α)
)

= (ρ′.ρ)	1(w.(α′.α))

= θ
+(α′.α)
	(ρ′.ρ) (w)

La propriété (2) est alors aisément prouvée par induction sur n d’après (1). �

Considérons maintenant une séquence de transitions d’un système à file réactif embarqué

S||E :

〈q1
R, w1, q

1
E〉

a1−−→S||E 〈q
2
R, w2, q

2
E〉

a2−−→S||E . . .
an−−→S||E 〈q

n+1
R , wn+1, q

n+1
E 〉

Nous montrons dans la propriété suivante que les Fiffo-transformations permettent de modéliser

l’effet de la séquence a1, . . . , an sur w1 pour obtenir wn+1.

Propriété 5.4

Posons α = π!(a1 . . . an) et ρ = π?(a1 . . . an), nous avons : wn+1 = θ+α
	ρ (w1) �

Preuve. Par induction sur n, la longueur de la séquence considérée :

– n = 1. Alors, nous avons trois possibilités, a1 est : soit un traitement immédiat (il existe

un événement e tel que a1 = e), soit une mémorisation (il existe un événement e pour

lequel a1 =!e) ou soit une consommation (il existe e tel que a1 =?e). Dans chacun des cas,

voici les définitions de w2 = wn+1 (d’après la définition 2.21) et de θ+α
	ρ (w1) :

– 〈q1
R, w1, q

1
E〉

e
−→S||E 〈q

2
R, w1, q

2
E〉

et θ+ε
	ε(w1) = w1,

– 〈q1
R, w1, q

1
E〉

!e
−−→S||E 〈q

1
R, w1.e, q

2
E〉

et θ+e
	ε = w1.e,

– 〈q1
R, w1, q

1
E〉

?e
−−→S||E 〈q

2
R, e	1w1, q

2
E〉

et θ+ε
	e(w1) = e	1w et |w1|e > 0 et θ+ε

	e = e	1w.

Nous obtenons bien la cöıncidence entre −→S||E et θ+α
	ρ , par conséquent, la propriété est

vérifée au rang 1.

– Étape d’induction. Supposons que la propriété 5.4 soit vérifiée jusqu’au rang k. Alors,

l’action suivante, ak+1, est soit un traitement immédiat, soit une mémorisation, soit une

consommation. Pour chacun de ces cas, en nommant e l’événement considéré, nous obte-

nons là encore la correspondance recherchée entre −→S||E et θ+α
	ρ :

– 〈qk+1
R , wk+1, q

k+1
E 〉

e
−→S||E 〈q

k+2
R , wk+1, q

k+2
E 〉

et θ+ε
	ε(wk+1) = wk+1 = θ

+(π!(a1 ...ak).ε)
	(π?(a1...ak).ε)(w1) = θ

+π!(a1...ak+1)
	π?(a1...ak+1)

,

– 〈qk+1
R , wk+1, q

k+1
E 〉

!e
−−→S||E 〈q

k+1
R , wk+1.e, q

k+2
E 〉
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et θ+e
	ε(wk+1) = wk+1.e = θ

+(π!(a1...ak).e)
	(π?(a1...ak).ε)(w) = θ

+π!(a1 ...ak+1)
	π?(a1 ...ak+1)

,

– 〈qk+1
R , wk+1, q

k+1
E 〉

?e
−−→S||E 〈q

k+2
R , e	1wk+1, q

k+2
E 〉

et θ+ε
	e(wk+1) = e	1wk+1 = θ

+(π!(a1 ...ak).ε)
	(π?(a1 ...ak).e)(w) = θ

+π!(a1...ak+1)
	π?(a1 ...ak+1)

.

�

À partir de la modélisation des séquences sous la forme de Fiffo-transformation, il est

maintenant possible de s’intéresser à l’invariance des propriétés de file.

5.2.2 Invariance des propriétés de file

Définition 5.5 (Invariance par Fiffo-transformation)

Une propriété p(a, qR) est invariante par itération d’une Fiffo-transformation itérable θ+α
	ρ , depuis

w, si et seulement si :

– w � p(a, qR),

– et ∀i ≥ 1,
(
θ+α
	ρ

)i
� p(a, qR).

�

Considérons une Fiffo-transformation itérable θ+α
	ρ où α et ρ sont deux mots finis. Nous

prouvons maintenant la décidabilité de l’invariance d’une propriété p(a, qR) par itération de θ+α
	ρ

depuis un mot fini w0.

Soit (Wn)n≥0 la suite des mots finis définie par W0 = w0 et Wn+1 = θ+α
	ρ (Wn). Puisque θ+α

	ρ

est itérable, la suite (Wn)n≥0 est infinie. Rappelons que nous supposons que les mots de (Wn)n≥0

sont définis sur l’alphabet1 de la propriété à vérifier (i.e {e} pour les propriétés [e ∈] et [e 6∈],

et {e, e′} pour [e v e′]). De plus, par le lemme 5.3, Wn = θ+αn

	ρn (w0).

Pour que l’invariance de ces propriétés soit établie, il est nécessaire qu’elles soient vérifiées

en chacun des mots de (Wn)n≥0. Dans la suite, nous exprimons des conditions suffisantes sur un

nombre fini de mots de (Wn)n≥0 pour obtenir l’invariance.

Invariance des propriétés d’appartenance [e ∈] et [e 6∈]

L’invariance des ces propriétés est aisément vérifiée. Pour la propriété d’appartenance [e ∈],

il faut et il suffit que W0 la vérifie : W0 � [e ∈]. En effet, puisque θ+α
	ρ est itérable, nous avons

|α|e ≥ |ρ|e et par conséquent |Wn+1|e ≥ |Wn|e, ∀n ≥ 0. Alors, W0 � [e ∈] ⇒ ∀n ≥ 0, Wn �

[e ∈].

Pour une propriété de non appartenance, [e 6∈], il faut que W0 la vérifie, mais ce n’est plus

suffisant. En effet, puisque θ+α
	ρ est itérable, |α|e ≥ |ρ|e, et donc |Wn+1|e ≥ |Wn|e, ∀n ≥ 0. Pour

qu’aucun mot de (Wn)n≥0 ne contienne de e, il faut s’assurer d’une part que W0 � [e 6∈] et d’autre

part, que |α|e = |ρ|e. Ces conditions sont aussi suffisantes puisqu’alors |Wn|e = 0, ∀n ≥ 0.

1Ceci n’entrâıne aucune perte de généralité puisque cette propriété peut être obtenue par simple projection.
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Invariance des propriétés de précédence [e v e′]

Puisque les mots de (Wn)n≥0 sont définis sur l’alphabet {e, e′}, la propriété de précédence

se transforme de fait en une propriété de préfixage2 : Wn � [e v e′] ⇔ e ≤ Wn, ∀n ≥ 0. Nous

montrons maintenant que l’invariance de ce type de propriété dépend des rapports entre |α|e et

|ρ|e d’un côté, et |α|e′ et |ρ|e′ de l’autre.

Remarque 5.6

La question de l’invariance de [e v e′] se pose uniquement si le cycle modélisé par θ+α
	ρ débute par

une transition de consommation de e. Par conséquent, nous avons la certitude que |ρ|e > 0. �

Par la remarque précédente, il suffit donc, dans un premier temps, de différencier le cas

|ρ|e′ = 0, du cas |ρ|e′ > 0.

|ρ|e′ = 0. Dans ce cas, les occurrences de e′ qui apparaissent dans w0 sont intégralement

transmises à tous les mots de (Wn)n≥0. De même, lorsqu’une occurrence de e′ est ajoutée par

l’application de θ+α
	ρ à Wk, k ≥ 0, elle se retrouve dans tous les mots de (Wn)n≥0 d’indices

supérieurs à k puisqu’elle n’est jamais retirée par θ+α
	ρ .

Par conséquent, il convient de distinguer deux cas :

1. |α|e′ = |ρ|e′ . Alors, l’application successive de θ+α
	ρ depuis w0 n’ajoute pas d’occurrence de

e′ : ∀k ≥ 0, |Wk|e′ = |w0|e′ . S’il y a une occurrence de e′ dans w0, les occurrences de e qui

la précède (s’il y en a) sont peu à peu consommées par les applications successives de θ+α
	ρ .

Puisque les mots de (Wn)n≥0 sont finis, il existe un entier n0 ≥ 0 fini tel que e′ ≤ Wn0 .

Pour éviter ce scénario défavorable, il faut donc que w0 ne contienne aucune occurrence

de e′. Par conséquent :

∀n ≥ 0, Wn � [e v e′] ⇔ |w0|e′ = 0

2. |α|e′ > |ρ|e′ . Nous avons l’assurance que W1 contient une occurrence de e′. De plus, elle

est inamovible puisque |ρ|e′ = 0. En utilisant le même argument que pour le cas précédent,

il existe un rang n0 fini à partir duquel tous les mots de (Wn)n≥0 commencent par e′. Par

conséquent :

∃n0 ∈ N t.q. ∀n ≥ n0, Wn 2 [e v e′]

|ρ|e′ > 0. Nous montrons que, dans ce cas, l’invariance des propriétés de précédence est

décidable après l’examen d’un nombre fini de mots de (Wn)n≥0. Notre méthode repose sur

l’idée que le rapport |α|e
|ρ|e

caractérise la vitesse de l’augmentation du nombre d’occurrences de e

dans les mots de (Wn)n≥0 à chaque application de θ+α
	ρ . Alors, l’invariance de la propriété [e v e′]

est caractérisée par la différence entre les rapports |α|e
|ρ|e

et
|α|e′
|ρ|e′

: c’est à dire par le fait que le

nombre de e ajoutés par θ+α
	ρ est supérieur au nombre de e′ ajoutés par la même transformation.

Dans la suite, nous supposons que |α|e
|ρ|e
≥

|α|e′
|ρ|e′

. Le cas contraire se déduit des résultats suivants

en inversant e et e′ (voir la remarque 5.11).

2Rappelons que u ≤ v indique que u est un préfixe de v (voir la section 1.2, page 26).
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Définition 5.7 (ξα et ξρ)

Soient m le plus petit multiple commun à |α|e′ et à |ρ|e′ . Nous notons ξα et ξρ les deux entiers tels

que ξα.|α|e′ = m = ξρ.|ρ|e′ . �

Puisque θ+α
	ρ est itérable, nous avons |α|e′ ≥ |ρ|e′ et donc ξρ ≥ ξα. L’idée est la suivante : les

mots ρξρ et αξα contiennent le même nombre d’occurrences de e′, et par conséquent, en utilisant

la commutativité de 	1 (point (1), lemme 1.7, page 27) :

ρ	ξρ(αξρ) =
(

e	ξρ.|ρ|ee′
	ξρ.|ρ|e′ (αξα)

)

.α(ξρ−ξα)

=
(

e	ξρ.|ρ|e
(

eξα.|α|e
))

.α(ξρ−ξα)

Alors, suivant les valeurs relatives de ξρ.|ρ|e et de ξα.|α|e, nous montrons que les mots obtenus par

applications successives de
(
θ+α
	ρ

)ξρ partagent une même structure, ce qui nous permet d’établir

une condition suffisante pour l’itérabilité d’une séquence.

Cependant, la méthode que nous venons d’exquisser se fonde sur le fait que les mots de

(Wn)n≥0 ont une structure basée sur α. Or w0 ne remplit généralement pas cette condition,

c’est pourquoi, il est tout d’abord nécessaire d’appliquer θ+α
	ρ un certain nombre de fois pour

se ramener dans ce cas. Après ξ0 = max
{⌈

|w0|e
|ρ|e

⌉

,
⌈
|w0|e′
|ρ|e′

⌉}

applications successives de θ+α
	ρ à

W0 = w0, le mot obtenu, Wξ0 , ne contient plus aucun symbole qui constituait initialement w0.

Alors, en posant µ0 = ξ0.|ρ|e−|w0|e et µ′
0 = ξ0.|ρ|e′−|w0|e′ nous exprimons les mots de (Wn)n≥0

en fonction de α :

Propriété 5.8

Quel que soit n ≥ 0,

W(ξ0+n.ξρ) =
(

e	(µ0+n.ξρ.|ρ|e).e(n.ξα.|α|e)
)

.
(

e′
	µ′

0 .αξ0
)

.αn.(ξρ−ξα) (5.5)

�

Il est possible que pour les petites valeurs de n, µ0 + n.ξρ.|ρ|e > n.ξα.|α|e. Dans ce cas,

l’équation (5.5) s’écrit :

W(ξ0+n.ξρ) = e	(µ0+n.(ξρ.|ρ|e−ξα.|α|e)).
(

e′
	µ′

0 .αξ0
)

.αn.(ξρ−ξα)

Preuve (Propriété 5.8). Nous prouvons cette propriété par induction sur n :

– n = 0. Alors :

Wξ0 = ρ	ξ0 .
(
W0.α

ξ0
)

= e	ξ0.|ρ|e .e′
	ξ0.|ρ|e′ .

(
W0.α

ξ0
)

= e	ξ0.|ρ|e .e|W0|e .e′
	ξ0.|ρ|e′e′

|W0|e′ .αξ0

= e	µ0 .e′
	µ′

0 .αξ0
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– Étape d’induction. Supposons que la propriété 5.8 soit vérifiée jusqu’au rang n.

W(ξ0+(n+1).ξρ) = ρ	ξρ
(
W(ξ0+n.ξρ).α

ξρ
)

= e	ξρ.|ρ|e .e′
	ξρ.|ρ|e′ .

[(

e	(µ0+n.ξρ.|ρ|e).e(n.ξα.|α|e)
)

.
(

e′
	µ′

0 .αξ0

)

.αn.(ξρ−ξα).αξρ

]

=
(

e	(µ0+(n+1).ξρ.|ρ|e).e(n.ξα.|α|e)
)

.
(

e′
	(µ′

0+ξρ.|ρ|e′ ).α(ξ0+ξα)
)

.α(n+1).(ξρ−ξα)

=
(

e	(µ0+(n+1).ξρ.|ρ|e).e((n+1).ξα.|α|e)
)

.
(

e′
	µ′

0 .αξ0

)

.α(n+1).(ξρ−ξα)

�

Rappelons que nous supposons que |α|e
|ρ|e
≥

|α|e′
|ρ|e′

. Nous distinguons maintenant les deux sous-

cas : |α|e
|ρ|e

=
|α|e′
|ρ|e′

et |α|e
|ρ|e

>
|α|e′
|ρ|e′

qui, comme nous le montrons, correspondent à des comportements

bien distincts de la fiffo transformation θ+α
	ρ . En effet, en suivant toujours l’intuition que |α|e

|ρ|e

représente la vitesse d’accumulation des occurrences de e dans les mots de (Wn)n≥0, dans le

premier sous-cas, e et e′ s’accumulent à la même vitesse, alors que dans le second, e s’accumule

“plus vite” que e′.
|α|e
|ρ|e

=
|α|e′
|ρ|e′

Prenons pour exemple la Fiffo-transformation θ+α
	ρ définie par α = eee′ee′e′

et ρ = ee′. Depuis w0 = ee′, les premiers mots obtenus par applications successives de

θ+α
	ρ sont :

ee′

ee′
︸︷︷︸

.(α)0

(eee′ee′e′)

︸︷︷︸
.(α)1

eee′e′.(eee′ee′e′)

eee′e′
︸ ︷︷ ︸

.(α)1

ee′.(eee′ee′e′)2

ee′
︸︷︷︸

.(α)2

θ+α
	ρ θ+α

	ρ θ+α
	ρ

La seconde ligne représente les mots de (Wn)n≥0 de la première ligne factorisés par α.

Nous remarquons que les mots de (Wn)n≥0 admettent un nombre fini de préfixes différents

(identifiés sur le schéma par les accolades) et particulièrement, tous les ξρ = 3 mots, le

même préfixe apparâıt.

En effet, dans ce cas, ξρ.|ρ|e = ξα.|α|e, donc l’équation (5.5) se transforme en :

∀n ≥ 0, W(ξ0+n.ξρ) =
(

e	µ0 .e′
	µ′

0 .αξ0
)

.αn.(ξρ−ξα) (5.6)

Il reste maintenant à prouver qu’il suffit d’examiner la validité de [e v e′] pour les mots

W0 à Wξ0+ξρ−1 pour obtenir l’invariance de cette propriété. Pour cela, il suffit de prouver

le résultat suivant :

Lemme 5.9

∀n ≥ 0, ∀k ∈ {1, . . . , ξρ − 1}, e ≤W(ξ0+n.ξρ+k) ⇒ e ≤W(ξ0+(n+1).ξρ+k) �

Preuve.

W(ξ0+(n+1).ξρ+k) = ρ	k
[(

e	µ0 .e′
	µ′

0 .αξ0

)

.α(n+1).(ξρ−ξα).αk
]

= ρ	k
[(

e	µ0 .e′
	µ′

0 .αξ0

)

.αn.(ξρ−ξα).αk
]

.α(ξρ−ξα)

= W(ξ0+n.ξρ+k).α
(ξρ−ξα)
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Alors, puisque e ≤W(ξ0+n.ξρ+k), il vient e ≤W(ξ0+(n+1).ξρ+k) �

Par conséquent, il est suffisant que W0 � [e v e′], . . . ,W(ξ0+ξρ−1) � [e v e′] pour que, quel

que soit n ≥ 0, Wn � [e v e′].

Notons que dans le cas particulier où |α|e = |ρ|e et |α|e′ = |ρ|e′ , nous avons ξα = ξρ = 1

et l’expression (5.6) devient alors :

∀n ≥ 0, W(ξ0+n.ξρ) = e	µ0 .e′
	µ′

0 .αξ0

Dans ce cas, (Wn)n≥0 contient un nombre fini de mots différents puisque le nombre d’oc-

currences de e et de e′ dans ces mots est invariant par θ+α
	ρ .

|α|e
|ρ|e

>
|α|e′
|ρ|e′

Considérons l’exemple de la Fiffo-transformation obtenue en prenant α =

eee′ee′ et ρ = ee′ dont les premières applications depuis w0 = ee′ sont :

e
︸︷︷︸

e′ ee
︸︷︷︸

e′ee′ ee
︸︷︷︸

e′eee′ee′ eee
︸︷︷︸

e′ee′eee′ee′

θ+α
	ρ θ+α

	ρ θ+α
	ρ

Il apparâıt que des occurrences de e s’accumulent en tête des mots de (Wn)n≥0, et plus

précisement, le nombre de e qui figure en tête des mots de (Wn)n≥0 est strictement croissant

tous les ξρ = 2 applications consécutives de θ+α
	ρ . Puisque

|α|e′
|ρ|e′

=
ξρ

ξα
nous avons ξα.|α|e >

ξρ.|ρ|e et l’équation (5.5) s’écrit dans ce cas :

∀n ≥ 0, W(ξ0+n.ξρ) = e(n.(ξα.|α|e−ξρ.|ρ|e)−µ0).
(

e′
	µ′

0 .αξ0
)

.αn.(ξρ−ξα) (5.7)

Nous notons que le nombre de e qui s’accumulent en tête des mots de (W(ξ0+n.ξρ))n≥0

est strictement croissant. Soit n0 l’entier tel que le nombre d’occurrences de e en préfixe

de W(ξ0+n0.ξρ) est supérieur à ξρ.|ρ|e. D’après (5.7), n0 est donc défini par n0.(ξα.|α|e −

ξρ.|ρ|e)− µ0 > ξρ.|ρ|e, c’est à dire :

n0 =

⌊
(ξ0 + ξρ).|ρ|e − |w0|e

ξα.|α|e − ξρ.|ρ|e

⌋

+ 1 (5.8)

À partir du rang n0, tous les mots de (Wn)n≥0 tels que n ≥ ξ0 + n0.ξρ commencent par

(au moins) une occurrence de e. Cela provient du résultat suivant :

Lemme 5.10

∀n ≥ n0, ∀k ∈ {1, . . . , ξρ − 1}, eξρ.|ρ|e ≤W(ξ0+n.ξρ) ⇒ e ≤W(ξ0+n.ξρ+k) �

Preuve. Il suffit de noter que k.|ρ|e < ξρ.|ρ|e quel que soit k ∈ {1, . . . , ξρ − 1}. �

Alors, puisque le nombre de e en tête de mots de (W(ξ0+n.ξρ))n≥0 est strictement croissant,

nous en déduisons qu’il est suffisant que W0 à W(ξ0+n0.ξρ) vérifient [e v e′] pour qu’il en

soit de même pour tous les mots de (Wn)n≥0.

Remarque 5.11

Nous venons de montrer que lorsque |α|e
|ρ|e

>
|α|e′
|ρ|e′

des occurrences de e s’accumulent en tête des mots
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de (Wn)n≥0. Nous en déduisons que dans le cas contraire |α|e
|ρ|e

<
|α|e′
|ρ|e′

, ce sont des occurrences de e′

qui remplacent celles de e. Par conséquent, dans ce dernier cas, la propriété [e v e ′] est toujours

invalidée à partir d’un rang fini dans (Wn)n≥0. �

En conclusion, nous avons prouvé le théorème suivant :

Théorème 5.12

Soit :

σ = 〈q1
R, w1, q

1
E〉

a1−−→S||E 〈q
2
R, w2, q

2
E〉

a2−−→S||E . . .
an−−→S||E 〈q

n+1
R , wn+1, q

n+1
E 〉 avec q1

R = qn+1
R

une séquence d’un système à file réactif embarqué. L’itérabilité de σ depuis 〈q1
R, w1, q

1
E〉 est décidable

si l’itérabilité de πE(σ) est décidable dans E. �

Remarque 5.13

Lorsque l’environnement E du système à file réactif considéré est un système de transitions étiqueté

fini, la condition nécessaire (CN1), pour l’itérabilité de σ, est vérifiée dès que q1
E = qn+1

E . �

5.3 Implantation du test : l’outil TeTU

Nous avons implanté notre méthode de test dans l’outil TeTU que nous décrivons mainte-

nant. Nous ne nous étendons pas sur la partie qui concerne le calcul de l’arbre d’accessibilité du

système considéré puisqu’il s’agit tout simplement de suivre la définition 2.21 (page 51).

Dans cette section, nous mettons l’accent sur l’algorithme de calcul de la relation I telle

qu’elle est décrite par l’équation (5.4) (page 112).

L’algorithme qui découle immédiatement de la définition de I de l’équation (5.4) (page 112)

n’est pas optimal. En effet, pour la séquence σ suivante :

σ = 〈q1
R, w1, q

1
E〉

a1−−→S||E 〈q
2
R, w2, q

2
E〉

a2−−→S||E . . .
an−−→S||E 〈q

n+1
R , wn+1, q

n+1
E 〉

il s’agit de considérer chacune des permutations circulaires :

σ1 = q1
R

a1−−→R q2
R

a2−−→R . . . qn
R

an−−→R qn+1
R = q1

R

σ2 = q2
R

a2−−→R . . . qn
R

an−−→R qn+1
R = q1

R
a1−−→R q2

R

. . .

σn = qn
R

an−−→R qn+1
R = q1

R
a1−−→R . . . qn−1

R

an−1
−−−−→R qn

E

et de vérifier que les conditions suffisantes présentées en section 5.2.2 (page 114) sont bien

remplies :

∀m ≥ 0, σm
1 (w1) � p(a1, q

1
R) ∧ . . . ∧ σm

n (wn) � p(an, qn
R)

Cependant, si l’algorithme de vérification est implanté tel quel, chaque transition est exécutée

plusieurs fois lorsque σ1 à σn sont franchies une fois. De même les contenus de files sont calculés
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plusieurs fois. Par exemple, pour le premier franchissement des séquences :

σ1 : 〈q1
R, w1, q

1
E〉

a1−−→S||E 〈q
2
R, w2, q

2
E〉

a2−−→S||E . . .
an−−→S||E 〈q

n+1
R , wn+1, q

n+1
E 〉

σ2 : 〈q2
R, w2, q

2
E〉

a2−−→S||E . . .
an−−→S||E 〈q

1
R, wn+1, q

n+1
E 〉

a1−−→S||E 〈q
2
R, wn+2, q

n+2
E 〉

. . .

σn : 〈qn
R, wn, qn

E〉
an−−→S||E 〈q

1
R, wn+1, q

n+1
E 〉

a1−−→S||E . . .
an−1
−−−−→S||E 〈q

n
R, w2n, q2n

E 〉

la transition 〈qn
R, wn, qn

E〉
an−−→S||E 〈q

1
R, wn+1, q

n+1
E 〉 est exécutée n fois, donnant lieu à n calculs

de wn+1 et qn+1
E .

Toutefois, il est possible d’implémenter l’algorithme de vérification de I de manière nettement

plus efficace en franchissant chaque transition une et une seule fois. En effet, il suffit de remarquer

que :

∀i ∈ {1, . . . , n}, ∀m ≥ 0, σm
i (wi) = wi+n.m

Nous en déduisons donc la définition suivante pour I (s et s′ sont deux noeuds de l’arbre

d’accessibilité de S||E) :

I(s, s′) ⇔ ∀m ≥ 0, w(1+m.n) � p(a1, q
1
R) ∧ . . . ∧w(n+m.n) � p(an, qn

R) (5.9)

en remplacement de celle donnée par l’équation (5.4) (page 112).

Notre algorithme consiste donc à développer l’exécution du système à file réactif embarqué

à partir de 〈q1
R, w1, q

1
E〉 en vérifiant que la file obtenue dans chaque configuration vérifie bien la

propriété associée : w(i+m.n) � p(ai, q
i
R) avec i ∈ {1, . . . , n} et m ≥ 0. S’il existe une valuation

de i et m pour laquelle la propriété n’est pas validée, alors la séquence n’est pas itérable. Quant

au problème de savoir si l’exécution a été suffisament développée, il se ramène à savoir si la

séquence considérée a été itérée un nombre suffisant de fois, comme décrit en section 5.2.2.
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Le tableau suivant résume les résultats que nous avons montré dans les deux premiers cha-

pitres. Un D signifie que la propriété est décidable, et à l’inverse, un I indique que la propriété

est indécidable. Pour chaque résultat, nous indiquons la classe de système à file réactif embarqué,

ainsi que la classe d’environnement concernées. Les points d’interogations “ ?” qui figurent dans

ce tableau indique que le problème correspondant est ouvert.

|ΣM | (C) (R) (T) (B)
Model-checking

Ltl Ctl (EF) (EG)

SFR Embarqués
≤ 1 D Env. rationnel

Reset SFR
≥ 2 I Env. périodique

Embarqués

Lossy 2 D ? ? ? D Env.

SFR 3 Env. bien I Env. ? bien

Embarqués ≥ 4 structuré ultimement périodique structuré

Nous n’avons pas répété les résultats pour les Lossy SFR Embarqués avec 1 compteurs

puisqu’ils découlent directement de ceux pour les SFR Embarqués avec 1 compteurs (sans perte).

En effet, tout Lossy SFR Embarqué peut être simulé par un SFR Embarqué, l’inverse n’étant

généralement pas vrai.

Les problèmes de la bornitude et du model-checking de Ltl pour les Lossy SFR Embarqués

avec 2 événements mémorisables d’un côté, et le problème du model-checking de Ctl pour les

Lossy SFR Embarqués avec 2 et 3 événements mémorisables sont ouverts. À notre connaissance,

ces problèmes sont actuellement ouverts pour les Lossy machines à compteurs.

L’indécidabilité de la bornitude (B) pour les classes générales de systèmes à file réactifs em-

barqués est problématique. Cette propriété est, en effet, importante pour choisir une technique

de vérification appropriée, mais elle s’avère même cruciale lorsque le système modélisé est im-

planté, puisque toute mémoire physique est de taille bornée. Dans le dernier chapitre, nous avons

donc présenté une procédure de test qui détecte les cycles des exécutions d’un SFR Embarqué,

qui rendent la file de mémorisation non bornée. Ainsi, il est possible, dans certains cas, de savoir

lorsque la file n’est pas bornée.

Maintenant que nous avons analysé le comportement des systèmes à file réactifs embarqués,

nous nous interessons dans la partie suivante à la spécification de l’environnement, et à la

vérification des systèmes alors obtenus.
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Troisième partie

Application à la vérification de

programmes temps-réel Electre.
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Tout au long de la partie précédente, nous avons étudié l’expressivité du modèle obtenu en

plongeant un système à file réactif dans un environnement, c’est à dire un système de transitions

étiqueté. Nous avons montré que le modèle ainsi obtenu a (généralement) la puissance des

machines de Turing. Ceci est particulièrement vrai pour des environnements très simples tels

que des environnements périodiques. Nous avons donc introduit un test pour le problème de la

bornitude.

Dans le chapitre 6, nous introduisons la spécification temporelle des environnements au tra-

vers d’informations telles que la durée des modules et la période d’occurences des événements.

Nous obtenons ainsi les SFR Hybrides Linéaires. Il est clair que tout environnement périodique

peut être exprimé par des spécifications temporelles, donc nous adaptons notre test à ce nouveau

contexte.

Enfin, même lorsqu’un SFR Embarqué, ou Hybride Linéaire, est borné, sa vérification est

souvent impossible en pratique à cause de sa taille. Nous introduisons dans le chapitre 7 une

méthode de réduction du modèle de vérification.
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Chapitre 6

Systèmes à file réactifs hybrides

embarqués

Dans le chapitre 2 (page 33) nous montrons comment le langage Electre peut être utilisé

pour spécifier le comportement des applications réactives, mais nous mettons aussi en évidence

la lacune de spécification inhérente au langage lui-même : la modélisation du mode d’occur-

rence des événements manque. Dans le cadre de notre étude, et jusqu’à ce point, cette lacune

est comblée en spécifiant les séquences d’événements, produites par l’environnement du système

modélisé, sous la forme d’un système de transitions étiqueté. Cependant, les environnements des

applications temps-réel sont rarement donnés directement sous cette forme, mais plutôt par des

informations temporelles quantitatives, telles que la durée de tâches, ou la fréquence d’occur-

rence des événements. Ils sont alors naturellement décrits par des systèmes hybrides [6, 7, 58]

(définition 6.5, page 135), dont la sémantique est, elle, donnée par un système de transi-

tions étiqueté, rejoignant ainsi notre définition précédente des environnements (définition 2.20,

page 51).

Deux propositions de spécification temporelle des programmes Electre ont déjà été for-

mulées. Dans [89], Rusu étudie les systèmes à file réactifs sans mémorisation, pour lesquels il

propose un formalisme de spécification de l’environnement. La seconde étude, de Boisieau [16],

est consacrée à la vérification d’une application de contrôle d’un réacteur d’avion. Cette fois-ci, les

événements à mémorisation unique sont considérés. Naturellement, notre langage H-Electre,

pour la spécification temporelle de l’environnement, s’inspire de ces deux propositions, mais

nous considérons en plus les événements à mémorisation multiple. Notre but est de tester la

non-bornitude pour des systèmes à file réactifs plongés dans des environnement hybrides.

Nous considérons donc, dans ce chapitre, la spécification et la modélisation d’environnements

traduits par des informations temporelles, sur les modules et les événements des programmes

Electre. À cet effet, la section 6.1 décrit notre langage pour la spécification temporelle des

programmes Electre : H-Electre. Puis en section 6.2, nous montrons comment construire un

système à file réactif hybride linéaire à partir d’une spécification H-Electre. Enfin, le problème

de la bornitude (B) n’est, bien entendu, pas décidable pour les programmes H-Electre : tout

environnement périodique (pour lesquels (B) est indécidable, voir le théorème 3.6, page 76) peut

être décrit en H-Electre. Par conséquent, en section 6.3, nous adaptons notre test de non-
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bornitude (présenté dans le chapitre 5, page 107) pour prendre en compte les environnements

hybrides.

6.1 Temporisation du langage Electre : H-Electre

Cette section présente le langage H-Electre pour la spécification temps-réel des pro-

grammes Electre. Les choix de spécifications s’inspirent fortement des études de Rusu [89]

et Boisieau [16].

6.1.1 Besoins et choix de spécification

Nous considérons un ensemble fini de modules, noté M, et un ensemble fini d’événements,

noté E. La spécification temporelle à proprement parler se fait naturellement au travers de

la durée des modules et de la fréquence d’occurrence des événements, puisque ce sont les

éléments qui rythment l’évolution d’une application Electre. Cependant, ce ne sont pas les

seuls éléments que nous souhaitons spécifier. Nous cherchons en effet à définir un formalisme à

la fois souple et expressif pour la modélisation d’applications temps-réel. Par exemple, tous les

modules n’ont pas forcément la même priorité. Nous introduisons, dans la suite de cette section,

tous les éléments qui constituent une spécification H-Electre. Les données temporelles sont

exprimées dans une unité temporelle abstraite, nommée unité de temps (u.t).

Durée et ordonnancement des modules

Durée. Un module est spécifié au travers de sa durée. Rappelons que la définition d’Electre

impose que cette durée soit finie et non nulle. Pour un module M, nous spécifions donc sa

durée minimale, d(M) et sa durée maximale d(M). Bien entendu, ces deux valeurs vérifient :

d(M), d(M) ∈ Q et 0 < d(M) ≤ d(M) <∞.

Placement. Une application temps-réel est souvent distribuée sur plusieurs calculateurs. Par

conséquent, tous les modules ne se partagent pas le même processeur, et cela influe sur leur

vitesse d’exécution. Nous considérons donc un ensemble de places (ou processeurs), noté P, sur

lesquels les modules s’exécutent.

Nous considérons que le placement d’un module est statique : il s’exécute toujours sur le

même processeur, et la fonction P l attribue à M une place p ∈ P.

Priorité. De plus, tous les modules qui s’exécutent sur une même place n’ont pas la même

importance, suivant les sollicitations auxquelles ils répondent. Par exemple, le traitement d’une

alarme est plus urgent que les autres activités. Nous utilisons la fonction Pr pour associer une

priorité aux modules. Cette fonction vérifie, pour tout module M, Pr(M) ∈ N>0. Plus Pr(M) est

grand, plus la priorité de ce module est élevée.

Il faut maintenant spécifier comment cette priorité intervient dans l’exécution des modules.

Comme cela est habituel dans la majorité des système d’exploitation, plus un module est prio-

ritaire, plus il bénéficie d’une part élevée de l’activité du processeur sur lequel il s’exécute. Nous

jugeons suffisant ici de considérer la vitesse d’exécution moyenne (fixe) des modules. Cela suppose
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que l’ordonnanceur du système effectue correctement sa tâche, ce qui est un prérecquis essentiel

au bon fonctionnement de toute application temps-réel. Nous proposons deux stratégies :

– (Ppf) : Placement et Part Fixe. Nous considérons le placement des modules, et chaque

module s’exécute sur son processeur avec une part fixe du processeur qui lui est allouée.

Cette part est d’autant plus grande que la priorité du module est élevée.

Par exemple, M, M′ et M′′ partagent une même place, et Pr(M) = Pr(M′′) = 2 alors que

Pr(M′) = 1. Alors, M et M′′ bénéficient des 2
5 du processeur, alors que M′ n’en possède qu’un

cinquième : 1
5 .

– (Ppmf) : Placement et Part Maximale Fixe. Cette sémantique est une variante de la

précédente, où seuls les modules de priorité maximale se partagent le processeur à égalité,

alors que les autres modules, moins prioritaires, ne s’exécutent pas. En considérant le

même exemple que précédement, seuls M et M′′ s’exécutent en bénéficiant de la moitié du

processeur chacun.

Mode d’occurrence des événements

Un programme Electre décrit les réactions de l’application aux occurrences des événements.

Les dates d’occurrence de ceux-ci sont alors décrites lors de la spécification de l’environnement

de l’application. Nous introduisons, dans cette section, les éléments qui permettent de décrire

les occurrences des évéments.

Période d’occurrence. Pour chaque événement e, nous spécifions sa période d’occurrence

sous la forme d’un délai minimal, noté d(e), et d’un délai maximal, noté d(e), séparant deux

occurrences successives de e. Cette spécification laisse entendre que nous ne considérons que

des événements qui surviennent régulièrement, toutes les d(e) à d(e) unités de temps. Ce n’est

pas le cas puisque l’interprétation que nous faisons de ces deux valeurs dépend d’une autre

spécification.

Obligation/Opportunité d’occurrence. Un événement n’a en effet pas nécessairement

l’obligation de survenir. Ainsi, nous proposons deux sémantiques :

– (Eds) : Événement Doit Survenir. Dans ce cas, il se produit systématiquement une

occurrence de e, au plus tard à la date fixée par d(e),

– (Eps) : Événement Peut Survenir. Cette deuxième sémantique permet de relacher

la contrainte d’obligation d’occurrence. En effet, e n’est pas obligé de survenir avant

l’échéance fixée par d(e). Lorsque cet événement ne se produit pas, il faut à nouveau

attendre au moins d(e) unités temporelles pour qu’il puisse, à nouveau, éventuellement

survenir.

Anticipation. Enfin, la fonction δ introduit une anticipation de la première occurrence des

événements. Ainsi, la première occurrence de e ∈ E se produit de max{d(e)−δ(e), 0} à d(e)−δ(e)

unités de temps après le début de l’exécution de l’application. Nous supposons donc le respect

de la condition :
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(C1) δ(e) ≤ d(e).

L’anticipation s’avère particulièrement utile pour la spécification d’environnements périodi-

ques. Par exemple, pour l’application des lecteurs/écrivains, décrite en section 2.1.1 (page 34), en

donnant à r1 et r2 une période d’occurrence de 2 u.t. (d(r1) = d(r1) = 2 et d(r2) = d(r2) = 2),

des anticipations différentes pour leur première occurrence : δ(r1) = 0 et δ(r2) = 1, permettent

de spécifier un environnement périodique : r1 se produit aux instants absolus 2, 4, 6,. . ., alors

que r2 se produit aux dates 1, 3, 5, etc. À la fin de cette section, nous spécifions, en figure 6.2

(page 134), une application pour laquelle nous utilisons l’anticipation pour obtenir ce même

effet.

Définition formelle d’une spécification H-Electre

À partir de ces éléments, nous pouvons donc définir la spécification temporelle d’un pro-

gramme Electre.

Définition 6.1 (Spécification H-Electre)

Une spécification H-Electre est donnée par un 8-uplet Spec = (M, E,P, d, d, P l, P r, δ) où :

1. M est un ensemble fini de modules,

2. E = E(Eds) ∪ E(Eps) est un ensemble fini d’événements où :

– E(Eds) est l’ensemble des événements qui surviennent assurément,

– E(Eps) est l’ensemble des événements qui surviennent éventuellement,

avec : E(Eds) ∩ E(Eps) = ∅,

3. P = P(Ppf) ∪ P(Ppmf) est un ensemble fini de places (ou processeurs) où :

– P(Ppf) est l’ensemble des places à politique (Ppf),

– P(Ppmf) est l’ensemble des places gérées en (Ppmf),

vérifiant : P(Ppf) ∩ P(Ppmf) = ∅,

4. d, d : (M∪E) → Q associent, à chaque module, une durée minimale et une durée maximale

d’exécution, et à chaque événement, un délai minimal et un délai maximal séparant deux

occurrences consécutives. Ces fonctions vérifient :

– ∀e ∈ E, 0 < d(e) ≤ d(e) <∞,

– ∀M ∈M, 0 < d(M) ≤ d(M) <∞,

5. P l : M → P associe une place à chaque module,

6. Pr : M → N>0 associe une priorité à chaque module,

7. δ : E → Q spécifie, pour chaque événement, le délai d’anticipation pour sa première occur-

rence,

�

Une spécification H-Electre est correcte si elle vérifie la condition (C1). Dans la suite,

nous ne considérons que des spécifications H-Electre correctes.
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6.1.2 Le langage de spécification H-Electre

Une spécificationH-Electre consiste en la définition des caractéristiques des places, des mo-

dules et des événements d’un programme Electre. Dans nos descriptions, une liste <,X,...>

indique une liste optionnelle d’objets de même type que X. Une structure (X|Y ) indique un

choix : soit X est choisi, sinon c’est Y . Pour les intervalles [a,b], il est supposé que a ≤ b.

Spécification des places

La spécification des places, où les modules d’un programme Electre s’exécutent, est rudi-

mentaire. Il s’agit simplement d’indiquer le mode de gestion de la place : (Ppf) ou (Ppmf).

Ainsi, la spécification suivante définit une place P1 (et éventuellement, les places P2,. . .) de

type (Ppf).

PPF P1 <,P2,...>;

La déclaration d’une place gérée en (Ppmf) se fait simplement en substituant le mot clef

(Ppmf) au mot clef (Ppf) de la définition précédente. La spécification suivante définit donc la

place P1 (et éventuellement, les place P2,. . .) gérées en respect de la politique (Ppmf).

PPMF P1 <,P2,...>;

Spécification des modules

Les informations qui caractérisent un module sont :

– d’une part sa durée,

– d’autre part la place en laquelle il s’exécute,

– et enfin sa priorité dans cette place.

La durée du module est spécifiée par un intervalle : une durée minimale et une durée maximale,

toutes les deux rationnelles. De plus, elles doivent respecter les hypothèses du langage Electre :

un module a une durée finie et non nulle. La priorité du module est donnée par un entier naturel.

Plus cette valeur est élevée et plus le module est prioritaire. Voici la syntaxe de la spécification

des modules :

module M1 <,M2,...> is

lasts [a,b];

processor P l;

priority Pr;

end

Les modules M1,M2, . . . partagent tous le même type défini par les informations de durée (mot

clef : lasts), de placement (mot clef : processor) et de priorité (mot clef : priority).

Spécification des événements

Il est nécessaire de spécifier la période des occurrences (mot clef : every), l’obligation (mot

clef : occurs EDS), ou au contraire la liberté d’occurrence (mot clef : occurs EPS), et finalement,
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l’anticipation de la première occurrence (mot clef : offset). La syntaxe de spécification des

événements est par conséquent la suivante :

event e1 <,e2,...> is

occurs (EPS|EDS);

every [a,b];

offset c;

end

où les nombres a, b et c sont des rationnels. De la même façon que pour les modules, les

événements e1, e2, . . . partagent ici tous le même type caractérisé par le mode d’occurrence, la

période d’occurrence et l’anticipation.

Structure et exemple d’une spécification H-Electre

Une spécification H-Electre est organisée de la façon suivante :

– tout d’abord les spécifications des places,

– ensuite, les descriptions des modules,

– et, finalement, les déclarations des événements.

La grammaire de notre langage est donnée dans le tableau 6.1, page 133. Prenons à nouveau

l’exemple des lecteurs/écrivains, décrit par le programme de la figure 2.1 (page 35). La figure 6.2

(page 134) représente une spécification H-Electre qui produit des séquences d’événements,

qui sont celles de l’environnement présenté en figure 2.6 (page 52).

Le chronogramme de la figure 6.1 (ci-dessous) présente, sur une période de 7 unités de temps,

les occurrences d’événements spécifiées en figure 6.2 (page 134). La zone grisée représente la

0 1 2 3 4 5 6 7
w r1 r2 finW finR1

finR2

t

Fig. 6.1 – Description de l’environnement de la figure 6.2 sur une période de 7 unités de temps.

durée pendant laquelle finR1 et finR2 peuvent se produire, dans n’importe quel ordre. D’après

ces spécifications, le motif présenté ici se répète avec une période de 7 u.t.

6.2 Systèmes à file réactifs hybrides linéaires

Nous introduisons maintenant les systèmes à file réactifs hybrides linéaires : le modèle ob-

tenu par l’association des systèmes à file réactifs et des informations temporelles quantitatives

données par les spécifications H-Electre. Nous définissons tout d’abord les systèmes hybrides

linéaires [6, 58, 7] qui permettent de modéliser des systèmes contenant à la fois une composante

dynamique (dans notre contexte, des tâches qui s’exécutent) et une composante discrète (ici, les

changement d’activité des tâches, comme, par exemple, leur terminaison). Puis, nous montrons
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S : := LP LM LE

LP : := P

| P LP

P : := PPF LId ;

| PPMF LId ;

LM : := M

| M LM

M : := Mh Md MPl MPr F in

Mh : := module LId is

Md : := lasts Intervalle ;

MPl : := processor Id ;

MPr : := priority Ent ;

LE : := E

| E LE

E : := Eh Em Ep Eo F in

Eh : := event LId is

Em : := occurs Occ ;

Occ : := EPS

| EDS

Ep : := every Intervalle ;

Eo : := offset Rat ;

Intervalle : := [Rat,Rat]

Rat : := Ent/Ent

| Ent

Ent : := [0-9]+
LId : := Id

| Id,LId

Id : := [a-z,A-Z,0-9, ]+
Fin : := end

Tab. 6.1 – Grammaire du langage H-Electre.
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PPF P1;

module R1,R2 is

lasts [1,3/2];

processor P1;

priority 1;

end

module W is

lasts [3,3];

processor P1;

priority 1;

end

event w is

occurs EDS;

every [7,7];

offset 7;

end

event r1 is

occurs EDS;

every [7,7];

offset 6;

end

event r2 is

occurs EDS;

every [7,7];

offset 5;

end

Fig. 6.2 – Spécification de l’environnement de la figure 2.6 (page 52) en H-Electre.

comment une spécification H-Electre est utilisée pour construire un AFR Hybride Linéaire

dont la sémantique est donnée par un SFR Hybride Linéaire.

6.2.1 Les systèmes hybrides linéaires

Les systèmes hybrides [6, 7, 58] décrivent l’évolution de systèmes discrets dans un environ-

nement qui évolue, lui, de façon continue. La composante continue modélise généralement un

système physique, par exemple le niveau d’un réservoir alimenté par une vanne et vidangé par une

autre. Un pas continu, dans l’évolution du système, consiste à faire évoluer le niveau du réservoir,

suivant les lois physiques appropriées, en tenant compte des vannes ouvertes et fermées. Un état

discret du système est donc décrit par l’état des vannes. Supposons que la vanne de vidange

soit fermée et que celle d’alimentation soit ouverte, après un certain temps (correspondant au

déroulement d’un pas continu), le niveau du réservoir atteint son niveau maximal. Il se produit

alors un pas discret qui correspond à un changement d’état discret : la vanne d’alimentation est

fermée, alors que la vanne de vidange est ouverte. Dans ce nouvel état discret, la loi qui décrit

l’évolution du niveau est adaptée au nouvel état des vannes.

Dans notre description informelle des systèmes hybrides, nous n’avons pas précisé la forme

que peuvent revêtir les lois d’évolution des variables qui décrivent le système, ou les condi-

tions qui indiquent que ces variables atteignent leurs valeurs limites. La définition de Henzin-

ger [58] n’introduit absolument aucune limite sur ces éléments. Ainsi, une loi d’évolution peut

être donnée par une équation différentielle, et les conditions de limitation peuvent mettre en

relation plusieurs variables, sous la forme d’équations non-linéaires, par exemple. Cette richesse

d’expression a cependant l’inconvénient de rendre parfois impossible les calculs de successeurs

ou de prédecesseurs nécessaires pour vérifier un système hybride. Nous n’avons pas besoin d’une

telle expressivité pour modéliser les programmes Electre, c’est pourquoi nous considérons une

sous-classe des systèmes hybrides : les systèmes hybrides linéaires [6, 58, 7] pour lesquels les
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calculs de successeurs et de prédecesseurs sont possibles.

Définition et sémantique

Soit X un ensemble fini de n variables à valeurs dans R. Une valuation v est un vecteur de

Rn. Une expression linéaire ϕ sur X est de la forme
∑n

i=1 ai.xi avec, ∀i ∈ {1, . . . , n}, ai ∈ Q et

xi ∈ X.

Définition 6.2 (Contrainte linéaire)

Une contrainte linéaire [22] Φ, sur un ensemble de n variables X, est une formule proposition-

nelle utilisant les connecteurs ∨,∧ et ¬ sur des propositions atomiques de la forme ϕ ./ c, où

./∈ {<,≤,=,≥, >}, ϕ est une expression linéaire sur X, et c ∈ Q. �

Définition 6.3 (Application affine)

Une application affine, sur un ensemble de n variables X, est définie par : X := A.X + B où A est

une matrice n× n à coefficients dans Q et B est un vecteur de Qn. �

Notons CL(X) l’ensemble des contraintes linéaires sur X, et AL(X) l’ensemble des applica-

tions affines sur X. Pour une valuation v et une contrainte linéaire Φ, nous notons v ∈ Φ si v

satisfait Φ.

Définition 6.4 (Rectangle)

Un rectangle [59] I de Rn, de dimension n, est un produit cartésien I =
∏n

i=1 Ii où Ii est :

– soit un intervalle borné de R à bornes rationnelles : Ii = [a, b], a, b ∈ Q et a ≤ b,

– soit un semi-ouvert de R : Ii = (a, b], a ∈ (Q ∪ −∞), b ∈ Q ou Ii = [a, b), a ∈ Q, b ∈

(Q ∪ +∞), et a ≤ b,

– sinon un ouvert de R : Ii = (a, b), a ∈ (Q ∪ −∞), b ∈ (Q ∪ +∞) et a ≤ b.

�

Définition 6.5 (Système hybride linéaire)

Un système hybride linéaire (SHL) [22] est un 10-uplet :

H = (QH , q0
H , XH , initH , AH , −→H , actH , invH , preH , postH)

où :

1. QH est un ensemble fini d’états,

2. q0
H ∈ QH est l’état initial de H,

3. XH est un ensemble fini de variables à valeurs dans R,

4. initH est la valuation initiale,

5. AH est un ensemble d’actions,

6. −→H ⊆ QH ×AH ×QH est la relation de transition de H,
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7. actH : QH → (Q×Q)n associe, à chaque état, une activité de la forme actH(q) =
∏n

i=1[di; di],

signifiant que la première dérivé de xi ∈ XH en q appartient à l’intervalle compact et borné

[di; di] de Q,

8. invH : QH → CL(XH) associe un invariant à chaque état,

9. preH : (−→H )→ CL(XH) associe une garde à chaque transition,

10. postH : (−→H ) → AL(XH) associe une transformation discrète des variables de XH , à

chaque transition de H.

�

Une évolution continue des variables de XH , depuis une valuation v ∈ Rn, en un état q ∈ QH

et pendant une durée t ∈ R≥0 définit la valuation v′, obtenue, en choisissant D ∈ actH(q) par :

v′ = v + D.t. Alors, du fait de la forme rectangulaire de actH(q) =
∏n

i=1[di; di], en considérant

l’ensemble des vecteurs D possibles, une évolution continue définit un cône de sommet v, dont

les rayons sont les demi-droites de pentes di et di pour la dimension i. La figure 6.3 représente

ceci pour la dimension i.

0 1 2 3 4 5
0

1

2

3xi

t

vi

di

di

Fig. 6.3 – Cône défini par actH(q) =
∏n

i=1[di; di] depuis v pour la dimension i.

Un système hybride linéaire H est rectangulaire si :

– quel que soit q ∈ QH , l’ensemble des valuations définit par invH(q) est rectangulaire,

– et quel que soit t ∈ (−→H ), preH(t) est un ensemble rectangulaire et postH(t) associe à

chaque variable, soit sa valeur actuelle, soit une valeur choisie aléatoirement dans une zone

rectangulaire.

Définition 6.6 (Sémantique d’un système hybride linéaire)

La sémantique d’un SHL [22] H = (QH , q0
H , XH , initH , AH , −→H , actH , invH , preH , postH) est

donnée par le système de transitions étiqueté : (Q, q0, L, −→ ) défini par (posons n = Card(XH)) :

1. Q = QH × Rn,

2. q0 =
(
q0
H , initH

)
,

3. L = AH ∪ R≥0,

4. −→ ⊆ Q× L×Q est définie par :

(a) ∀a ∈ AH , (q, v)
a
−→ (q′, v′) si et seulement si :

– q
a
−→H q′, notons t cette transition,
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– et v ∈ preH(t),

– et v′ ∈ postH(t),

– et v′ ∈ invH(q′).

(b) ∀δ ∈ R≥0, (q, v)
δ
−→ (q′, v′) si et seulement si :

– q = q′,

– et ∃D ∈ actH(q) t.q. v′ = (v + D.δ),

– et ∀0 ≤ δ′ ≤ δ, (v + D.δ′) ∈ invH(q).

�

Dans la suite, (q, v) ∈ Q est appelée une configuration de H. Depuis le début de cette section,

nous avons utilisé les termes «pas continu» et «pas discret» pour désigner les transitions qui

modélisent le passage du temps, et les changement d’états discrets du système, respectivement.

En nous basant sur la définition 6.6, nous donnons une définition formelle de ces deux termes.

Définition 6.7 (Pas continu)

Un pas continu dans un système hybride linéaire H, dont la sémantique est donnée par le système

de transitions (Q, q0, L, −→ ) est une transition :

(q, v)
δ
−→

(
q, v′

)

avec δ ∈ R≥0. �

Définition 6.8 (Pas discret)

Un pas discret dans un système hybride H, dont la sémantique est donnée par le système de transitions

(Q, q0, L, −→ ) est une transition :

(q, v)
a
−→

(
q′, v′

)

avec a ∈ AH . �

Remarque 6.9

Par la définition 6.6, deux pas continus consécutifs de durées δ et δ ′ peuvent être rassemblés en un

seul de durée δ + δ′ :

(q, v)
δ
−→

(
q, v′

) δ′
−−→

(
q, v′′

)
équivaut à (q, v)

(δ + δ′)
−−−−−→

(
q, v′′

)

�

Un pas continu-discret est alors l’enchainement d’un pas continu, puis d’un pas discret. Nous

pouvons maintenant définir les exécutions d’un système hybride.

Définition 6.10 (Exécution d’un SHL)

Soit H un SHL dont la sémantique est donnée par le système de transitions (Q, q0, L, −→ ). Une

exécution de H est une séquence de pas continus-discrets à partir de la configuration initiale q0 =
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(
q0
H , initH

)
:

(
q0
H , initH

) δ0−−→ (q1, v1)
a0−−→

(
q′1, v

′
1

)
. . . (qi, vi)

δi−−→ (qi+1, vi+1)
ai−−→

(
q′i+1, v

′
i+1

)
. . .

�

Dans la suite, [[ H ]] désigne l’ensemble des exécutions d’un système hybride H.

Graphe des régions

Le système de transitions qui définit la sémantique d’un système hybride linéaire n’est

généralement pas calculable, puisque les pas continus impliquent qu’une configuration donnée a

une infinité de successeurs immédiats. Pour cela, nous introduisons les graphes de régions qui,

basés sur une relation d’équivalence sur les configurations, permet la vérification des systèmes

hybrides linéaires. Pour cela, nous introduisons une relation d’équivalence sur les configura-

tions des systèmes hybrides linéaires (nommée équivalence discrète, définition 6.11, ci-dessous)

qui abstrait les pas continus qui permettent, ensuite, le franchissement des mêmes transitions

discrètes.

Définition 6.11 (Équivalence discrète)

Soit H un SHL et (Q, q0, A, −→ ) le système de transitions qui en donne la sémantique. Nous

considérons une relation d’équivalence discrète, notée ∼=, est la relation binaire sur Q définie

∀ (q, v) , (q′, v′) par :

(q, v) ∼=
(
q′, v′

)
⇔ q = q′ et : ∀t ∈ R≥0, ∀D ∈ actH(q) t.q. (q, v + D.t)

a
−→

(
q′′, v′′

)

∃t′ ∈ R≥0, ∃D
′ ∈ actH(q′) t.q.

(
q′, v′ + D′.t′

) a
−→

(
q′′′, v′′′

)

réciproquement : ∀t′ ∈ R≥0, ∀D
′ ∈ actH(q′) t.q.

(
q′, v′ + D′.t′

) a
−→

(
q′′′, v′′′

)

∃t ∈ R≥0, ∃D ∈ actH(q) t.q. (q, v + D.t)
a
−→

(
q′′, v′′

)

et dans les deux cas :
(
q′′, v′′

)
∼=
(
q′′′, v′′′

)

�

Deux configurations (q, v) et (q′, v′) sont donc ∼=-équivalentes si depuis chacune d’elles, il

est possible, après avoir laisser s’écouler le temps nécessaire, de franchir les mêmes transitions

discrètes. Dans la suite une région désigne une classe d’équivalence pour ∼=. Compte tenu de la

définition de cette relation, par la suite, nous appelons aussi «région» les ensembles de valuations

qui assurent l’équivalence.

Définition 6.12 (Graphe des régions)

Soit H un SHL de sémantique (Q, q0, A, −→ ). Le graphe des régions de H, noté (H)∼= est le système

de transitions (Q∼=, Q0
∼=, A∼=, −→∼= ) défini par :

1. Q∼= est la partition de Q définie par ∼=,

2. Q0
∼= =

{
Q′ ∈ Q∼= | q

0
H ∈ Q′

}
,
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3. A∼= = AH ,

4. −→∼= ⊆ Q∼= ×A∼= ×Q∼= est définie ∀Q′, Q′′ ∈ Q∼= et ∀a ∈ A∼= par :

Q′ a
−→∼= Q′′ ⇔∃

(
q′, v′

)
∈ Q′, ∃

(
q′′, v′′

)
∈ Q′′ et ∃δ ≥ 0 t.q. :

(
q′, v′

) δ
−→

a
−→ 〈q′′, v′′〉

�

La définition de ∼= induit de fait une relation de bisimulation, faisant abstraction des tran-

sitions temporelles, entre (H)∼= et la sémantique de H. Une exécution d’un graphe des régions

est une chemin dans celui-ci. L’ensemble des éxécutions d’un graphe des régions (H)∼= est noté

[[ (H)∼= ]].

Le calcul d’un graphe des régions se fait en caractérisant les valuations qui permettent de

franchir les transitions issues de chaque état q de H. Le lecteur trouvera dans [6] (par exemple),

une méthode pour le calcul du graphe des régions d’un système hybride linéaire.

6.2.2 Systèmes à file réactifs hybrides linéaires

À partir d’une spécification H-Electre Spec et d’un programme Electre P , nous sou-

haitons construire un SFR Embarqué qui corresponde à ces spécifications. Les informations

temporelles quantitatives, apportées par Spec, nous conduisent naturellement à modéliser Spec

sous la forme d’un système hybride linéaire H.

Notons R l’AFR obtenu par compilation du programme P . Certaines informations nécessaires

pour la construction de H, comme le démarrage ou la préemption des modules, sont contenues

dans R : elles en définissent les états (voir section 2.1.3, page 39 et section 2.1.3, page 40). Par

ailleurs, la mesure du temps d’exécution d’un module M, nécessite l’emploi d’une variable qui

doit avoir une activité nulle dans les états où M est préempté, et qui doit être initialisée lorsque M

débute une nouvelle exécution. Ces informations définissent, justement, la structure même de R.

De plus, les transitions de consommation, dans R, agissent sur l’état des modules, puisqu’elles

sont les duales des transitions de traitement immédiat. Par conséquent, les informations de Spec

sont directement intégrées à R pour obtenir un automates à file réactif hybride linéaire (AFR

Hybride Linéaire). La sémantique est alors donnée par un système à file réactif hybride linéaire

(SFR Hybride Linéaire) qui allie les sémantiques des SFR et des SHL.

Construction de l’AFR Hybride Linéaire

Considérons un événement (Eps) e. Rappelons que la période d’occurrence de e lui fournit

une «fenêtre» pendant laquelle il peut survenir, mais que cela n’a rien d’obligatoire. Le temps qui

sépare deux occurrences successives de e est mesuré par une variable. Lorsque la valeur de cette

variable atteint la période maximale séparant deux occurrences de e, et lorsque e ne survient

pas, il faut tout de même réinitialiser cette variable. Nous devons donc ajouter des transitions

qui se chargent de remettre à zéro les horloges des variables associées à un événement (Eps)

qui ne survient pas. Il en est de même des événements fugaces qui surviennent à un moment

où l’application modélisée ne peut pas les prendre en compte. Nous introduisons, pour cela, une

nouvelle étiquette, λ, qui estampille ces transitions de réinitialisation des horloges.
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Nous rappelons que les fonctions A, D et P associent, à chaque transition de R, les modules

qui sont activés, démarrés et préemptés respectivement (voir en section 2.1.3, page 39). À partir

de ces trois fonctions, nous construisons les fonctions :

– «A» qui donne l’ensemble des modules qui s’exécutent dans un état de l’AFR. Attention

cependant, cette fonction ne tient bien évidemment pas compte des priorités de modules.

Par conséquent, un module s’exécutant sur une place (Ppmf) peut être actif selon A tout

en ne s’exécutant pas réellement, n’étant pas le plus prioritaire.

– «On» qui associe à chaque transition t de R les modules qui commencent une nouvelle

exécution dans l’état cible de t.

Le calcul de ces deux fonctions à partir de A, D et P , est abordé dans [20, 16].

Soit MP l(p) = {M ∈ M|P l(M) = p} l’ensemble des modules qui s’exécutent dans la place

p ∈ P. Nous notons Ap(q) = A(q) ∩ MP l(p) l’ensemble des modules d’une place p actifs en un

état q d’un AFR, et maxPr
p (q) = {M ∈ Ap(q) | ∀M

′ ∈
(
A(q) ∩ MP l(P l(M))

)
, P r(M) ≥ Pr(M′)}

l’ensemble des modules de la place p, de priorité maximale, qui sont actifs en q.

En considérant ces éléments, nous construisons maintenant, l’AFR Hybride Linéaire défini

par un AFR et une spécification H-Electre.

Définition 6.13 (AFR Hybride Linéaire)

Soit Spec = (M, E,P, d, d, P l, P r, δ) la spécification H-Electre pour un programme Electre

P . Soit R = (QR, q0
R, AR, −→R ) l’AFR obtenu par compilation de P .

L’automate à file réactif hybride linéaire (AFR Hybride Linéaire)

RH = (QRH
, q0

RH
, XRH

, initRH
, ARH

, −→RH
, actRH

, invRH
, preRH

, postRH
)

est défini depuis R et Spec par :

1. QRH
= QR,

2. q0
RH

= q0
R,

3. ARH
= AR ∪ {λ}, avec λ 6∈ (Σ)R,

4. XRH
= {xM | M ∈M} ∪ {xe | e ∈ E},

5. initRH
=

(
∧

M∈M
xM := 0

)

∧

(

∧

e∈E
xe := δ(e)

)

,

6. quel que soit q ∈ QH , invRH
(q) =

(

∧

M∈A(q)

xM ≤ d(M)

)

∧

(

∧

e∈E
xe ≤ d(e)

)

,

7. quel que soit q ∈ QH :

actRH
(q) =










∧

M∈M

ẋM =







Pr(M)�

M′∈APl(M)(q)

Pr(M′) si M ∈ A(q) et P l(M) ∈ P(Ppf)

1
Card(maxPr

Pl(M)
(q))

si M ∈ maxPr
P l(M)(q) et P l(M) ∈ P(Ppmf)

0 sinon










∧

(
∧

e∈E

ẋe = 1

)
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8. et −→RH
⊆ QH ×AH ×QH est définie par :

(a) quel que soit e ∈ (Σ)R, q
e
−→RH

q′ si q
e
−→R q′, et, en notant t cette transition :

– preRH
(t) =

(
d(e) ≤ xe ≤ d(e)

)
,

– postRH
(t) = (x′

e := 0) ∧

(

∧

M∈On(t)

x′
M := 0

)

.

(b) quel que soit e ∈ (ΣM )R, q
?e
−−→RH

q′ si q
?e
−−→R q′ et :

– preRH
(t) = true,

– postRH
(t) =

(

∧

M∈On(t)

x′
M := 0

)

.

(c) quel que soit e ∈ (ΣM )R, q
!e
−−→RH

q si q
!e
−−→R q et :

– preRH
(t) =

(
d(e) ≤ xe ≤ d(e)

)
,

– postRH
(t) = (x′

e := 0).

(d) quel que soit M ∈M, q
finM−−−→RH

q′ si q
finM−−−→R q′, et en notant t cette transition de RH :

– preRH
(t) =

(
d(M) ≤ xM ≤ d(M)

)
,

– postRH
(t) = id.

(e) quel que soit q ∈ QH , et quel que soit e ∈ (E(Eps) ∪ (ΣF \out(q))), nous avons q
λ
−→RH

q,

et :

– preRH
(t) =

(
xe = d(e)

)
,

– postRH
(t) = (x′

e := 0).

�

Dans cette définition, id représente l’application identité, et x′ représente la valeur de la

variable x ∈ XRH
après une transformation discrète. En n’imposant aucune contrainte pour

le franchissement des transitions de consommations (preRH
= true), nous donnons la priorité

au traitement des occurrences mémorisées, respectant ainsi la sémantique des SFR. Enfin, la

définition de actRH
prend en compte les politiques (Ppf) et (Ppmf). Pour la première, la vitesse

d’exécution du module est définie par la priorité du module, divisée par la somme des priorités

des modules actifs dans l’état considéré, et s’exécutant dans la même place :

Pr(M)
∑

M′∈APl(M)(q)

Pr(M′)
si M ∈ A(q) et P l(M) ∈ P(Ppf)

Pour la politique (Ppmf), seuls les modules de priorité maximale, de chaque place, qui sont

actifs dans l’état considéré, s’exécutent, et ils se partagent alors la ressource équitablement.

1

Card(maxPr
P l(M)(q))

si M ∈ maxPr
P l(M)(q) et P l(M) ∈ P(Ppmf)

Remarque 6.14

Il est clair, suivant la forme des contraintes linéaires preRH
, postRH

et invRH
que les AFR Hybrides

Linéaires sont rectangulaires. �
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Considérons à nouveau l’exemple des lecteurs/écrivains. L’AFR R correspondant est repré-

senté en figure 2.4 (page 43). Nous considérons la spécification H-Electre Spec de la figure 6.2

(page 134). La figure 6.4 représente une partie1 de l’AFR Hybride Linéaire construit à partir de

R et Spec.

xW := 0; xw := 7
xR1 := 0; xr1 := 6
xR2 := 0; xr2 := 5

∅

xw ≤ 7; xr1 ≤ 7; xr2 ≤ 7;
ẋW = 0; ẋR1 = 0; ẋR2 = 0
ẋw = 1; ẋr1 = 1; ẋr2 = 1

W

xw ≤ 7; xr1 ≤ 7; xr2 ≤ 7;

xW ≤ 3

ẋW = 1; ẋR1 = 0 ẋR2 = 0
ẋw = 1; ẋr1 = 1; ẋr2 = 1

true

?w
x′
W := 0

7 ≤ xw ≤ 7
w

x′
w := 0; x′

W := 0

3 ≤ xW ≤ 3
finW

7 ≤ xw ≤ 7
!w

xw := 0

7 ≤ xr1 ≤ 7
!r1

xr1 := 0

7 ≤ xr2 ≤ 7
!r2

xr2 := 0

Fig. 6.4 – Une partie de l’AFR Hybride Linéaire pour les lecteurs/écrivains.

Sémantique et propriétés des AFR Hybrides Linéaires

La sémantique d’un AFR Hybride Linéaire combine la sémantique des AFR et celle des

systèmes hybrides linéaires. La particularité de ce nouveau modèle est qu’il faut tenir compte

des interactions entre la gestion de la file de mémorisation et les temporisations. En particulier,

puisque les occurrences mémorisées ont la priorité, dès lors qu’il est possible de consommer une

occurrence mémorisée, il n’est pas possible de laisser s’écouler du temps. Une configuration d’un

SFR Hybride Linéaire est donc définie par un état q ∈ QRH
, un contenu de file w ∈ (ΣM )∗RH

et

une valuation v ∈ Rn des variables de XRH
.

1Nous ne montrons ici que les états
�

et W , faute de place pour représenter l’AFR Hybride Linéaire en entier.
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Définition 6.15 (SFR Hybride Linéaire)

Soit RH = (QRH
, q0

RH
, ARH

, −→RH
, XRH

, initRH
, invRH

, actRH
, preRH

, postRH
) un AFR Hybride

Linéaire. Nous nommons R = (QR, q0
R, AR, −→R ) l’AFR sous-jacent, et S = (QS , q0

S , AS , −→S )

représente le SFR obtenu depuis R (voir la définition 2.11, page 44).

Le système à file réactif hybride linéaire (SFR Hybride Linéaire), qui définit la sémantique de RH ,

est le système de transitions SH = (QSH
, Q0

SH
, ASH

, −→SH
) défini par :

1. QSH
⊆ QRH

× Σ∗
M × Rn est l’ensemble des configurations de SH vérifiant : ∀(q, w, v) ∈

QSH
, v ∈ invRH

(q),

2. q0
SH

= (q0
RH

, ε, initRH
) est la configuration initiale de SH ,

3. ASH
= ARH

∪ R≥0,

4. −→SH
⊆ QSH

× ASH
× QSH

est la relation de transition définie pour toute configuration

(q, w, v) ∈ QSH
par :

(a) ∀a ∈ ARH
, (q, w, v)

a
−→SH

(q′, w′, v′) si :

– (q, w)
a
−→S (q′, w′),

– et, en notant t = q
a
−→RH

q′ :

– v ∈ preRH
(t),

– et v′ ∈ postRH
(t),

– et v′ ∈ invRH
(q′),

(b) ∀δ ∈ R≥0, (q, w, v)
δ
−→SH

(q′, w′, v′) si :

– (q′, w′) = (q, w),

– et w ∈ (Σ!
q)∗,

– et ∃D ∈ actRH
(q) t.q. v′ = (v + D.δ),

– et ∀0 ≤ δ′ ≤ δ, (v + δ′.t) ∈ invRH
(q).

�

Notons la particularité des SFR Hybrides Linéaires : les transitions de consommation doivent

être franchies au plus tôt, comme la condition w ∈ (Σ!
q)

∗ l’impose dans le point (4b) ci-dessus.

Il est donc possible de laisser s’écouler du temps, uniquement dans les configurations stables

(par extension de cette notion pour les SFR). Les spécifications apportées par les contraintes

temporelles dans un SFR Hybride Linéaire SH permettent de sélectionner certaines exécutions

du SFR S, sous-jacent à SH , et par conséquent, les SFR Hybrides Linéaires forment une classe

particulière de SFR Embarqués.

La relation d’équivalence discrète définie pour les systèmes hybrides linéaires (définition 6.11,

page 138) s’adapte très facilement aux SFR Hybrides Linéaires. Deux configurations sont équi-

valentes si elles le sont au sens de la définition 6.11, et si leurs deux files sont égales. Nous notons
∼=f cette nouvelle relation d’équivalence discrète qui tient compte de la file.

〈q, w, v〉 ∼=f 〈q
′, w′, v′〉 ⇔ (q, v) ∼=

(
q′, v′

)
et w = w′ (6.1)

La notion de graphe des régions (définition 6.12, page 138) s’étend alors naturellement aux

SFR Hybrides Linéaires.
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Finalement, tout environnement périodique peut s’exprimer en H-Electre, donc :

Théorème 6.16

Tous les problèmes d’interêt sont indécidables pour les SFR Hybrides Linéaires avec 2 événements

mémorisables. �

6.3 Test de non-bornitude pour les SFR Hybrides Linéaires

Le problème de la bornitude n’est pas décidable pour les SFR Hybrides Linéaires (par le

théorème 6.16, ci-dessus). Cependant, il est important de s’assurer que le système modélisé

se contente d’une mémoire de taille bornée. Dans cette section, nous adaptons notre test de

non-bornitude, présenté au chapitre 5 (page 107) au contexte hybride.

6.3.1 Principe du test pour les SFR Hybrides Linéaires

Le test de non-bornitude pour les SFR Embarqués, que nous présentons au chapitre 5

(page 107), se base sur l’exploration de l’arbre des exécutions du SFR Embarqué S||E considéré,

à la recherche des cycles dans les exécutions de S||E. Un cycle σ est alors un chemin allant

d’une configuration 〈qR, w, qE〉 à une configuration 〈q′R, w′, q′E〉 avec qR = q′R. Lorsqu’un cycle

est trouvé, nous décidons son itérabilité infinie, c’est à dire l’existence d’une exécution de S||E,

depuis 〈qR, w, qE〉, qui consiste à répéter infiniment les transitions de σ. Un cycle rend la file

non bornée si et seulement s’il existe un événement mémorisable e qui est mémorisé plus de fois

qu’il est consommé sur σ. Lorsqu’un cycle infiniment itérable, et rendant la file non bornée, est

trouvé, nous concluons à la non-bornitude de S||E.

Nous adaptons ici ce principe aux SFR Hybrides Linéaires. Considérons donc un SFR Hybride

Linéaire SH . Pour tester la non-bornitude de SH , nous devons :

1. être en mesure de développer l’arbre d’accessibilité de SH ,

2. pouvoir détecter les cycles dans les exécutions de SH ,

3. être capables de déterminer si un cycle est infiniment itérable,

4. enfin, déterminer si un cycle rend la file non bornée.

(Point 1) Il n’est pas possible de développer l’arbre d’accessibilité de SH . En effet depuis

une configuration 〈q, w, v〉, dès qu’il est possible de franchir un pas continu de durée non nulle,

alors, R≥0 étant un domaine dense, 〈q, w, v〉 a une infinité de successeurs.

La solution consiste alors à développer l’arbre d’accessibilité du graphe des régions (SH)∼=f
,

de SH . En effet, par la définition même de ∼=f , à tout cycle de SH (définition 6.17 ci-dessous)

correspond un cycle de (SH)∼=f
, et vice-versa. En effet, seules les transitions discrètes nous

intéressent pour la bornitude. De plus, la relation de transition de RH (l’AFR Hybride Linéaire de

sémantique SH) étant finie, toute configurations de (SH)∼=f
admet un nombre fini de successeurs.

La méthode de calcul du graphe des régions de [6], pourra alors facilement être adaptée aux SFR

Hybrides Linéaires, compte tenu de la définition de ∼=f .
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Notons cependant que même lorsque le SFR Hybride Linéaire est borné, notre test de non-

bornitude peut ne pas terminer : le graphe des régions d’un SFR Hybride Linéaire n’est à priori

pas fini.

Nous considérons donc désormais (SH)∼=f
pour notre test de non-bornitude. Les configura-

tions de ce système sont de la forme 〈q, w,R〉, où R est une région (définition 6.12, page 138).

(Point 2) Afin de détecter une exécution finie d’un SFR Hybride Linéaire qui rend la

file non bornée, nous recherchons des cycles qui peuvent être exécutés une infinité de fois

consécutivement. Un cycle est donc un chemin partant et aboutisant dans un même état q,

indépendamment de la file et des valuations des variables.

Définition 6.17 (Cycle dans un SFR Hybride Linéaire)

Un chemin σ, dans (SH)∼=f
, le graphe des régions d’un SFR Hybride Linéaire, allant de 〈q, w,R〉 à

〈q′, w′, R′〉 est un cycle si et seulement si q = q′. �

(Point 3) L’itérabilité infinie d’un cycle :

σ = 〈q1, w1, R1〉
a1−−→ . . .

an−−→ 〈qn+1, wn+1, Rn+1〉

avec q1 = qn+1, est liée à la possibilité de franchir une infinité de fois chacune des transitions de

σ. La possibilité de franchir une transition :

〈qi, wi, Ri〉
a
−→ 〈qi+1, wi+1, Ri+1〉

du graphe des régions (SH)∼=f
est définie par :

– le contenu de la file wi,

– les valuations de Ri.

Notre critère d’itérabilité d’un cycle de (SH)∼=f
doit donc tenir compte de ces deux éléments. Nous

dirons que σ est itérable vis-à-vis de la file, si les configurations (q1, w1, R1) et (qn+1, wn+1, Rn+1)

respectent la relation I (section 5.1.2, page 109), i.e. ((q1, w1, R1), (qn+1, wn+1, Rn+1)) ∈ I. Dans

ce cas, conformément aux résultats présentés dans le chapitre 5 (page 107), la transformation

de la file induite par σ préserve la possibilité de franchir les transitions de σ.

Il nous reste donc à considérer les conditions sur les régions pour l’itérabilité de σ. Cette

condition apparâıt dans la condition (CN1) (page 110) de notre test de non-bornitude pour

les SFR Embarqués. Nous nous concentrons, dans les deux sections qui suivent, sur l’itérabilité

d’un cycle vis-à-vis des régions.

(Point 4) Le critère pour qu’un cycle rende la file non bornée est le même que celui utilisé

au chapitre 5 (page 107) : il faut et il suffit qu’un événement mémorisable soit mémorisé plus

de fois qu’il est consommé sur le cycle.

6.3.2 Modélisation des cycles dans les SFR Hybrides Linéaires

Avant de considérer l’itérabilité d’un cycle σ vis-à-vis des régions, nous modélisons σ sous la

forme d’une châıne hybride [71].
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Définition 6.18 (Châıne hybride)

Soit :

σ = 〈q1, w1, R1〉
a1−−→ 〈q2, w2, R2〉

a2−−→ . . .
ak−−→ 〈qk+1, wk+1, Rk+1〉

un cycle d’un SFR Hybride Linéaire. La châıne hybride [71] définie par σ est la séquence de k triplets

[γ1, ρ1, δ1] , . . . , [γk, ρk, δk] où [γi, ρi, δi] est défini par :

1. γi = preH(qi
ai−−→ qi+1) ∩ invH(qi),

2. ρi = postH(qi
ai−−→ qi+1) ∩ invH(qi+1),

3. δi =







(

∧

x∈XH

ẋ = 0

)

si ai+1 =?e, e ∈ ΣM

actH(qi+1) sinon

avec qk+1 = q1 et ak+1 = a1. �

Remarquons la particularité du point (3) de cette définition. Lorsque ai+1 =?e, e ∈ ΣM ,

par la sémantique des SFR Hybrides Linéaires (définition 6.15, page 142), il n’est pas possible

de laisser s’écouler de temps dans l’etat qi+1. La modélisation sous la forme de châınes hybrides

doit donc tenir compte de la sémantique particulière des SFR Hybrides Linéaires. La condition(

∧

x∈XH

ẋ = 0

)

permet d’imposer que les valeurs des variables de XH n’évoluent pas en qi+1. Ce

qui conduit au même effet : la valeur de XH reste inchangée.

De même que pour les SHL, une châıne hybride est rectangulaire si pour tous les triplets

[γi, ρi, δi], γi, ρi et δi sont des rectangles.

Une châıne hybride pour un cycle σ représente la transformation appliquée aux variables de

RH lors de l’exécution de σ. Suivant [71], nous modélisons maintenant cette transformation sous

la forme d’un système discret.

Considérons un triplet [γi, ρi, δi] et une valuation v ∈ γi. Lors du parcours de ce triplet,

v est d’abord transformée par ρi. Par construction, ρi est une application linéaire, donc cette

transformation s’écrit : v′ = Ai.v + Bi, où Ai et Bi sont la matrice n× n de R et le vecteur de

Rn qui définissent ρi.

Ensuite, nous appliquons à v′, la transformée de v, l’évolution continue définie par δi. Rap-

pelons que δi = prodn
j=1[dj; dj] est un rectangle compact et borné de Rn qui défini l’ensemble des

vitesses d’évolution possibles, pour les variables de H, dans l’état qi+1. Alors, pour un vecteur

Di ∈ δi, depuis v′, et après un temps ti ∈ R≥0, la nouvelle valuation est v′′ = v′ + Di.ti. Cepen-

dant, δi définit un ensemble de vitesses possibles (c’est à dire un ensemble de vecteurs Di) et,

la transformation est appliquée pour un temps ti quelconque. Par conséquent, la transformation

de v′ par δi définit un cône de sommet v′, et donc les rayons sont de pente dj et dj dans la

dimension j. La figure 6.3 représente ceci pour une dimension i donnée. Notons Ci =
⋃

ti≥0 ti.δi

le cône ainsi défini. La transformation de v par le triplet [γi, ρi, δi] défini le sous-espace R de

Rn :

R = Ai.v + Bi + Ci

Puis, parmi les points de R ainsi obtenus, seuls ceux qui permettent de franchir le motif

suivant (d’indice i + 1), nous intéressent. Nous définissons donc la transformation avant en ce
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sens : nous tenons compte de γi+1.

Définition 6.19 (Transformation avant)

Soit [γ1, ρ1, δ1] , . . . , [γk, ρk, δk] une chaine hybride et v ∈ Rn une valuation. La transformation avant

de v par le triplet d’indice i est définie par :

T+
i (v) = (Ai.v + Bi + Ci) ∩ γi+1

avec γk+1 = γ1.

La transformation avant de v par la chaine entière est alors définie par la composition des

transformations avant pour les rangs 1 à n :

T+(v) = T +
k (T+

k−1(. . . T
+
1 (v) . . . ))

�

Notons que l’opération de transformation avant est étendue à des régions R en utilisant les

mêmes méthodes que celles évoquées pour le calcul du graphe des régions (par exemple, celle

de [6]).

Définition 6.20 (Trajectoire)

Une trajectoire d’une châıne hybride [γ1, ρ1, δ1] , . . . , [γk, ρk, δk] est une séquence de valuations pour

X :

{V (1), . . . , V (k)}1, {V (1), . . . , V (k)}2, . . . , {V (1), . . . , V (k)}L

avec : V (i + 1) = T +
i (V (i)) et V (k)1 = V (1)2, . . . , V (k)L−1 = V (1)L. �

Une trajectoire est viable si elle est infinie : L = ∞. Une valuation est viable si elle est

l’origine d’une trajectoire viable. Un point fixe d’une châıne hybride est une valuation v ∈ Rn

telle que V (1)1 = V (1)2 = · · · = V (1)L = v.

Définition 6.21 (Noyau de stabilité)

Le noyau de stabilité [71] d’une châıne hybride est l’ensemble de ses points viables. �

À partir de tout point du noyau de stabilité, il est donc possible d’itérer infiniment le cycle

σ considéré. Il reste à déterminer l’existence d’un point viable, et cas échéant, à le calculer, pour

décider, ensuite, si ce point figure dans la configuration 〈q, w,R〉, depuis laquelle nous souhaitons

connaitre l’itérabilité de σ.

Lemme 6.22 (Kourjanski & Varaiya [71])

Une châıne hybride admet un point viable si et seulement si elle admet un point fixe. �

Dans la section suivante, nous donnons un semi-algorithme pour le calcul du noyau de stabi-

lité d’une châıne hybride. Puis, dans la section 6.3.4, nous indiquons une méthode pour calculer
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l’ensemble des points fixes d’une châıne hybride rectangulaire. Ceci permet d’éviter de calculer

le noyau de stabilité lorsque celui-ci est vide, cas dans lequel les risques que le semi-algorithme

de termine pas est très élevé. Finalement, nous avons donc un semi-algorithme pour tester

l’itérabilité vis-à-vis des régions, d’un cycle σ, à partir d’une configuration 〈q, w,R〉, dans un

SFR Hybride Linéaire :

P = ∅ ?

σ n’est pas itérable

oui

R ∩ P 6= ∅ ?

non

σ est itérable

oui

R ∩K 6= ∅ ?

non

σ est itérable

oui

σ n’est pas itérable

non

où : P désigne l’ensemble des points fixes de σ, et K son noyau de stabilité (lorsqu’ils sont
calculables).

Fig. 6.5 – Semi-algorithme pour l’itérabilité vis-à-vis des régions d’un cycle σ depuis une confi-
guration 〈q, w,R〉 d’un SFR Hybride Linéaire.

6.3.3 Calcul du noyau de stabilité K

Considérons une châıne hybride [γ1, ρ1, δ1] , . . . , [γk, ρk, δk] et T+ sa transformation avant

(définition 6.19, page 147). Dans [71], Kourjanski et Varaiya proposent un semi-algorithme pour

le calcul du noyau de stabilité de chaque état, c’est à dire l’ensemble des points viables de chaque

γi.

Pour notre test d’itérabilité, nous avons uniquement besoin du noyau de stabilité dans le

premier état, c’est à dire de K ⊆ γ1. Nous présentons donc ci-dessous un semi-algorithme plus

simple dans sa formulation.

K ← γ1

tant que T +(K) 6⊆ K faire
K ← K ∩ T +(K)

fin tant que
return K

Algorithme 6.1: Semi-algorithme pour le calcul du noyau de stabilité d’une châıne hybride.

Ce semi-algorithme ne termine pas lorsqu’il existe une suite infinie et strictement décroissante

γ1 ⊇ K1 ⊇ K2 ⊇ . . . de régions contenant des points non-viables. En effet, dans ce cas, le test

T+(K) 6⊆ K, échoue systématiquement puisque l’algorithme ne parvient jamais à éliminer de

K tous les points non-viables. Par contre, si à un moment donné, K ne contient plus que

des points viables, l’algorithme converge. La figure 6.6 ci-dessous présente un SHL pour lequel
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l’algorithme 6.1 ne converge pas. En effet, à partir de la région initiale [−1; 1], l’algorithme

calcule la suite des régions : [−1
2 ; 1

2 ], [−1
4 ; 1

4 ], . . . , [−1
2k ; 1

2k ], . . . sans jamais converger sur l’unique

point viable : 0.

ẋ = 0

true

x ∈ [−1; 1]
x′ := 1

2x

Fig. 6.6 – Un SHL pour lequel l’algorithme 6.1 ne converge pas.

Il est par conséquent très bénéfique de savoir, avant d’utiliser cet algorithme, si la châıne hy-

bride considérée possède des points viables. Outre l’inutilité du calcul de K dans le cas contraire,

l’algorithme 6.1 présente alors de grands risques de ne pas terminer.

6.3.4 Calcul de l’ensemble des points fixes P

Nous pouvons déterminer l’existence de points viables pour une châıne hybride si nous pou-

vons déterminer l’existence de points fixes (lemme 6.22, page 147). Nous présentons, dans cette

section, un algorithme de calcul de ces points fixes pour les systèmes hybrides rectangulaires

(définition 6.4, page 135). Cet algorithme est du à Kourjanski et Varaiya [71]. Rappelons que

les AFR Hybrides Linéaires sont rectangulaire (remarque 6.14, page 141).

Considérons une châıne hybride [γ1, ρ1, δ1] , . . . , [γk, ρk, δk]. Du fait que les γi, ρi et δi sont

des rectangles, la modélisation de la transformation induite par les triplets [γi, ρi, δi] de la

définition 6.19 (page 147) peut être donnée sous la forme d’un système linéaire. Dans la suite,

j ∈ {1, . . . , n} représente l’indice dans la dimension du SFR Hybride Linéaire. Par définition

d’une châıne hybride rectangulaires :

γi =

n∏

j=1

[γij
; γij ] et ρi =

n∏

j=1

[ρij
; ρij ] et δi =

n∏

j=1

[δij
; δij ]

L’ensemble des valuations qui permettent de franchir le triplet de rang i est défini par γi.

Par conséquent, l’ensemble de ces valuations V (i), est donné, pour la dimension j, par :

γij
≤ V (i)j ≤ γij (6.2)

Puis, l’ensemble de valuations V (i) est obtenu à partir de celui de rang V (i−1) (uniquement

pour 2 ≤ i ≤ k), en appliquant la transformation discrète donnée par ρi−1, puis l’évolution

continue donnée par δi. Dans le cadre d’une châıne hybride rectangulaire, la transformation

discrète de rang i, est une application affine définie par la matrice n×n, A(i) de R et le vecteur

ρi. La matrice A(i) est telle que tous ses éléments non diagonaux sont nuls, et :
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– si l’élément de dimension j, A(i)jj , est nul, xj est réinitialisée lors du passage du triplet

de rang i à celui de rang i + 1.

– sinon, l’élément diagonal de dimension j vaut 1 : A(i)jj = 1, et ρij
= ρij = 0 : la valeur

de xj reste constante.

En notant V ′(i) l’ensemble des valuations obtenues depuis V (i−1) suite à l’application de cette

transformation discrète, nous avons, pour la dimension j :

V ′(i)j = A(i− 1)jj .V (i− 1)j + ρi−1j avec ρi−1j
≤ ρi−1j ≤ ρi−1j

Enfin, l’évolution continue définie par δi, conduit, pour un instant t(i) ≥ 0, de passage du triplet

de rang i à celui de rang i + 1, à l’ensemble des valuations V (i) :

V ′(i)j + δij
.t(i) ≤ V (i) ≤ V ′(i) + δij.t(i)

Ces deux étapes peuvent maintenant s’écrire en une seule par la formulation :

A(i− 1)jj.V (i− 1)j + δij
.t(i) ≤ V (i)j − ρi−1j ≤ A(i − 1)jj .V (i− 1)j + δij .t(i) (6.3)

avec :

ρi−1j
≤ ρi−1j ≤ ρi−1j (6.4)

Les équations (6.2) à (6.4) définissent les conditions pour le franchissement de la châıne.

Lorsqu’un point fixe est recherché, il suffit alors d’imposer que la valeur de chaque variable de

XRH
soit stable par l’exécution de la châıne en ajoutant la condition :

V (1)j = V (k)j , j ∈ {1, . . . , n} (6.5)

Les équations (6.2) à (6.5) forment alors un problème de programmation linéaire qui admet

une solution si et seulement si la châıne hybride admet un point fixe.

Lemme 6.23 (Kourjanski & Varaiya [71])

L’ensemble des points fixes d’une châıne hybride rectangulaire peut être calculé par la résolution

d’un problème de programmation linéaire. �

Le lecteur trouvera, par exemple, dans [68] une méthode efficace pour la résolution des

probèmes de programmation linéaire.



Chapitre 7

Réduction du modèle de vérification

par méthodes d’ordre partiel

Lorsque nous avons la certitude que le système modélisé est borné, c’est à dire lorsqu’il

remplit notre critère de bonne spécification (voir le chapitre 2, page 33), il est possible de

s’intéresser à la vérification d’autres propriétés du système. Il peut par exemple s’agir de s’assurer

que le système des lecteurs/écrivains décrit au chapitre 2 ne possède pas d’état bloquant. Bien

souvent, ces vérifications sont pratiquement impossibles à cause de problème de l’explosion

combinatoire de l’espace d’états : le modèle du système contient trop d’états, et ne peut être

exploré de façon exhaustive, généralement parce que l’espace de stockage nécessaire à cette

opération n’est pas disponible. Ce problème se produit pour les systèmes à file réactifs lorsque

la borne sur le nombre d’occurrences mémorisées simultanément est trop grande : en notant n

le nombre d’événements mémorisables (à mémorisation unique) et b cette borne, il y a n!
(n−b)!

contenus de file possibles de taille b. Nous présentons donc dans ce chapitre une technique de

réduction du modèle de vérification des programmes Electre.

Nous présentons d’abord ce modèle en section 7.1, en particulier, nous montrons comment il

est possible de le réduire. Notre technique de réduction [61] est basée sur les méthodes d’ordre-

partiel [82, 93, 50, 48, 69, 79, 49, 46] que nous introduisons en section 7.2. Finalement, la

section 7.3 présente le principe et l’agorithme de calcul du modèle réduit, les résultats de

vérification qui sont préservés par notre méthode de réduction, ainsi qu’une analyse de la com-

plexité du modèle obtenu. Dans cette section, nous montrons, en particulier, que notre technique

de réduction préserve l’accessibilité des configurations stables du système (modulo une relation

d’équivalence nommée trace, c.f. la définition 7.3, page 158), ce qui permet de transposer la

plupart des résultats de vérification du modèle réduit au modèle complet.

7.1 Le modèle de vérification des programmes Electre

Du fait qu’il n’existe pas de model-checker dédié à Electre ou aux automates à file réactifs,

le modèle de vérification doit contenir toutes les informations nécessaires au respect de la

sémantique du langage, en particulier un modèle pour la file de mémorisation et le respect

de la gestion Fiffo des occurrences d’événements mémorisées. Lors de la compilation d’un pro-
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gramme Electre, nous obtenons un modèle comportemental du programme. Il reste donc à

modéliser la file de mémorisation.

7.1.1 Séparation du contrôle et des données

Par exemple, pour la vérification de propriétés du programme des lecteurs/écrivains

représenté en figure 2.1, page 35, il nous faut en plus de l’AFR (modèle comportemental)

de la figure 2.4, représenter la file de mémorisation, ainsi que la synchronisation entre les deux,

en respect de la politique Fiffo. La file de mémorisation est représentée par un système de

transitions dont les états sont les contenus de file et les transitions sont les opérations (ajout et

retrait) sur les occurrences mémorisées. La figure 7.1 (page 153) représente le modèle de la file

pour le programme des lecteurs/écrivains (figure 2.1, page 35 et figure 2.4, page 43) lorsque nous

supposons qu’elle est de taille maximale 3. Par soucis de lisibilité, nous n’avons pas représenté

les transitions de retrait des occurrences mémorisées. Le système complet contient donc en

chaque état une transition de retrait pour chaque occurrence d’événement consommable. Par

exemple, dans l’état r1wr1, il y a une transition de retrait pour l’événement r1 qui amène dans

l’état wr1, et une transition de retrait pour l’événement w qui conduit dans l’état r1r1. Bien

entendu, la seconde occurrence mémorisée de r1 ne peut pas être consommée dans cet état.

Le modèle complet, noté R ||F , est alors obtenu en synchronisant les transitions de l’auto-

mate à file réactif R et du modèle de la file F . Le système de transitions ainsi obtenu correspond

exactement au système à file réactif obtenu depuis R par la définition 2.11 (page 44). Chaque

transition de mémorisation de R est associée à la transition d’ajout correspondante dans F . Par

exemple, si l’état courant de R est W et celui de F est r2r1, lorsqu’une occurrence de w survient,

les transitions W
!w
−−→R W et r2r1

+w
−−→ r2r1w sont franchies simultanément dans R et F . Cela

correspond au franchissement de la transition (W, r2r1)
!w
−−→S (W, r2r1w) dans le système à file

réactif S défini par R.

La synchronisation a lieu de même pour les transitions de consommation/retrait. Dans ce

dernier cas, il faut en plus s’assurer du respect de la gestion Fiffo de la file : c’est à dire

consommer l’occurrence mémorisée la plus ancienne. Ceci est réalisé d’une part en étiquetant

les transitions de consommation par la position de l’événement dans la file, et d’autre part en

spécifiant des vecteurs de synchronisation, à la Arnold et Nivat, qui assurent l’évolution correcte

du système. Par exemple, les transitions de consommation issues de l’état r1r2 du modèle de la

figure 7.1 sont étiquetées (−r1)1 et (−r2)2, alors que celles issues de l’état r2r1 sont étiquetés à

l’inverse : (−r1)2 et (−r2)1.

Enfin, pour être complet, le modèle de la file dispose aussi d’un événement particulier, noté

τ , qui étiquette une transition qui boucle sur chaque état, et qui sert à la synchronisation avec

les transitions de l’AFR sans effet sur la file. De la même façon, il y a une transition boucle, de

mémorisation, en chaque état, et pour chaque événement à mémorisation unique qui y apparâıt.

Ces transitions de mémorisation sont nécessaire pour la synchronisation avec les AFR, lorsque

ceux-ci tentent de mémoriser un événement à mémorisation unique qui l’est déjà. Dans la suite,

nous faisons abstraction de transitions, ainsi que des transitions τ (qui n’interviennent pas lors

de la réduction) excepté dans l’algorithme 7.5 page 170 qui explicite la construction du modèle

réduit.
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Lorsque R et F sont plongés dans un environnement E, il faut de plus tenir compte de cette

contrainte en synchronisant les trois systèmes. La synchronisation de R et F avec E se fait de

la même manière que pour les systèmes à file réactifs embarqués (définition 2.21, page 51) c’est

pourquoi nous ne développons pas plus ce point.

7.1.2 Possibilités de réduction

Reprenons l’exemple des lecteurs/écrivains de la figure 2.4 (page 43) et considérons que la

file contient r2r1 alors que l’automate à file réactif R se trouve dans l’état ∅. Il est possible de

consommer ces deux occurrences, et R franchit les transitions : ∅
?r2−−→R R2 et R2

?r1−−→R R1 ||R2.

Lorsque la file contient r1r2 (donc dans l’ordre inverse), les transitions franchies par R depuis ∅

sont : ∅
?r1−−→R R1 et R1

?r2−−→R R1 ||R2. Nous remarquons que l’état finalement atteint, R1 ||R2,

est indépendant de l’ordre dans lequel r1 et r2 avaient été mémorisés dans la file. Ainsi, en

tenant compte de la spécificité des AFR où les occurrences mémorisées sont prioritaires, cet

ordre n’influence par exemple pas la recherche de configurations (stables) puits dans le système.

Du point de vue de l’environnement du système (c’est à dire d’un observateur quelconque), les

entrelacements r1r2 et r2r1 donnent lieu à des comportements indistinguables, puisque les états

stables des deux séquences sont les mêmes. Dans la suite, nous mettons particulièrement l’accent

sur les configurations stables, plutôt que sur les configurations instables, car seules les premières

correspondent à des états du système réel modélisé : les configurations instables permettent de

modéliser simplement le traitement des occurrences mémorisées, mais ne correspondent à aucun

état du système réel (une séquence de stabilisation est généralement considérée comme une seule

et même étape dans un système réel).

Par contre, il est clair que l’ordre entre r1 et w est important puisque le fait de traiter l’une

des occurrences ne permet pas de traiter l’autre. S’il n’y avait par exemple pas de transition qui

va de W à ∅ dans notre exemple, il pourrait être impossible de traiter les occurrences mémorisées

de r1 suite à la consommation d’une occurrence de w.

Nous cherchons donc à construire un modèle réduit pour la file qui tient compte de ces

équivalences en réunissant les états du modèle complet qui produisent des exécutions indistin-

guables (vis à vis des configurations stables). Le modèle réduit de la file pour le programme des

lecteurs/écrivains, noté Fr, est représenté en figure 7.2. Il ne contient plus que 33 états contre 40

pour le modèle complet de la figure 7.1. Les états marqués entre crochets remplacent plusieurs

états du modèle initial.

Bien entendu, les transitions de retrait d’occurrences mémorisées doivent être adaptées à la

réduction : par exemple pour l’état [r1r2r2] qui représente l’ensemble d’états {r1r2r2, r2r1r2,

r2r2r1}, il faut considérer que r1 peut être dans chacune de ces trois positions lors du retrait.

Il y a donc trois transitions étiquetées (−r1)1, (−r1)2 et (−r1)3 qui amènent dans l’état r2r2

et deux transitions d’étiquettes1 (−r2)1 et (−r2)2 qui amènent dans l’état [r1r2] qui représente

r1r2 et r2r1. Ceci entrâıne l’introduction de l’indéterminisme dans le modèle de la file réduit,

et donc dans R ||Fr (le modèle obtenu en faisant le produit synchronisé de R et de Fr, comme

nous l’avons décrit dans la section précédente).

1Il n’y a pas de transition étiquetée (−r2)3 puisqu’une occurrence de r2 en troisième position est forcément
précédée d’une autre occurrence de r2.
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Lemme 7.1

R ||Fr dispose d’au moins tous les comportements de R ||F par l’indéterminisme sur le retrait des

occurrences mémorisées : [[ R ||F ]]⊆[[ R ||Fr ]]. �

Nous montrons dans la suite de ce chapitre comment mettre à profit cette possibilité de

réduction au moyen des méthodes d’ordre partiel.

7.2 Les méthodes d’ordre partiel

Les méthodes d’ordre partiel [82, 93, 50, 48, 69, 79, 49, 46] ont été introduites pour répondre au

problème de l’explosion combinatoire. Comme nous le montrons maintenant, pour la vérification

de certaines propriétés basée sur l’exploration de l’espace d’états d’un système de transitions,

elles permettent de ne visiter que certains états et/ou de ne franchir que certaines transitions,

entrâınant ainsi un gain en espace comme en temps. Le choix des transitions exécutées est basé

sur la notion de dépendance (définition 7.2) qui permet d’exprimer l’effet de l’exécution d’une

transition sur la possibilité d’en franchir une autre. Nous introduisons ici les méthodes d’ordre

partiel dans le contexte de la recherche des états puits2 d’un système de transitions fini. Il est

possible de s’intéresser à d’autres types de propriétés comme par exemple la vérification de

la satisfaction de formules Ltl : les méthodes d’ordre partiel sont massivement utilisées, par

exemple dans le model-checker Spin [63], pour la vérification de propriétés de protocoles de

communication [47, 64, 63], mais l’utilisation que nous faisons de ces méthodes n’oblige pas à

s’aventurer aussi profondément dans leur description. Cette section est basée sur [46] auprès

duquel le lecteur pourra trouver une référence sur les méthodes d’ordre partiel.

Dans cette section, nous prenons l’exemple de l’algorithme 7.1 qui explore l’espace d’états

d’un système de transitions fini S, en profondeur d’abord. P et T y représentent respectivement

P ← ∅; T ← ∅
P.push q0

tant que P 6= ∅ faire
q ← P.pop

si q 6∈ T alors
T.add q

pour chaque l ∈ out(q) faire
q′ ← Succl(q)
P.push q′

fin pour
fin si

fin tant que

Algorithme 7.1: Agorithme d’exploration de RS(S) en profondeur d’abord.

la pile des états à traiter et la table des états déjà visités. Nous nous plaçons donc maintenant

dans le contexte de l’utilisation de cet algorithme pour la recherche d’états puits d’un système de

transitions fini et nous montrons comment les méthodes d’ordre partiel permettent de l’optimiser.

2Les états q du système tels que out(q) = ∅.



7.2 Les méthodes d’ordre partiel 157

7.2.1 Relation de dépendance d’un système de transitions

Définition et propriétés d’une relation de dépendance

Prenons pour exemple les systèmes de transitions de la figure 7.3. Depuis l’état q0 de la

q0

q1 q2

q3

q4

q5q6

a
cb

c
b

a

(a) Système de transitions S1.

q0

q1 q2

q3

a b

b a

(b) Système de transitions S2.

Fig. 7.3 – Dépendance et indépendance des transitions.

figure 7.3(b), nous voyons que l’ordre d’exécution des transitions d’étiquettes a et b n’a aucune

influence sur l’accessibilité de l’état q3 : les séquences de transitions étiquetées ab et ba depuis

q0 mènent toutes deux à q3. À l’inverse, dans le système de transitions S1 de la figure 7.3(a),

nous voyons que ce n’est pas le cas des transitions d’étiquettes a, b et c en q0. En effet, l’ordre

de franchissement des transitions a et c en q0 est important puisque si après avoir franchi a il

est toujours possible d’exécuter c, l’exécution de c inhibe l’exécution de a : Succa(q2) = ∅. Les

actions a et b ne s’inhibent pas, mais un problème différent se pose : les séquences ab et ba

toutes deux exécutables depuis q0 ne mènent pas dans le même état : q5 pour ab et q6 pour ba.

Nous dirons qu’elles n’ont pas le même effet. Ainsi, les actions a et b sont indépendantes dans

S2 (figure 7.3(b)) et a et b, d’un côté, a et c de l’autre sont dépendantes dans S1 (figure 7.3(a)).

Notons au passage que b et c sont aussi dépendantes dans S1.

Définition 7.2 (Relation de dépendance [69])

Soit S = (Q, q0, L, −→ ) un système de transitions étiqueté. Une relation D ⊆ L × L réflexive et

symétrique est une relation de dépendance pour S ssi quelles que soient l, l ′ ∈ L, alors (l, l′) 6∈ D (l

et l′ sont indépendantes) si et seulement si :

1. quel que soit q ∈ Q, si l ∈ out(q) et q
l
−→ q′ alors l′ ∈ out(q′) ssi l′ ∈ out(q) (deux transitions

indépendantes ne peuvent ni s’activer, ni s’inhiber),

2. si l, l′ ∈ out(q) alors il existe un unique état q ′ tel que q
l.l′
−−→ q′ et q

l′.l
−−→ q′ (commutativité

des transitions indépendantes).

�

Deux étiquettes l, l′ ∈ L sont dépendantes si (l, l′) ∈ D et indépendantes sinon. La relation

d’indépendance I est définie par I = (L×L) \D. Dans la suite, nous omettons les couples (l, l ′)
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liés à la réflexivité et la symétrie de D qui doivent donc être ajoutés aux relations décrites ici

pour obtenir les relations complètes. Nous n’indiquons pas de méthode générale pour détecter

D : le lecteur trouvera dans [46] une approche de ce problème, et nous fournirons une méthode

de calcul de D pour les programmes Electre en section 7.3.1. Notons cependant que la taille de

D est un facteur clef pour obtenir l’effet optimal des méthodes d’ordre partiel. Par conséquent,

le calcul de D repose fortement sur le modèle considéré.

Définition 7.3 (Trace [78])

Soit w = l1l2 . . . lili+1 . . . ln une séquence d’étiquettes et D une relation de dépendance. La trace [w]

représente l’ensemble des séquences d’étiquettes obtenues depuis w en permutant deux étiquettes

indépendantes (vis-à-vis de D) et adjacentes : l1l2 . . . li+1li . . . ln avec (li, li+1) 6∈ D. �

Les traces permettent donc de définir des classes d’équivalence de séquences d’étiquettes

relativement à D, dans la suite, la relation D n’est pas toujours explicitée. Ainsi, pour le système

S1 de la figure 7.3(a), D = {(a, b), (a, c), (b, c)}, et les traces depuis q0 sont : [ba], [ab], [ac] et [c].

Pour le système S2 de la figure 7.3(b), D = ∅, et la trace [ab] = {ab, ba} capture l’indépendance

de a et de b.

Lemme 7.4 (Godefroid [46])

Soit q un état de S. Si q
σ1−−→ q1 et q

σ2−−→ q2, et si [σ1] = [σ2], alors q1 = q2. �

Ce résultat est fondamental puisqu’il permet d’exécuter uniquement σ1 depuis q pour obtenir

l’accessibilité de q1 = q2, au lieu de toutes les séquences de [σ1].

Algorithme de recherche sélective

Lors de l’exploration du système S2 de la figure 7.3(b), il apparâıt bien inutile de franchir les

deux entrelacements ab et ba pour atteindre dans les deux cas le même état q3 :le franchissement

de la transition q2
a
−→ qe n’apporte aucune nouvelle information pour l’accessibilité de q3. En

particulier, pour la recherche d’un état puits qp, accessible depuis q0, par une séquence de tran-

sitions étiquetée σ, n’importe quelle séquence σ ′ ∈ [σ] conduit elle aussi à qp par le théorème 7.4.

Il suffit donc d’explorer une et une seule des séquences σ ′ ∈ [σ] pour trouver qp.

Afin de parvenir à ce but, il faut modifier l’algorithme d’exploration de l’espace d’états

(algorithme 7.1) pour qu’en chaque état q rencontré, seules certaines des transitions de out(q),

notées T (q), soit franchies et non pas out(q) en entier. Dans les sections 7.2.2 et 7.2.3 nous

montrons comment construire T (q) de façon à préserver l’accessibilité des états puits.

7.2.2 Méthodes à base d’ensembles persistants

Définition et exploration sélective

Dans cette première méthode, l’ensemble T des transitions sélectionnées est appelé ensemble

persistant. Cela vient du fait que si depuis un état q, seules des transitions qui n’appartiennent

pas à T (q) sont franchies, alors toutes les transitions de T (q) sont à nouveau franchissables dans

les états ainsi atteints (l’exécutabilité des transitions de T (q) est persistante).
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Définition 7.5 (Ensemble persistant [49])

Un ensemble d’étiquettes T (q) est persistant dans l’état q ssi

1. T (q) ⊆ out(q) i.e. toute transition de T (q) est franchissable depuis q,

2. et, pour toute séquence non vide de transitions :

q = q1
l1−−→ q2

l2−−→ . . . qn
ln−−→ qn+1

depuis q telle que ∀i ∈ {1, . . . , n}, li 6∈ T (q), ln est indépendante de toute transition de T (q)

en qn.

�

L’algorithme 7.2 (basé sur l’algorithme 7.1) présente une méthode d’exploration sélective de

l’espace d’états d’un système de transitions S en ne franchissant dans un état q donné que les

transitions qui appartiennent à l’ensemble persistant en q (noté persistant(q)).

P ← ∅; T ← ∅
P.push q0

tant que P 6= ∅ faire
q ← P.pop

si q 6∈ T alors
T.add q

pour chaque l ∈ persistant(q) faire
q′ ← Succl(q)
P.push q′

fin pour
fin si

fin tant que

Algorithme 7.2: Agorithme d’exploration sélective de RS(S) à base d’ensembles persistants.

Pour se convaincre que cet algorithme visite bien tous les états puits de S, il suffit de

remarquer que si qp est un état puits accessible depuis q0 par la séquence de transitions étiquetée

σ (de longueur n) dans S, alors il existe σ ′ ∈ [σ] telle que t′, sa première étiquette, appartient

à persistant(q0). En effet, puisque out(qp) = ∅, il est nécessaire que l’une des étiquettes de

σ appartienne à persistant(q0). Sinon, par la définition 7.5, les transitions de persistant(q0)

sont franchissables depuis qp qui n’est donc pas un état puits. Ensuite, en notant lk la première

étiquette de σ qui appartient à persistant(q0), la séquence lkl1 . . . lk−1lk+1 . . . ln appartient à [σ]

puisque par la définition 7.5, (lj , lk) 6∈ D quel que soit j ∈ {1, . . . , k}. Finalement, l’accessibilité

de qp depuis q0 par σ′ est obtenue par induction sur la longueur de σ en utilisant donc le fait

qu’il existe une séquence dans [σ] dont la première transition est dans persistant(q0).

La méthode des ensembles persistants permet donc de ne visiter qu’un sous-ensemble de Q

et donc, de ne franchir qu’un sous-ensemble des transitions de S. L’utilisation de cette méthode

laisse donc envisager un gain de temps et d’espace lors de l’exploration de l’espace d’états.
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Calcul des ensembles persistants

Notons que out(q) est un ensemble persistant trivial en q. Dans [46], l’auteur présente quatre

méthodes pour le calcul des ensembles persistants. Nous n’en présentons ici qu’une seule à titre

d’indication. Le lecteur intéressé pourra se tourner vers [82, 93, 50, 48, 49, 46] pour d’autres

techniques plus raffinées.

Pour le calcul des ensembles persistants, nous utilisons le critère de [50], connu sous le nom de

(sélection des) “transitions conflictuelles”. Le calcul de persistant(q) est initié en choisisant une

étiquette l ∈ out(q), et en posant persistant(q) = {l}. Puis, toutes étiquettes l ′ telles que (l, l′) ∈

D avec l ∈ persistant(q), sont ajoutées à persistant(q) jusqu’à saturation. Si une étiquette l ′

telle que l′ 6∈ out(q) est ajoutée à persistant(q), la procédure s’arrête et persistant(q) = out(q).

Notons que le calcul des ensembles persistants ne nécessite que des informations statiques du

modèle : un ensemble persistant ne dépend pas de l’exploration en cours.

Considérons le système de transitions de la figure 7.4, dont la relation de dépendance est

D = {(b, c)}. Par la procédure décrite ci-dessus, et en choisissant b comme première étiquette,

q0

q1 q2 q3

q4 q5

b
a c

a
b

c
a

Fig. 7.4 – Système de transitions S3.

nous avons persistant(q0) = {b, c}. La figure 7.5 représente la partie explorée du système de

transitions S3. Les parties grisées et pointillées montrent les parties qui ont été ignorées. Ce

q0

q1 q2 q3

q4 q5

b
a c

a
b

c
a

Fig. 7.5 – Exploration sélective de S3 par l’utilisation d’ensembles persistants.

nouvel algorithme permet donc d’éviter d’explorer q2 (économisant ainsi de l’espace dans la pile

P ) ainsi que trois transitions (économisant du temps). Notons que si c est l’étiquette d’initia-

lisation de persistant(q), l’ensemble obtenu pour q0 est le même, mais si à l’inverse c’est a qui
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est sélectionnée, la partie explorée de S3 est exactement la partie grisée de la figure 7.5.

7.2.3 Méthode des ensembles endormis

À l’inverse des ensembles persistants, les ensembles endormis [51, 45] ne permettent pas

d’éviter certains états lors de l’exploration, mais seulement certaines transitions. Tous les états

du système de transitions sont visités. Reprenons le système de transitions de la figure 7.3(b), lors

de son exploration (avec l’algorithme classique), il n’est pas nécessaire de franchir la transition

q2
a
−→ q3 si q3 a déjà été atteint par la transition q1

b
−→ q3 pour savoir que q3 est accessible. Les

ensembles endormis ont donc pour rôle de mémoriser les transitions qu’il n’est pas nécessaire de

franchir : elles sont “endormies” lors de l’exploration.

Calcul des ensembles endormis

L’ensemble endormi associé à l’état initial q0 de S est initialement vide. Lors du franchisse-

ment d’une transition q
l
−→ q′, l’ensemble endormi de q′ est calculé depuis celui de q de la façon

suivante :

1. endormi(q′) := {l′ ∈ endormi(q) | (l, l′) 6∈ D} (endormi(q′) est constitué des étiquettes de

endormi(q) qui sont indépendantes de l),

2. endormi(q) := endormi(q) ∪ {l} (l vient d’être franchie, donc elle doit être endormie dans

les successeurs de q atteint par des transitions indépendantes de l).

À la différence des ensembles persistants, le calcul des ensembles endormis repose sur le

passé de l’exploration de S en cours. En particulier, l’ensemble endormi associé à un état donné

dépend de l’ordre dans lequel les successeurs d’un état donné sont visités comme l’indique le

point (2) ci-dessus.

Il est clair que cette méthode de réduction est valide pour la recherche d’états puits puisque

tous les états du système de transitions sont visités.

Exploration sélective à base d’ensembles endormis

L’algorithme 7.3 présente un algorithme d’exploration de l’espace d’états d’un système de

transitions, optimisé par l’utilisation d’ensembles endormis. Explore représente l’ensemble des

transitions qui doivent être explorées depuis q. Lorsque l’état q est à nouveau visité, il est

éventuellement nécessaire d’explorer des transitions qui étaient endormies lors du premier pas-

sage et qui ne le sont plus maintenant, à cause des dépendances différentes sur les différents

chemins qui mènent à q. L’état qT représente l’occurrence de q qui est mémorisée dans T .

L’utilisation de cet algorithme sur le système de transitions de la figure 7.4 permet de visiter

l’intégralité de RS(S3) sans franchir toutes les transitions de S3 (seules les transitions pleines

de la figure 7.5, page 160, sont franchies).

Dans le cadre de l’exploration de l’espace d’états s’un système de transitions, la méthode des

ensembles endormis permet d’économiser du temps de calcul en franchissant moins de transitions.
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P ← ∅; T ← ∅; endormi(q0)← ∅
P.push q0

tant que P 6= ∅ faire
q ← P.pop

si q 6∈ T alors
T.add q

Explore← (out(q) \ endormi(q))
sinon

Explore← (endormi(qT ) \ endormi(q))
endormi(q)← endormi(q) ∩ endormi(qT )
endormi(qT )← endormi(q)

fin si
pour chaque l ∈ Explore faire

q′ ← Succl(q)
endormi(q′) = {l′ ∈ endormi(q) | (l, l′) 6∈ D}
P.push q′

endormi(q) = endormi(q) ∪ {l}
fin pour

fin tant que

Algorithme 7.3: Agorithme d’exploration sélective de RS(S) à base d’ensemble endormis.

q0

q1 q2 q3

q4 q5

b
a c

a
b

c
a

Fig. 7.6 – Exploration sélective de S3 par l’utilisation d’ensembles endormis.

7.2.4 Remarques sur les méthodes d’ordre partiel

Dans cette section, nous avons principalement cité les travaux d’Overman [82], de Val-

mari [93], de MacMillan [79] et de Godefroid, Pirottin et Wolper [45, 50, 48, 49, 46]. Il faut

y ajouter ceux de Katz et Peled [69, 70] sur les faithfull decompositions qui s’approchent des

ensembles persistants, ceux de Peled [84] sur le calcul des ensembles persistants.

Nous avons présenté les techniques à base d’ensembles persistants et d’ensembles endormis

comme deux méthodes entièrement disjointes. Il est possible (et souvent souhaitable) de les utili-

ser ensemble pour réduire encore plus l’espace d’états exploré. En effet, il arrive qu’un ensemble

persistant contienne des transitions indépendantes. C’est éventuellement le cas des ensembles

persistants obtenus par la méthode de sélection des “transitions conflictuelles” [50] présentée en

section 7.2.2 lorsqu’une étiquette ne correspondant pas à une transition franchissable en q est

ajoutée à persistant(q). La méthode des ensembles endormis permet dans ce cas d’éliminer ce

problème. Le lecteur trouvera dans [51, 46] une description de l’utilisation conjointe des deux
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méthodes.

7.3 Réduction du modèle de vérification

Nous montrons maintenant comment les méthodes d’ordre partiel nous permettent de

construire un modèle réduit pour la file comme expliqué en section 7.1.2. Nous cherchons (dans

cette étude) uniquement à réduire le modèle de la file. S’il est possible d’aller plus loin (voir

section 7.3.3, page 177), notre choix n’est pas anodin : puisqu’il n’existe pas de model-checker

pour les automates à file réactifs, il faut modéliser la file de mémorisation (statiquement), et

le modèle correspondant est souvent d’une taille démesurée par rapport à celle de l’automate

à file réactif. Par exemple, l’AFR des lecteurs/écrivains a 7 états, alors que le modèle de la file

a 40 états si la file est de taille 3, 283 si elle est de taille 5 et 59049 états si elle peut contenir

jusqu’à 10 événements. Nous donnons tout d’abord une méthode pour le calcul de la relation de

dépendance directement d’après le programme Electre, puis en section 7.3.2, nous montrons

la construction du modèle réduit et nous étudions, d’une part les propriétés du modèle qui sont

préservées par notre technique de réduction, et d’autre part la taille (le nombre d’états) de

celui-ci. Enfin, dans la dernière section, nous discutons de cette construction : en particulier,

nous montrons comment elle peut être améliorée.

7.3.1 Calcul de la relation de dépendance pour les programmes Electre

La relation de dépendance est l’élément clef de la méthode de réduction. Notons que cette

relation n’est pas liée au système de transitions qui modélise la file, mais à l’automate à file

réactif, donc au programme Electre, auquel cette file correspond. C’est en effet l’ordre dans

lequel les occurrences mémorisées sont consommées qui définit cette relation.

Remarque 7.6

Alors que le modèle (classique) de la file correspond à n’importe quel programme Electre ayant

les mêmes événements mémorisables (à mémorisations unique et multiple), ce n’est plus le cas du

modèle réduit qui utilise des informations intrinsèques de l’automate à file réactif qui lui correspond. �

Un programme Electre peut être vu sous la forme d’un arbre d’analyse syntaxique abstrait.

Ainsi, le programme des lecteurs/écrivains de la figure 2.1 (page 35) est représenté sous la forme

d’un arbre en figure 7.7. Un événement e est de premier niveau vis-à-vis d’un opérateur Electre

donné op, s’il existe une branche dans l’arbre d’analyse du programme menant de op à e où il ne

figure aucun événement entre op et e. Intuitivement, les événements de premier niveau sont ceux

dont la dépendance ou l’indépendance est définie par l’opérateur concerné. Dans le programme

des lecteurs/écrivains, w, r1 et r2 sont de permier niveau par rapport à | , et r1 et r2 sont de

premier niveau par rapport à ||| . Ce programme ne contient pas d’événement masqué : tous ses

événements sont de premiers niveau.

Définition 7.7

La relation de dépendance D d’un programme Electre P est définie par (e, e′) ∈ D ssi :
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*

await

|

:

#

w

W

|||

:

#

r1

R1

:

#

r2

R2

Fig. 7.7 – Arbre d’analyse syntaxique du programme Electre des lecteurs/écrivains.

1. soit il existe une structure de programme 〈A〉 et une structure d’événement 〈B〉 telles que e est

un événement de 〈A〉 et e′ est un événement de premier niveau de 〈B〉, et soit 〈A〉 await 〈B〉,

soit3 〈A〉 when 〈B〉 est un sous-programme de P ,

2. soit il existe deux structures d’événements 〈A〉 et 〈B〉 telles que e est un événement de 〈A〉

et e′ est un événement de 〈B〉, et 〈A〉 | 〈B〉 est un sous-programme de P ,

3. soit e = e′.

�

La relation de dépendance ainsi obtenue est bien réflexive et symétrique. Dans la suite de ce cha-

pitre, nous considérons que D désigne la relation de dépendance obtenue depuis un programme

Electre P en suivant la définition précédente.

Propriété 7.8

La relation de dépendance D d’un programme Electre est calculée en temps linéaire en son

nombre d’opérateurs. �

Preuve. Supposons que le programme Electre est donné sous la forme de son arbre d’ana-

lyse syntaxique. Nous décorons chaque nœud de l’arbre de deux ensembles : E et E1, respective-

ment l’ensemble des événements et celui des événements de premier niveau du sous-arbre dont

le nœud est la racine. Ces deux ensembles sont initialement vides pour chaque nœud, sauf pour

les feuilles étiquettées par un événement e, auquel cas E et E1 sont initialisés avec le singleton

{e}. De même, initialement D = ∅. Cet arbre (fini) est parcouru en profondeur d’abord, en ordre

postfixe. Chaque nœud rencontré est étiqueté :

– soit par un événement e′, auquel cas, pour ce nœud, E = E ∪ {e′} et E1 = {e′},

– sinon par un opérateur op, en identifiant par les exposants g et d les ensembles associés

aux fils gauche et droit de l’opérateur4 dans l’arbre :

– si op est await ou when , alors D = D ∪ (E g × Ed
1 ),

– si op est | , alors D = D ∪ (Eg × Ed),

3L’opérateur �
await � indique une attente forcée d’un événement : l’attente se prolonge jusqu’à ce que

l’événement survienne, contrairement à �
when � .

4Par convention, nous avons Ed = Ed
1 = ∅ lorsque l’opérateur est unaire (comme “loop ”).
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et quel que soit l’opérateur, E = E g ∪ Ed et E1 = Eg
1 ∪ E

d
1 .

Il est clair que cet algorithme calcule la relation de dépendance d’un programme Electre telle

que décrite en définition 7.7, et en temps linéaire puisque chaque nœud de l’arbre est traité

une seule fois lors du parcours postfixe (nous supposons que le temps de parcours de l’arbre est

négligeable vis à vis du temps de calcul de E , E1 et D). �

Il reste maintenant à prouver la validité de notre relation de dépendance, où plutôt la va-

lidité de la relation d’indépendance, puisque dans le modèle de vérification par défaut, tous

les événements sont considérés comme dépendants. Comme décrit en section A.2 (page 194),

{σ} ` P
∗
−→ p B P ′ ∗

−→ p′ indique que le programme Electre p se reécrit en p′ par occur-

rence de la séquence d’événements σ.

Théorème 7.9

Soient P un programme Electre et σ ∈ E ∗ une séquence d’événements. Quel que soit σ ′ ∈ [σ], si

{σ} ` P
∗
−→ p B P ′ ∗

−→ p′ et {σ′} ` P
∗
−→ p B P ′′ ∗

−→ p′′ alors p′ = p′′. �

Un schéma de la preuve est donné en annexe D (section D.1, page 221).

7.3.2 Construction du modèle réduit

Maintenant que nous savons comment obtenir une relation de dépendance pour un pro-

gramme Electre, il reste à produire un modèle réduit pour la file. Nous montrons tout d’abord

quelle méthode d’ordre partiel est adaptée pour ce calcul, puis nous présentons un algorithme de

construction du modèle réduit. Puis nous montrons que notre technique de réduction préserve

l’accessibilité des configurations stables du système (modulo la relation d’équivalence introduite

par les traces). Enfin, nous donnons quelques éléments de complexité en terme du nombre d’états

du modèle réduit.

Choix de la méthode d’ordre partiel adéquate

Notre but est de produire un système de transitions réduit pour modéliser la file, où les

états ne sont plus l’ensemble des contenus possibles pour celle-ci (comme en figure 7.1), mais

les traces correspondant aux différents entrelacements équivalents (comme en figure 7.2). Dans

le modèle réduit, chaque état est une trace, éventuellement réduite à un singleton. Si notre

technique ne préserve pas les états (au sens où certains d’entre eux sont regroupés), elle doit

par contre préserver tous les comportements de la file. Cette réduction peut être vue comme un

pliage du système initial.

Le modèle réduit est calculé de la façon suivante5 à partir de l’état ε où la file est vide :

1. à partir d’un état [e1 . . . en], pour chaque événement mémorisable en+1 (sauf les événements

à mémorisation unique parmi e1, . . . , en) nous calculons le successeur de [e1 . . . en] par

l’ajout de en+1 : [e1 . . . enen+1], puis :

5Nous n’expliquons pas comment construire les transitions de retrait d’événements. Ceci sera abordé lors de
la présentation de l’algorithme 7.5 en page 167.
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(a) si, parmi tous les états déjà créés, il existe un état [ei1 . . . ein+1
] tel que [e1 . . . en+1] =

[ei1 . . . ein+1
], alors nous plaçons une transition d’ajout de en+1 de [e1 . . . en] jusqu’à

[ei1 . . . ein+1
],

(b) sinon, un nouvel état [e1 . . . en+1] est créé et la transition d’ajout de en+1 de [e1 . . . en]

à ce nouvel état est ajoutée,

2. le point (1) est appliqué à tous les nouveaux états de taille inférieure à la borne de la file

(obtenue, par exemple, au moyen de notre test décrit au chapitre 5 (page 107)).

Notre algorithme s’apparente à un algorithme d’exploration de l’espace d’états d’un système de

transitions à un détail près : il construit le système au fur et à mesure qu’il le parcourt. Nous

souhaitons utiliser les méthodes d’ordre partiel pour détecter de façon efficace l’existence d’états

équivalents dans le point (1a), c’est-à-dire sans qu’il soit nécessaire d’explorer la table des états

déjà créés pour trouver un état équivalent. En particulier, nous souhaitons savoir rapidement

s’il existe un état équivalent qui a déjà été créé.

Inadéquation de la méthode des ensembles persistants. Il apparâıt alors clairement

que la technique des ensembles persistants ne nous permet pas d’atteindre notre but puisqu’elle

ne préserve ni les comportements, ni les états. Considérons le système de transitions de la

figure 7.8(a) qui modélise une file pouvant mémoriser une occurrence de chacun des événements

e1 et e2 qui sont indépendants. Nous souhaitons produire le modèle réduit qui correspond à la

ε

e1 e2

e1e2 e2e1

+e1 +e2

+e2 +e1

(a) Modèle complet.

[ε]

[e1] [e2]

[e1e2]

+e1 +e2

+e2 +e1

(b) Modèle réduit.

Fig. 7.8 – Modèles complet et réduit pour une file de 2 événements indépendants.

figure 7.8(b), mais la technique des ensembles persistants produit le système de transitions de la

figure 7.9. En effet, puisque {+e1} est persistant6 en ε, la transition d’ajout de e2 est simplement

ignorée. Le modèle obtenu n’est donc pas valide puisqu’il n’est plus possible de mémoriser e2

lorsque la file est vide.

Succès de la méthode des ensembles endormis. La méthode des ensembles endormis

nous permet de procéder à notre réduction. En effet, par construction, un ensemble endormi

contient les événements qui conduisent dans des états déjà visités, c’est-à-dire, dans notre cas,

des états équivalents au nouveau contenu de file. Reprenons pour exemple le modèle représenté

6Rappelons que la relation de dépendance n’est pas obtenue par analyse du système de la figure 7.8(a), mais
par examen du programme Electre correspondant.
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ε

e1

e1e2

+e1

+e2

Fig. 7.9 – Modèle réduit pour une file de 2 événements indépendants par la technique des
ensembles persistants.

en figure 7.8(a). La figure 7.10 représente la construction du modèle réduit (qui est représenté

en figure 7.8(b)) en appliquant la méthode expliquée en début de cette section, adaptée pour

calculer les ensembles endormis, comme expliqué page 161. Sur cette figure, les ensembles en-

dormis sont indiqués entre accolades pour chaque état. Nous remarquons en figure 7.10(e) que

l’ensemble endormi associé à l’état e2 contient e1. Par conséquent, nous savons que l’ajout d’une

occurrence de e1 à la file conduit à un état équivalent à l’un des états déjà construits. Il n’est

alors pas nécessaire de construire de nouvel état, mais il faut seulement ajouter la transition vers

l’état existant. Notons que cette information essentielle est obtenue à très faible coût lors de la

construction du modèle réduit ce qui fait la grande force de l’utilisation des techniques d’ordre

partiel. Il reste ensuite à trouver l’état équivalent de façon efficace, par exemple, au moyen d’une

fonction de hachage adaptée.

Algorithme de construction du modèle réduit

Nous supposons que nous voulons construire le modèle réduit d’une file de taille maximale

N (connue, par exemple, suite à l’utilisation de notre test de non-bornitude présenté dans le

chapitre 5, page 107). Cette construction est basée avant tout sur un algorithme classique de

parcours de l’espace d’états, avec dans notre cas, la particularité de construire cet espace d’états

lors de l’exploration. Notre méthode est décrite par l’algorithme 7.4. Q y représente une file

Fifo utilisée pour le parcours en largeur d’abord de l’espace d’états, T est une table de hashage

utilisée pour stocker les états déjà créés7 . Les états sont identifiés par le contenu de file qu’ils

représentent, en particulier, l’état initial est le mot vide ε. L’appel de la fonction successeurs(q)

(décrite dans l’algorithme 7.5, page 170) calcule les états successeurs de q, trouve les états déjà

créés et équivalents, construits les transitions d’ajout et de retrait des événements de la file

et renvoit finalement la liste des états nouvellement créés. Il est par conséquent absolument

nécessaire que les nouveaux états soient ajoutés à T dès leur création, et non pas lors de leur

exploration pour que toutes les équivalences soient détectées. La construction des transitions de

retrait des occurrences mémorisées est relativement complexe puisqu’il faut tenir compte à la fois

du pliage des états, et de la préservation des comportements du modèle complet. Bien entendu,

une seule occurrence de chaque événement peut être consommée en chaque état. Ensuite, lorsque

sa position est déterminée, il faut trouver les indices minimaux et maximaux où peut se trouver

7Les instructions push, pop désignent les opérations classiques sur les piles, et add est l’opération d’ajout à
une table de hashage.
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ε, {}

(a) La file est intialement
vide.

ε, {e1}

e1, {}

+e1

(b) Ajout de e1 dans la file
vide.

ε, {e1, e2}

e1, {} e2, {e1}

+e1 +e2

(c) Ajout de e2 dans la file
vide.

ε, {e1, e2}

e1, {e2} e2, {e1}

[e1e2], {}

+e1 +e2

+e2

(d) Ajout de e2 lorsque la
file contient e1.

ε, {e1, e2}

e1, {e2} e2, {e1}

[e1e2], {}

+e1 +e2

+e2 +e1

(e) Ajout de e1 lorsque
la file contient e2 : trai-
tement de l’ensemble en-
dormi.

ε

e1 e2

[e1e2]

+e1 +e2

+e2 +e1

(f) Modèle réduit obtenu.

Fig. 7.10 – Construction du modèle réduit pour une file de 2 événements indépendants par la
technique des ensembles endormis.

.

cette occurrence dans la file (par permutation, conformément à la définition 7.3). Il ne reste

alors plus qu’à construire les transitions de retrait correspondantes.

Notons que dans le cas de la construction de ce système de transitions réduit, un état n’est

jamais visité plus d’une fois, et que chaque état admet un successeur pour chaque événement du

système. Il n’est donc pas nécessaire de s’inquiéter du rôle joué par l’ensemble endormi lors des

visites successives d’un même état, comme c’est le cas pour l’algorithme 7.3.

Définition 7.10 (Modèle de file réduit : Fr)

Nous appelons modèle de file réduit, noté Fr, le système de transitions fini produit par l’algo-

rithme 7.4. �

Propriétés du modèle de file réduit pour la vérification

Notre méthode de réduction ne préserve pas l’ordre entre les occurrences d’événements

mémorisées indépendantes. Il est donc nécessaire de bien en analyser les conséquences sur la

vérification des modèles réduits obtenus. Plus particulièrement, il faut déterminer quelles sont

les propriétés qui sont préservées par la réduction.
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Q← ∅; T ← ∅; endormi(ε)← ∅
Q.push ε; T.add ε

tant que Q 6= ∅ faire
q ← Q.pop

L← successeurs(q)
pour chaque q′ ∈ L faire

Q.push q′; T.add q′

fin pour
fin tant que

Algorithme 7.4: Algorithme de construction du modèle réduit de la file.

Théorème 7.11

[[ R ||F ]]=[[ R ||Fr ]]

�

Preuve. Il suffit de constater que comme toutes les exécutions du système sont permises

(il n’y a pas d’environnement), la perte de l’ordre entre les occurrences mémorisées laisse le

nombre de comportement invariant : seul du non-déterminisme est ajouté. �

En plus de préserver les exécutions, notre méthode de réduction préserve l’accessibilité des

configurations.

Théorème 7.12

Une configuration (q, w) est accessible dans R ||F si et seulement si (q, [w]) est accessible dans

R ||Fr. �

Preuve. L’argument pour cette preuve est le même pour le théorème précédent. �

Nous obtenons par conséquent le résultat de vérification suivant :

Corollaire 7.13

Soit φ une formule de logique temporelle (Ltl, Ctl, etc.) dont les propriétés atomiques ne font pas

intervenir l’ordre entre les occurrences mémorisées. R ||F � φ si et seulement si R || Fr � φ. �

Cependant, lorsque le système est embarqué dans un environnement E (définition 2.21,

page 51), le résultat est moins fort car certaines exécutions qui avaient été empêchées par

l’environnement sont réintroduites lors de la réduction puisque l’ordre entre les occurrences

mémorisées est perdu. Notons π? le morphisme de (AR, .) dans (AR \ ({?} ×ΣM ), .) défini par :

π?(a) =







ε si a =?e, e ∈ ΣM

a sinon
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/* Calculs des successeurs d’un état q */
/* si q est de la taille maximale fixée, il n’a pas de nouveaux successeurs par mémorisation */
si |q| < N alors

/* Traitement de l’ensemble endormi */
pour chaque e ∈ endormi(q) faire

q′ ← T.equivalent(qe)

ajouter la transition q
+e
−−→ q′

fin pour

/* Calcul des nouveaux successeurs */
pour chaque e ∈ [(EM∗ ∪ (EM1 \ Σq)) \ endormi(q)] faire

créer q.e

endormi(q.e) = {e′ ∈ endormi(q) | (e, e′) 6∈ D}
endormi(q) = endormi(q) ∪ {e}

ajouter la transition q
+e
−−→ q.e

fin pour

/* Traitement des événements à mémorisation unique qui sont déjà dans q */
pour chaque e ∈ (Σq ∩ EM1) faire

ajouter la transition q
+e
−−→ q

fin pour
sinon

/* |q| = N : les mémorisations sont «sans effet» */
pour chaque e ∈ Σq faire

ajouter la transition q
+e
−−→ q

fin pour
fin si

/* Boucle pour la synchronisation avec les transitions de l’automate à file réactif sans effet
sur la file : τ est un événement spécial ajouté au modèle de la file */
ajouter la transition q

τ
−→ q

/* Transitions de consommation */
pour chaque e ∈ Σq faire

ie ← min{i ∈ {1, . . . , |q|} | qi = e}
i− ← min ({i ∈ {1, . . . , ie − 1} | ∀j ∈ {i, . . . , ie − 1}, (qj, e) 6∈ D} ∪ {ie})
i+ ← max ({i ∈ {ie + 1, . . . , |q|} | ∀j ∈ {ie + 1, . . . , i}, (qj , e) 6∈ D} ∪ {ie})
pour j ← i− à i+ faire

q′ ← inverser qj et qie dans q

q′′ ← T.equivalent(q′1 . . . q′(j−1)q
′
(j+1) . . . q|q|)

ajouter la transition q
(−e)j
−−−−→ q′′

fin pour
fin pour

Renvoyer la liste des nouveaux états créés.

Algorithme 7.5: Algorithme de calcul des successeurs de q.
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Ce morphisme abstrait les exécutions de R ||F ||E (ou R ||Fr ||E) en rejettant les séquences de

stabilisation. Il est aisément étendu à un ensemble de séquences.

Théorème 7.14

π?([[ R ||F ||E ]]) = π?([[ R ||Fr ||E ]])

�

Preuve.

– Nous montrons l’inclusion π?([[ R ||F ||E ]]) ⊆ π?([[ R ||Fr ||E ]]). Soit σ ∈[[ R ||F ||E ]], et

σi son préfixe aboutissant dans sa iième configuration stable : 〈qi
R, wi, q

i
E〉. Nous montrons

la propriété (P) suivante par induction sur i :

il existe σ′ ∈[[ R ||Fr ||E ]] telle que :

1. σ′
i aboutit en 〈qi

R, [wi], q
i
E〉 (qui est stable),

2. et π?(σ
′
i) = π?(σi).

– Si i = 0. Les deux configurations initiales 〈q0
R, ε, q0

E〉 pour R ||F ||E, et 〈q0
R, [ε], q0

E〉 pour

R ||Fr ||E satisfont le point (1) de (P). Sachant que i = 0, le point (2) est triviallement

vérifié.

– Si i > 0. Supposons que (P) soit vérifiée jusqu’au rang i. Alors, deux cas se présentent

suivant la transition franchie :

– Après la transition 〈qi
R,wi,q

i
E〉

a
−−→ 〈qi+1

R ,wi+1,q
i+1
E 〉, R ||F ||E atteint la

configuration stable 〈qi+1
R ,wi+1,q

i+1
E 〉. Par hypothèse d’induction, 〈qi

R, [wi], q
i
E〉

est stable, et R ||Fr ||E franchit donc la même transition. Soit cette transition laisse

la file invariante : wi+1 = wi. Sinon, il y a mémorisation d’un événement e. Rappelons

que par la définition 7.3 (page 158), [wi].e ∈ [wi.e] et wi+1 = wi.e. Donc dans les

deux cas, R ||Fr ||E atteint la configuration : 〈qi+1
R , [wi+1], q

i+1
E 〉.

Finalement, π?(σi+1) = π?(σi.a) = π?(σi).π?(a), et par hypothèses d’induction :

π?(σi) = π?(σ
′
i). Donc, π?(σi+1) = π?(σ

′
i+1).

– Après la transition 〈qi
R,wi,q

i
E〉

a
−−→ 〈q′i

R,wi,q
i+1
E 〉, R ||F ||E atteint la configu-

ration instable 〈q′i
R,wi,q

i+1
E 〉, puis il franchit une séquence de stabilisation

σ?. (Notons que par le lemme 2.14, page 46, a est nécessairement une transition de

traitement immédiat, qui laisse donc la file w invariante).

〈qi
R, wi, q

i
E〉

a
−→ 〈q′iR, wi, q

i+1
E 〉

σ?−−→ 〈qi+1
R , wi+1, q

i+1
E 〉

De même, R ||Fr ||E franchit une première transition d’action a (la configuration

〈qi
R, [wi], q

i
E〉 est stable par hypothèse d’induction) et atteint la configuration instable

〈q′iR, [wi], q
i+1
E 〉. Ensuite, il franchit une séquence de stabilisation σ ′

?.

Par définition des traces (définition 7.3, page 158), σ? et σ′
? consomment les mêmes

événements et en même nombre, seul l’ordre diffère. De plus, toujours par la définition
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des traces, les différences d’ordre entre σ? et σ′
? correspondent à des permutations

d’événements adjacents et indépendants : σ? ∈ [σ′
?]. Par le lemme 7.4 (page 158)

et le théorème 7.9 (page 165) R ||Fr ||E atteint donc finalement la configuration

stable : 〈qi+1
R , [wi+1], q

i+1
E 〉. Enfin, puisque π?(σ?) = ε = π?(σ

′
?), nous en déduisons

la satisfaction du point (2) de la propriété (P).

– L’inclusion inverse : π?([[ R ||F ||E ]]) ⊇ π?([[ R ||Fr ||E ]]) est prouvée de la même façon.

�

Par le théorème précédent, nous avons la conservation des exécutions du système, aux

séquences de stabilisation près. Cette dernière restriction est liée au fait que l’accessibilité des

configurations instables n’est pas préservée. Cependant, l’accessibilité des configurations stables

est, elle, préservée.

Théorème 7.15

Une configuration stable 〈qR, w, qE〉 est accessible dans R ||F ||E si et seulement si 〈qR, [w], qE〉

est accessible dans R ||Fr ||E. �

Preuve. Nous montrons que si une configuration stable 〈qR, w, qE〉 est accessible dans

R ||F ||E, alors la configuration stable 〈qR, [w], qE〉 est accessible dans R ||Fr ||E. La réciproque

se montre en appliquant la même démarche.

Notons que les configurations initiales 〈q0
R, ε, q0

E〉 et 〈q0
R, [ε], q0

E〉, de R ||F ||E et R ||Fr ||E

respectivement, sont accessibles.

Considérons que 〈qR, w, qE〉 et 〈qR, [w], qE〉 sont stables et accessibles dans R ||F ||E et

R ||Fr ||E respectivement.

– Soit R ||F ||E atteint la configuration stable 〈q ′R, w′, q′E〉 en une seule transition

〈qR, w, qE〉
a
−−→ 〈q′R, w′, q′E〉. La transition a correspond donc soit à un traitement immédiat,

soit à une mémorisation. Par hypothèse d’induction, 〈qR, [w], qE〉 est stable, et l’environne-

ment E impose la même contrainte. Si a est une transition de traitement immédiat, w ′ = w

et R ||Fr ||E atteint bien la configuration 〈q ′R, [w′], q′E〉. À l’inverse, si a est une transition

de mémorisation de e, w′ = w.e, et par la définition 7.3 (page 158), [w].e = [w.e] = [w ′],

donc R ||Fr ||E atteint la configuration stable 〈q ′R, [w′], q′E〉.

– Soit R ||F ||E atteint la configuration instable 〈q ′R, w, q′E〉 puis franchit la

séquence de stabilisation σ? pour atteindre la configuration 〈q′′R, w′, q′E〉.

〈qR, w, qE〉
a
−→ 〈q′R, w, q′E〉

σ?−−→∗ 〈q′′R, w′, q′E〉

(Par le lemme 2.14, page 46, a est nécessairement une transition de traitement immédiat,

qui laisse donc la file w invariante).

Par hypothèse d’induction, R ||Fr ||E franchit la même transition a que R ||F ||E, et

atteint ainsi la configuration instable 〈q ′R, [w], q′E〉. Puis, il franchit la séquence de stabili-

sation σ′
? qui, par la définition des traces (définition 7.3, page 158), diffère de σ? uniquement

par l’ordre du traitement des occurrences mémorisées. En utilisant le lemme 7.4 (page 158)
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et le théorème 7.9 (page 165), nous obtenons :

〈qR, [w], qE〉
a
−→ 〈q′R, [w], q′E〉

σ′
?−−→∗ 〈q′′R, [w′], q′E〉

ce qui conclut sur l’accessibilité de la configuration stable 〈q ′R, [w′], q′E〉.

�

Notons que seules les configurations stables décrivent des états réels du système modélisé.

Les deux résultats précédents permettent donc de vérifier l’essentiel des propriétés du système

sur sa représentation réduite.

Corollaire 7.16

Soit φ une formule de logique temporelle (Ltl, Ctl, etc.) dont les propriétés atomiques sont

exprimées sur les configurations stables de R ||F ||E et qui ne font pas intervenir l’ordre entre les

occurrences mémorisées. R ||F ||E � φ si et seulement si R ||Fr ||E � φ. �

Pour des propriétés plus générales, exprimées sur l’ensemble des configurations (stables et

instables) par exemple, notre réduction préserve la satisfaction des propriétés de sûreté : toute

propriété de sûreté vérifiée sur R ||Fr ||E l’est aussi sur R ||F ||E.

Éléments de complexité pour le modèle réduit

Le gain apporté par notre méthode de réduction se traduit par une plus faible utilisation

de l’espace mémoire (parfois de façon spectaculaire). Cependant, l’utilisation de cette technique

ne permet pas toujours d’obtenir un modèle assez petit, en particulier lorsque la relation de

dépendance est forte. Il est donc intéressant de connâıtre la taille du modèle réduit avant de

le calculer, d’autant plus que ce calcul peut être couteux : le passage de n à n + 1 événements

mémorisables se traduit par une augmentation factorielle du nombre de contenus possibles pour

la file (pour n événements à mémorisation unique, il y a n! contenus de taille n dans la modèle

complet).

Approche théorique. Nous notons η1 = Card(EM1) le nombre d’événements à mémorisation

unique et η∗ = Card(EM∗) le nombre d’événements à mémorisation multiple. Nous appelons

états de rang n les états du modèle de la file qui sont formés de n occurrences d’événements, et

nous notons rang(n) le nombre d’états de rang n dans ce modèle. Nous cherchons par la suite

à caractériser le nombre d’états de rang n, la taille globale du modèle étant alors donnée par la

formule :

nb(N) =

N∑

i=0

rang(i) (7.1)

où N est la borne de la file : le nombre maximal d’occurrences qu’elle peut contenir simul-

tanément.

Cas au pire. Nous nous intéressons en premier lieu au pire des cas : lorsque tous les

événements sont dépendants (c’est à dire D = E × E). Voici de façon informelle comment nous

pouvons décrire le nombre d’états :
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– n = 0 : le seul état ne contenant pas d’événement est ε,

rang(0) = 1

– n = 1 : ces états sont obtenus depuis le précédent en ajoutant n’importe quel événement

mémorisable :

rang(1) = η1 + η∗

– n = 2 : ces états sont composés :

– soit exclusivement d’événements à mémorisation unique, alors le premier est l’un des η1

événements de ce type, alors qu’il ne reste que (η1 − 1) choix possibles pour le second,

donc finalement η1 × (η1 − 1) possibilités,

– soit d’un événement à mémorisation unique, puis d’un événement à mémorisation mul-

tiple, ce qui laisse η1 × η∗ possibilités,

– soit l’inverse : un événement à mémorisation multiple puis un événement à mémorisation

unique : η∗ × η1 états,

– soit finalement exclusivement d’événements à mémorisation multiple, ce qui donne η∗×η∗

possibilités, et finalement :

rang(2) = [η1 × (η1 − 1)] + 2× [η1 × η∗] + [η∗ × η∗]

– n = 3 : de la même façon que pour le cas précédent, ces états contiennent :

– soit uniquement des événements à mémorisation unique. Par définition, il y a donc η1

choix possibles pour le premier événement, puis (η1−1) pour le deuxième et enfin (η1−2)

pour le troisième, ce qui donne η1 × (η1 − 1)× (η1 − 2) permutations,

– soit un événement à mémorisation unique, puis un autre, et finalement un événement à

mémorisation multiple, donc η1 × (η1 − 1)× η∗ possibilités,

– soit un événement à mémorisation unique, puis un événement à mémorisation multiple,

et finalement un événement à mémorisation unique, ce qui donne à nouveau η1 × η∗ ×

(η1 − 1) états possibles,

– soit d’abord un événement à mémorisation multiple puis deux événements à mémorisation

unique et par conséquent η∗ × η1 × (η1 − 1) possibilités,

– ensuite, comme dans les trois cas précédents, nous ajoutons les permutations de deux

événements à mémorisation multiple et d’un événement à mémorisation unique, ce qui

donne dans les trois cas, η∗ × η∗ × η1 permutations,

– enfin, il reste les états qui ne contiennent aucun événement à mémorisation unique, il y

en a : η∗ × η∗ × η∗, ce qui conduit à :

rang(3) = [η1×(η1−1)×(η1−2)]+3×[η1×(η1−1)×η∗]+3×[η1×η∗×η∗]+[η∗×η∗×η∗]

et ainsi de suite...
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Lemme 7.17

Dans le pire des cas (tous les événements dépendants) :

rang(n) = (η∗)
n + n×

n−2∑

i=0









i∏

j=0

(η1 − j)



× (η∗)
(n−(i+1))



+
n−1∏

i=0

(η1 − i)

�

La preuve de ce lemme est donnée en annexe D, section D.2, page 222. Ainsi, dans le cas où

η∗ = 0, c’est-à-dire que tous les événements sont à mémorisation unique, rang(n) = Aη1
n = η1!

(η1−n)!

est un arrangement de n événements parmi η1.

Cas au mieux. Dans le meilleur des cas, la relation de dépendance correspond à l’identité

et l’ordre entre les événements n’a plus aucune importance. Par convenance, nous considérons

donc que les états sont composés d’un certain nombre d’événements à mémorisation unique

rangés en ordre lexicographique puis d’événements à mémorisation multiple, eux aussi placés

en ordre lexicographique. Comme pour le cas précédent, nous commençons par une description

informelle de rang(n).

Considérons tout d’abord les états de taille n qui sont exclusivement composés d’événements

à mémorisation multiple. Notons p1, . . . , pη∗ les nombres d’occurrences de chacun des événe-

ments dans un état donné. À tout moment, nous avons donc : p1 + · · · + pη∗ = n. Dans chacun

de ces états, il y a (p1) entre 0 et n occurrences du premier événement mémorisable, puis

(p2) entre 0 et n − p1 occurrences du deuxième événement, et ainsi de suite, jusqu’à l’avant-

dernier événement qui figure (pη∗−1) entre 0 et n−
n−2∑

i=1
pi fois, le nombre d’occurrences du nième

événement mémorisable étant fixé par la relation p1 + · · ·+pη∗ = n, donc par p1, . . . , pη∗−1. Ceci

conduit donc à
n∑

p1=0

(n−p1)∑

p2=0
. . .

�
n−

n−2�

i=1
pi �

∑

pn−1

1 possibilités.

Maintenant, il est aisé de tenir compte des événements à mémorisation unique. En effet,

l’ensemble des états de rang n disposant d’un événement à mémorisation unique (parmi η1) puis

de n − 1 événements à mémorisation multiple est obtenu en ajoutant l’un des événements à

mémorisation unique (seulement en tête puisque l’ordre n’intervient pas) aux états de rang n−1

ne contenant que des événements à mémorisation multiple. Nous procédons de la même façon

pour deux événements à mémorisation unique, puis trois, etc.

Lemme 7.18

Dans le meilleur des cas (tous les événements sont indépendants) :

rang(n) =

n∑

i=0













i−1∏

j=0

(η1 − j)



×









(n−i)
∑

p1=0

(n−i−p1)∑

p2=0

. . .

�
n−i−

(η∗−2)�

k=1

pk �
∑

p(η∗−1)=0

1

















�
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La preuve de ce lemme est donnée en annexe D, section D.3, page 223. Notons que lorsque tous

les événements sont à mémorisation unique (c’est à dire η∗ = 0), rang(n) = Cη1
n = η1

n!×(η1−n)! ,

ce qui correspond bien à l’intuition : dans le meilleur des cas, le nombre d’états de rang n est

donné par le nombre de listes non ordonnées de longueur n.

Cas en moyenne. Le cas en moyenne est beaucoup plus complexe que les précédents.

En effet, alors que dans les premiers cas la relation de dépendance est uniforme sur l’ensemble

des événements : ils sont tous dépendants entre eux, ou au contraire tous indépendants, il est

maintenant nécessaire de considérer le cas de chaque événement séparément.

Nous n’avons pas pu déterminer la complexité en moyenne dans le cas général à cause de

la difficulté d’exprimer la dépendance entre les événements et plus particulièrement, parce que

cette relation n’est généralement pas transitive. En effet, considérons trois événements e1, e2 et

e3 et la relation de dépendance8 D = {(e1, e2), (e1, e3)}. Les traces formées par les séquences

contenant une occurrence de chacun de ces événements ne représentent pas le même nombre

de séquences totalement ordonnées contrairement à ce qui se produit pour les cas au pire et au

mieux. Par exemple, [e1e2e3] = {e1e2e3, e1e3e2} alors que [e2e1e3] = {e2e1e3}. Il faut donc faire

intervenir l’ordre entre les occurrences d’événements, ce qui complique grandement le problème.

Nous proposons donc, dans la section suivante, d’étudier, de façon informelle, l’effet du

nombre d’événements mémorisables et le ratio de dépendance entre ceux-ci, sur la taille du

modèle réduit obtenu.

Aperçu de la complexité sur quelques exemples. Pour terminer cette section sur la com-

plexité, nous montrons de façon plus informelle l’influence du nombre d’événements et du taux de

dépendance sur la taille du modèle réduit. Ces deux paramètres déterminent en effet le nombre

d’états du système de transitions, et donc, l’efficacité de notre technique de réduction. Dans

la suite, les programmes Electre utilisés sont donnés à titre d’exemple et il existent de nom-

breux autres programmes qui remplissent les mêmes critères. Le tableau 7.1 présente l’effet d’une

augmentation du nombre d’événements (tous indépendants) sur le nombre d’états des modèles

complets et réduits. Dans le modèle complet, ce facteur fait crôıtre le nombre d’états de façon

exponentielle, alors que dans le modèle réduit, cela se traduit par une croissance géométrique.

Notons que la réduction a d’autant plus d’effet que le nombre d’événements (tous indépendants)

est grand. Ceci s’explique simplement par le fait que la trace [e1e2e3e4e5] remplace alors 5! = 120

états dans le modèle réduit correspondant au programme à 5 événements.

Nombre Programme Nb états Nb états %
d’événements (complet) (réduit) réduction

1 await e1 2 2 0%
2 await {e1 || e2} 5 4 20%
3 await {e1 || e2 || e3} 16 8 50%
4 await {e1 || e2 || e3 || e4} 65 16 75%
5 await {e1 || e2 || e3 || e4 || e5} 326 32 90%

Tab. 7.1 – Pourcentage d’états supprimés en fonction du nombre d’événements indépendants.

8Nous avons réduit D à son expression minimale, il faut bien sûr y ajouter les couples obtenus par symétrie et
par réflexion.
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Le tableau 7.2 montre l’influence du taux de dépendance sur l’efficacité de la méthode de

réduction. Le taux d’indépendance est simplement obtenu par Card(D)
Card(EM×EM ) (en faisant abstrac-

tion des éléments réflexifs). Nous faisons varier le taux de dépendance en remplaçant progressi-

vement les opérateurs de composition parallèle qui organisent les attentes d’événements, par des

opérateurs de composition exclusive. L’importance du pourcentage de dépendance sur l’efficacité

de la réduction apparâıt clairement sur ce tableau, et n’a rien de surprenant.

% événements Programme Nb états Nb états %
dépendants (complet) (réduit) réduction

0% await {e1 || e2 || e3 || e4 || e5} 326 32 90%
40% await {e1 | {e2 || e3 || e4 || e5}} 326 97 70%
70% await {e1 | e2 | {e3 || e4 || e5}} 326 190 42%
90% await {e1 | e2 | e3 | {e4 || e5}} 326 277 15%
100% await {e1 | e2 | e3 | e4 | e5} 326 326 0%

Tab. 7.2 – Pourcentage d’états supprimés en fonction du taux de dépendance.

Finalement, alors que le nombre d’états augmente de façon géométrique avec le nombre

d’événements, le taux de dépendance influe plus fortement (de façon moins favorable) sur la

taille du modèle réduit.

7.3.3 Perspectives pour notre méthode de réduction

Implantation et utilisation de notre méthode de réduction

Nous avons implanté notre technique de réduction, et l’outil obtenu a été utilisé dans le cadre

de la vérification d’une application de contrôle d’un réacteur d’avion [16]. Cette application est

composée de 6 programmes

– Pour quatre d’entre eux, tous les événements sont dépendants. Notre méthode de réduction

n’a donc pas pu être utilisée.

– Pour les deux autres programmes, le taux de dépendance est, au contraire, très faible,

et nous avons pu tester la capacité de notre méthode pour la vérification d’applications

réelles. Le tableau 7.3 résume les caractéristiques principales de ces deux programmes.

Les événements sont tous à mémorisation unique. Le faible taux de dépendance (le calcul

de cette valeur est expliqué page 176), autour de 3% dans les deux cas, permet d’obtenir

une très forte réduction.

Prog. # opérateurs # événements taux de # états # états %
Electre mémorisables dépendance non-réduit réduit réduction

1 60 10 3.33% 9.864.101 2.048 99%

2 49 15 2.86% ' 3, 55 × 1012 133.120 99%

Tab. 7.3 – Résultats de réduction pour la vérification d’une application industrielle.
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Au-delà de notre méthode de réduction

Notre méthode s’inspire du fait que l’ordre de traitement de certains événements n’influe pas

sur l’accessibilité des configurations stables du système. L’utilisation du modèle réduit construit

par notre méthode permet par exemple de vérifier l’ensemble des propriétés de sûreté qui s’ex-

priment sur les configurations stables du système (en effet, le système réduit possède au moins

tous les comportements du système complet, comme nous l’indiquons dans le corollaire 7.13,

page 169). Lorsque la propriété à vérifier dépend de l’ordre des occurrences mémorisées, par

exemple «Toute occurrence mémorisée de r2 est précédée d’au moins une occurrence mémorisée

de r1», il faut conserver l’ordre entre les occurrences de r1 et r2, c’est à dire considérer que

la relation de dépendance est D′ = D ∪ {(r1, r2), (r2, r1)} où D est la relation de dépendance

calculée sur le programme Electre. Bien entendu, cela est réalisé au détriment de la taille du

modèle réduit.

Finalement, nous avons rempli notre objectif : réduire le modèle de vérification de la file.

Notons que dans le cas des système à file réactifs embarqués, cela se traduit par une augmentation

du temps de vérification puisque si le nombre de configurations du modèle global est (fortement)

diminué, le nombre de ses comportements ont eux (fortement) augmenté. Il faut donc envisager

d’utiliser les méthodes d’ordre partiel pour s’attaquer au nombre de comportements du système,

typiquement en introduisant le calcul des ensembles persistants lors de la vérification afin de

n’explorer que les chemins nécessaires pour conclure sur la satisfaction d’une propriété donnée.

Or, cela n’est possible que dans le cadre de la création d’un outil de vérification dédié à Electre

ou plus généralement aux automates à file réactifs. Un autre argument plaide en ce sens :

bien qu’il soit actuellement impossible de faire autrement, le fait de construire entièrement et

statiquement le modèle de vérification de la file est abbérant puisqu’en général, seule une infime

partie de celui-ci est accessible. Le fait que notre méthode n’ait pas pu être utilisée avec succès

pour la vérification de l’application évoquée en section 7.3.3 plaide d’ailleurs dans ce sens. Notre

méthode pourrait aussi bien être utilisée dans le cadre d’une méthode de vérification qui génère

l’espace des états qu’elle explore dynamiquement.
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Dans cette partie, nous avons introduit le langage H-Electre pour la spécification tempo-

relle des applications temps-réel. Le modéle obtenu alors, un SFR Hybride Linéaire, a la puis-

sance d’une machine de Turing, et par conséquent, le problème de la bornitude est indécidable.

Nous avons donc adapté notre test de non-bornitude au contexte temporisé. Cependant, même

lorsque le SFR Hybride Linéaire est borné, nous n’avons pas la certitude que notre test termine.

Ensuite, nous avons montré une méthode pour la réduction du modèle de vérification des

programmes Electre. En effet, même lorsqu’un SFR Embarqué, ou Hybride Linéaire, est borné,

sa taille est bien souvent trop grosse pour qu’il puisse être vérifié. Notre méthode permet, quand

elle s’applique, d’obtenir une réduction drastique : elle a d’ailleurs été utilisée avec succès pour

la vérification d’une application de contrôle d’un réacteur d’avion.
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Conclusion

Bilan. La conception et la vérification des systèmes réactifs avec mémorisation se heurtait,

jusqu’à présent, au problème de la bornitude du dispositif de mémorisation.

– Du point de vue conceptuel, le problème est principalement lié à l’implantation du système

considéré qui doit être borné : tout dispositif physique de mémorisation est de taille bornée.

– Du point de vue de la vérification, les méthodes utilisées pour les modèles finis (i.e. lorsque

le modèle est borné) ou infinis (i.e. lorsque le modèle n’est pas borné) diffèrent. De plus,

bien que la vérification des modèles infinis soit un domaine de recherche particulièrement

actif actuellement, les méthodes existantes s’appliquent à des classes particulières de

modèles.

Notre travail apporte une réponse au problème de la bornitude pour les systèmes à file

réactifs (SFR), un modèle pour les systèmes réactifs avec mémorisation, et pour les programmes

Electre, un langage pour la spécification des SFR. Les systèmes à file réactifs modélisent les

réactions du système aux sollicitations de son environnement (représentées par des événements

discrets), sans expliciter la façon dont ces dernières se produisent. Or, la bornitude du système

modélisé, aussi bien que les autres propriétés de celui-ci, dépendent de la contrainte imposée

par l’environnement. Nous avons comblé cette lacune en introduisant la spécification, en sus, de

l’environnement des systèmes à file réactifs, sous la forme d’un système de transitions étiqueté,

ce qui conduit aux systèmes à file réactifs embarqués (SFR Embarqués).

Nous avons principalement montré que :

– La bornitude des SFR Embarqués est indécidable pour les systèmes possédant 2

événements mémorisables et un environnement périodique (la grande majorité des SFR

Embarqués sont plus expressifs).

– L’accessibilité est décidable pour les Lossy SFR Embarqués (i.e. les SFR Embarqués dont

la file de mémorisation n’est pas fiable) dont l’environnement est bien structuré.

Ces deux résultats apportent une réponse aux points de vue de la conception et de la vérification

de SFR Embarqués : il est impossible de déterminer, en général, si un système est borné. Par

contre, même s’il n’est pas borné, il est possible de déduire qu’il satisfait les propriétés de sûreté

(i.e. le système ne se trouve jamais dans une «mauvaise situation»), qui sont satisfaites par le

modèle avec perte correspondant.

Cependant, du point de vue conceptuel, cette réponse n’est qu’à demi satisfaisante : en pra-

tique, il est nécessaire de s’assurer que le système considéré est borné pour pouvoir l’implanter.

Nous avons donc proposé un test de non-bornitude qui indique si le système est borné, ou s’il

admet un comportement infini périodique qui le rend non borné. Cette méthode de décision

partielle a été implantée dans l’outil TeTU.
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Ensuite, nous nous sommes interessés à des aspects plus pratiques de la vérification. En

particulier, nous considérons les applications temps-réel : des systèmes réactifs dont la correc-

tion dépend particulièrement des délais nécessaires à l’application pour réagir aux sollicitations

de son environnement. Nous avons introduit la spécification temporelle de l’environnement des

programmes Electre sous la forme de la durée des modules et de la fréquence d’occurrence des

événements qui le composent. Ceci nous conduit aux systèmes à file réactifs hybride linéaires

(SFR Hybrides Linéaires). Tout environnement périodique pouvant être exprimé dans ce for-

malisme, le problème de la bornitude n’est évidemment pas décidable pour les SFR Hybrides

Linéaires avec (au moins) 2 événements mémorisables. Par conséquent, nous avons adapté notre

test de non-bornitude à ce contexte.

Finalement, lorsque le modèle est borné, il n’est pas pour autant possible de le vérifier

pratiquement, à cause de sa taille. Nous avons donc défini une méthode de réduction, qui,

lorsqu’elle s’applique, conduit à un gain fortement significatif. Notre technique a été implantée

puis utilisée avec succès dans le cadre de la vérification d’une application de taille réelle, avec,

pour les programmes le permettant, un gain dépassant 99% de la taille du modèle sans réduction.

Perspectives. Il reste cependant un certain nombre de problèmes à résoudre. Tout d’abord,

les problèmes de la décidabilité du model-checking des logiques Ltl et Ctl pour les Lossy

SFR Embarqués avec 2 (et 3 pour Ctl) événements mémorisables. À notre connaissance, ces

problèmes sont actuellement ouverts pour la classe de systèmes plus commune des Lossy ma-

chines à compteurs.

Ensuite, de nombreuses voies «plus pratiques» restent à explorer :

– Nous avons considéré des spécifications temporelles simples, et nous souhaitons, à l’avenir,

en considérer de plus expressives. Par exemple, en liant les occurrences d’événements

à l’exécution des modules afin de représenter les communications internes à l’application

modélisée, ou encore la possibilité de lier les occurrences d’événements les unes aux autres.

C’est par exemple le cas des événements signalant les niveaux haut et bas d’un réservoir,

dont les occurrences, haut puis bas, sont liées par les lois physiques de la dynamique des

fluides, et fonction des modes d’alimentation et de vidange du réservoir.

– En considérant ce contexte plus général, nous souhaitons implanter le test de non-bornitude

pour les SFR Hybrides Linéaires dans notre outil TeTU afin d’étudier la bornitude d’ap-

plications réelles.

– Dans l’optique de la conception des applications temps-réel, il est aussi interessant de

considérer que certaines spécifications temporelles sont paramétrées. Ceci dans le but

de calculer la durée maximale d’un module, ou la fréquence d’occurrence minimale d’un

événement, pour que la file reste bornée, ne dépassant pas une taille fixée.

– Notre étude est influencée par le langage Electre, mais nous espérons utiliser nos

résultats pour d’autres langages. En particulier, pour les langages synchrones, la borni-

tude du gestionnaire d’événement (qui aplanit les différences dans les rythmes d’évolution

de l’application et de son environnement) est un problème clef pour leur implantation.

Nous espérons pouvoir utiliser notre test en ce sens. De plus, la sémantique Fiffo est

très proche de la gestion des files dans le langage Sdl [65], utilisé pour la spécification
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des applications réactives ou temps-réel. Nous proposons d’étudier l’adéquation des SFR

Embarqués pour donner la sémantique des spécifications Sdl.

– Enfin, nous avons discuté l’inefficacité du processus de vérification actuellement uti-

lisée pour les programmes Electre. La construction statique du modèle pour la file

de mémorisation est la source principale d’explosion combinatoire, tout en créant un

formidable gaspillage puisqu’en général, seule une infime partie du modèle est utilisée. Il

serait donc préférable de construire le modèle dynamiquement : pendant la vérification.

Ceci impose d’implanter un outil de vérification spécialisé pour les systèmes à file réactifs.

L’ensemble des techniques présentées dans notre thèse pourraient alors y être incluses.
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[13] G. Berry, P. Couronné, and G. Gonthier. Synchronous programming of reactive systems,

an introduction to ESTEREL. In K. Fuchi and M. Nivat, editors, Programming of Future

Generation Computers. Elsevier Science Publisher B.V., North Holland, 1988.



186 BIBLIOGRAPHIE

[14] V. Bertin, M. Poize, J. Pulou, and J. Sifakis. Towards validated real-time software. In

Proceedings of the 12 th Euromicro Conference on Real Time Systems, pages 157–164,

Stockholm, June 2000.
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Annexe A

Compléments sur le langage Electre

En complément de la description du langage de la section 2.1, page 34, nous donnons ici sa

grammaire (section A.1) et les règles de récriture qui permettent la compilation des programmes

(section A.2). Il reste néanmoins certains points importants du langage que nous tenons pour im-

plicites car le but de ce mémoire n’est pas d’épiloguer sur Electre. Par exemple, un événement

donné qui apparâıt plusieurs fois dans un même programme doit toujours être qualifié de la

même façon, et le programme : await e : loop [>A when #e], n’est donc pas correct. Cette

sémantique “intuitive” du langage a été étudiée dans [15]. Le compilateur Electre est bien sûr

muni d’un vérificateur de la correction sémantique des programmes.

A.1 Grammaire du langage Electre

Nous notons en majuscules P,C,R,G, . . . les non terminaux de la grammaire. Les termi-

naux représentés ici sous la forme id sont des suites finies de caractères alphanumériques qui

représentent un nom d’événement ou de module suivant les cas. Le non terminal initial est P .

P : := C

| C || P

C : := R

| R ; C

| R await I

| R when I

R : := G

| loop G

G : := M

| [P ]

I : := K

| K : C

K : := E

| { J }
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J : := I

| I | J

| I || J

| I ||| J

E : := id

| @ id

| # id

| $ id

M : := id

| > id

| ! id

| idle

Notons que le mot clef idle n’est pas nécessaire : il peut être oublié et le programme ainsi

obtenu reste syntaxiquement correct. Par exemple : await e est équivalent à : idle await e.

A.2 Sémantique opérationnelle du langage Electre

Les règles de récriture du langage Electre sont notées suivant le formalisme Sos introduit

dans [85] qui s’interprète de la façon suivante :

{e} ` A1
∗
−→ a1 B A′

1
∗
−→ a′1 ∧ · · · ∧ An

∗
−→ an B A′

n
∗
−→ a′n

{e} ` B1
∗
−→ b1 B B′

1
∗
−→ b′1 ∧ · · · ∧ Bk

∗
−→ bk B B′

k

∗
−→ b′k

“Dans le contexte de l’occurrence d’un événement e, et sachant que la dérivation A1
∗
−→ a1

se récrit en A′
1

∗
−→ a′1,. . ., et la dérivation An

∗
−→ an se récrit en A′

n
∗
−→ a′n, nous déduisons

que la dérivation B1
∗
−→ b1 se récrit en B ′

1
∗
−→ b′1,. . ., et la dérivation Bk

∗
−→ bk se récrit en

B′
k

∗
−→ b′k.”

Une dérivation A1
∗
−→ a1 constitue simplement un chemin d’un non terminal A1 de la gram-

maire considérée à un terminal a1. Une dérivation est directe, et notée A1 −→ a1 lorsqu’elle

n’implique qu’une seule des règles de la grammaire. Dans notre cas, nous considérons par la

suite la grammaire d’Electre décrite en section A.1, page 193.

Règle i : P : :=C

(i.1)
{e} ` C

∗
−→ m B C ′ ∗

−→ nil

{e} ` P
∗
−→ m B P ′ ∗

−→ nil

(i.2)
{e} ` C

∗
−→ m B C ′ ∗

−→ m′

{e} ` P
∗
−→ m B P ′ ∗

−→ m′

Règle ii : P1 : :=C || P2

(ii.1)
{e} ` C

∗
−→ m B C ′ ∗

−→ m′ ∧ P2
∗
−→ p B P ′

2
∗
−→ p′

{e} ` P1
∗
−→ m || p B P ′

1
∗
−→ m′ || p′
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(ii.2)
{e} ` C

∗
−→ m B C ′ ∗

−→ nil ∧ P2
∗
−→ p B P ′

2
∗
−→ p′

{e} ` P1
∗
−→ m || p B P ′

1
∗
−→ p′

(ii.3)
{e} ` C

∗
−→ m B C ′ ∗

−→ m′ ∧ P2
∗
−→ p B P ′

2
∗
−→ nil

{e} ` P1
∗
−→ m || p B P ′

1
∗
−→ m′

(ii.4)
{e} ` C

∗
−→ m B C ′ ∗

−→ nil ∧ P2
∗
−→ p B P ′

2
∗
−→ nil

{e} ` P1
∗
−→ m || p B P ′

1
∗
−→ nil

Règle iii : C : :=R

(iii.1)
{e} ` R

∗
−→ r B R′ ∗

−→ r′

{e} ` C
∗
−→ r B C ′ ∗

−→ r′

(iii.2)
{e} ` R

∗
−→ r B R′ ∗

−→ nil

{e} ` C
∗
−→ r B C ′ ∗

−→ nil

Règle iv : C1 : :=R ; C2

Notons que dans ce cas, et conformément à la notion de séquentialité exprimée par

l’opérateur “ ; ”, seule la transformation de R est possible.

(iv.1)
{e} ` R

∗
−→ r B R′ ∗

−→ r′ ∧ C2
∗
−→ c B C ′

2 −→ c′

{e} ` C1
∗
−→ r ; c B C ′

1
∗
−→ r′ ; c

(iv.2)
{e} ` R

∗
−→ r B R′ ∗

−→ nil ∧ C2
∗
−→ c B C ′

2 −→ c′

{e} ` C1
∗
−→ r ; c B C ′

1
∗
−→ c′

(iv.3)
{e} ` R

∗
−→ r B R′ ∗

−→ r′ ∧ C2
∗
−→ c B C ′

2 −→ nil

{e} ` C1
∗
−→ r ; c B C ′

1
∗
−→ r′ ; c

Règle v : C : :=R await I

La transformation du non-terminal I en C dans la règle (v4) s’explique par la

règle (xii3).

(v.1)
{e} ` R

∗
−→ m B R′ ∗

−→ m′ ∧ I
∗
−→ i B I ′

∗
−→ i′

{e} ` C
∗
−→ m await i B C ′ ∗

−→ m′ await i′

(v.2)
{e} ` R

∗
−→ m B R′ ∗

−→ nil ∧ I
∗
−→ i B I ′

∗
−→ i′

{e} ` C
∗
−→ m await i B C ′ ∗

−→ await i′

(v.3)
{e} ` R

∗
−→ m B R′ ∗

−→ m′ ∧ I
∗
−→ i B I ′

∗
−→ nil

{e} ` C
∗
−→ m await i B C ′ ∗

−→ nil

(v.4)
{e} ` R

∗
−→ m B R′ ∗

−→ m′ ∧ I
∗
−→ i B C ′′ ∗

−→ p′

{e} ` C
∗
−→ m await i B C ′ ∗

−→ p′

Règle vi : C : :=R when I
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(vi.1)
{e} ` R

∗
−→ m B R′ ∗

−→ m′ ∧ I
∗
−→ i B I ′

∗
−→ i′

{e} ` C
∗
−→ m when i B C ′ ∗

−→ m′ when i′

(vi.2)
{e} ` R

∗
−→ m B R′ ∗

−→ nil ∧ I
∗
−→ i B I ′

∗
−→ i′

{e} ` C
∗
−→ m when i B C ′ ∗

−→ nil

La comparaison des règles (v2) et (vi2) met en valeur la différence entre les

opérateurs await et when .

(vi.3)
{e} ` R

∗
−→ m B R′ ∗

−→ m′ ∧ I
∗
−→ i B I ′

∗
−→ nil

{e} ` C
∗
−→ m when i B C ′ ∗

−→ nil

(vi.4)
{e} ` R

∗
−→ m B R′ ∗

−→ m′ ∧ I
∗
−→ i B C ′′ ∗

−→ p′

{e} ` C
∗
−→ m when i B C ′′ ∗

−→ p′

Règle vii : R : :=G

(vii.1)
{e} ` G

∗
−→ p B G′ ∗

−→ p′

{e} ` R
∗
−→ p B R′ ∗

−→ p′

(vii.2)
{e} ` G

∗
−→ p B G′ ∗

−→ nil

{e} ` R
∗
−→ p B R′ ∗

−→ nil

Règle viii : R : :=loop G1 (G2)

Lors de la compilation une structure répétitive de la forme loop G est récrite sous

la forme loop G1 (G2) où G1 est la récriture de G obtenue lors de cette étape de

compilation, et G2 est égal à G. G1 représente donc l’exécution courante de G et

G2, ses exécutions futures. Bien entendu, G2 n’a pas la possibilité d’évoluer lors de

ces récritures.

(viii.1)
{e} ` G1

∗
−→ p1 B G′

1
∗
−→ p′1 ∧ G2

∗
−→ p2 B G′

2
∗
−→ p2

{e} ` R
∗
−→ loop p1 (p2) B R′ ∗

−→ loop p′1 (p2)

(viii.2)
{e} ` G1

∗
−→ p1 B G′

1
∗
−→ nil ∧ G2

∗
−→ p2 B G′

2
∗
−→ p2

{e} ` R
∗
−→ loop p1 (p2) B R′ ∗

−→ loop p2 (p2)

Règle ix : G : :=M

(ix.1)
{e} ` M

∗
−→ m B M ′ ∗

−→ m′

{e} ` G
∗
−→ m B G′ ∗

−→ m′

(ix.2)
{e} ` M

∗
−→ m B M ′ ∗

−→ nil

{e} ` G
∗
−→ m B G′ ∗

−→ nil

Règle x : G : :=[P ]

(x.1)
{e} ` P

∗
−→ p B P ′ ∗

−→ p′

{e} ` G
∗
−→ [ p ] B G′ ∗

−→ [ p′ ]

(x.2)
{e} ` P

∗
−→ p B P ′ ∗

−→ nil

{e} ` G
∗
−→ [ p ] B G′ ∗

−→ nil
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Règle xi : I : :=K

(xi.1)
{e} ` K

∗
−→ e B K ′ ∗

−→ e′

{e} ` I
∗
−→ e B I ′

∗
−→ e′

(xi.2)
{e} ` K

∗
−→ e B K ′ ∗

−→ nil

{e} ` I
∗
−→ e B I ′

∗
−→ nil

Règle xii : I : :=K : C

De même que pour les règles (iv1) à (iv3) concernant l’opérateur séquentiel “ ; ”,

toute transformation du non terminal C ne peut se produire que lorsque le non

terminal K a été réduit par la dérivation K
∗
−→ nil.

(xii.1)
{e} ` K

∗
−→ e B K ′ ∗

−→ e′ ∧ C
∗
−→ c B C ′ ∗

−→ c′

{e} ` I
∗
−→ e : c B I ′

∗
−→ e′ : c′

(xii.2)
{e} ` K

∗
−→ e B K ′ ∗

−→ e′ ∧ C
∗
−→ c B C ′ ∗

−→ nil

{e} ` I
∗
−→ e : c B I ′

∗
−→ e′ : c′

(xii.3)
{e} ` K

∗
−→ e B K ′ ∗

−→ nil ∧ C
∗
−→ c B C ′ ∗

−→ c′

{e} ` I
∗
−→ e : c B C ′′ ∗

−→ c′

Règle xiii : K : :=E

(xiii.1)
{e} ` E

∗
−→ i B E′ ∗

−→ i′

{e} ` K
∗
−→ i B K ′ ∗

−→ i′

(xiii.2)
{e} ` E

∗
−→ i B E′ ∗

−→ nil

{e} ` K
∗
−→ i B K ′ ∗

−→ nil

Règle xiv : K : :={ J }

(xiv.1)
{e} ` J

∗
−→ i B J ′ ∗

−→ i′

{e} ` K
∗
−→ {i} B K ′ ∗

−→ {i′}

(xiv.2)
{e} ` J

∗
−→ i B J ′ ∗

−→ nil

{e} ` K
∗
−→ {i} B K ′ ∗

−→ nil

Règle xv : J : :=I

(xv.1)
{e} ` I

∗
−→ i B I ′

∗
−→ i′

{e} ` J
∗
−→ i B J ′ ∗

−→ i′

(xv.2)
{e} ` I

∗
−→ i B I ′

∗
−→ nil

{e} ` J
∗
−→ i B J ′ ∗

−→ nil

(xv.3)
{e} ` I

∗
−→ i B C

∗
−→ c

{e} ` J
∗
−→ i B C ′ ∗

−→ c

La récriture de J
∗
−→ i en C ′ ∗

−→ c se produit lorsque I se tranforme en

une structure de module sous l’effet de l’opérateur “ : ” conformément à la

régle (xii3).
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Règle xvi : J1 : :=I | J2

(xvi.1)
{e} ` I

∗
−→ i B I ′

∗
−→ i′ ∧ J2

∗
−→ j B J ′

2
∗
−→ j′

{e} ` J1
∗
−→ i | j B J ′

1
∗
−→ i′ | j′

(xvi.2)
{e} ` I

∗
−→ i B C

∗
−→ c ∧ J2

∗
−→ j B J ′

2
∗
−→ j′

{e} ` J1
∗
−→ i | j B C ′ ∗

−→ c

(xvi.3)
{e} ` I

∗
−→ i B I ′

∗
−→ nil ∧ J2

∗
−→ j B J ′

2
∗
−→ j′

{e} ` J1
∗
−→ i | j B J ′

1
∗
−→ nil

(xvi.4)
{e} ` I

∗
−→ i B I ′

∗
−→ i′ ∧ J2

∗
−→ j B C

∗
−→ c

{e} ` J1
∗
−→ i | j B C ′ ∗

−→ c

(xvi.5)
{e} ` I

∗
−→ i B I ′

∗
−→ i′ ∧ J2

∗
−→ j B J ′

2
∗
−→ nil

{e} ` J1
∗
−→ i | j B J ′

1
∗
−→ nil

La comparaison de ces cinq règles avec les dix suivantes (correspondant à la compo-

sition parallèle forte pour les cinq premières et à la composition parallèle faible pour

les suivantes) met en valeur la différence entre les compositions exclusive (ci-dessus)

et parallèles (ci-dessous).

Règle xvii : J1 : :=I || J2

Malgré la surcharge de l’opérateur “ || ”, il est aisé de distinguer les cas où il cor-

respond à une composition d’événements de ceux où il sert à la composition de

structures de programmes comme dans les règles (xvii2) et (xvii4).

(xvii.1)
{e} ` I

∗
−→ i B I ′

∗
−→ i′ ∧ J2

∗
−→ j B J ′

2
∗
−→ j′

{e} ` J1
∗
−→ i || j B J ′

1
∗
−→ i′ || j′

(xvii.2)
{e} ` I

∗
−→ i B C

∗
−→ c ∧ J2

∗
−→ j B J ′

2
∗
−→ j′

{e} ` J1
∗
−→ i || j B C ′ ∗

−→ c || await j ′

(xvii.3)
{e} ` I

∗
−→ i B I ′

∗
−→ nil ∧ J2

∗
−→ j B J ′

2
∗
−→ j′

{e} ` J1
∗
−→ i || j B J ′

1
∗
−→ j′

(xvii.4)
{e} ` I

∗
−→ i B I ′

∗
−→ i′ ∧ J2

∗
−→ j B C

∗
−→ c

{e} ` J1
∗
−→ i || j B C ′ ∗

−→ await i′ || c

(xvii.5)
{e} ` I

∗
−→ i B I ′

∗
−→ i′ ∧ J2

∗
−→ j B J ′

2
∗
−→ nil

{e} ` J1
∗
−→ i || j B J ′

1
∗
−→ i′

Règle xviii : J1 : :=I ||| J2

Dans les règles (xviii3) et (xviii5), il suffit que l’un des non terminaux I ou J

(respectivement) s’annihile pour que la structure compositionnelle s’annihile elle

aussi, ce qui constitue la différence avec la composition forte, où l’annihilation du

second non terminal est requise pour l’annihilation de toute la structure.
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(xviii.1)
{e} ` I

∗
−→ i B I ′

∗
−→ i′ ∧ J2

∗
−→ j B J ′

2
∗
−→ j′

{e} ` J1
∗
−→ i ||| j B J ′

1
∗
−→ i′ ||| j′

(xviii.2)
{e} ` I

∗
−→ i B C

∗
−→ c ∧ J2

∗
−→ j B J ′

2
∗
−→ j′

{e} ` J1
∗
−→ i ||| j B C ′ ∗

−→ c ||| when j ′

(xviii.3)
{e} ` I

∗
−→ i B I ′

∗
−→ nil ∧ J2

∗
−→ j B J ′

2
∗
−→ j′

{e} ` J1
∗
−→ i ||| j B J ′

1
∗
−→ nil

(xviii.4)
{e} ` I

∗
−→ i B I ′

∗
−→ i′ ∧ J2

∗
−→ j B C

∗
−→ c

{e} ` J1
∗
−→ i ||| j B C ′ ∗

−→ when i′ ||| c

(xviii.5)
{e} ` I

∗
−→ i B I ′

∗
−→ i′ ∧ J2

∗
−→ j B J ′

2
∗
−→ nil

{e} ` J1
∗
−→ i ||| j B J ′

1
∗
−→ nil

Règle xix : E : :=id

(xix.1) {e} `E −→ e′ B E′ −→ nil si e = e′

(xix.2) {e} `E −→ e′ B E′ −→ e′ si e 6= e′

Règle xx : M : :=id

(xx.1) {e} `M −→ A B M −→ nil si e = finA

(xx.2) {e} `M −→ A B M −→ A si e 6= finA

Les deux dernières règles déclenchent l’effet des occurrences d’événement sur les programmes

Electre en annihilant les événements qui surviennent ou les modules dont l’exécution s’achève,

ce qui se répend par la suite dans tout le programme par l’intermédiaire des autres règles.
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Annexe B

Résultats pour les Lossy machines à

compteurs

Nous apportons ici la preuve de l’indécidabilité des problèmes de model-checking de LTL et

de la bornitude pour les Lossy machines à 3 compteurs. Notons que des résultats équivalents

ont été établis dans [77] pour les machines qui possèdent au moins 4 compteurs. Les preuves

présentées dans cette annexe sont fortement basées sur la notion de «capacité» due à [29].

B.1 Indécidabilité du model-checking de LTL pour les Lossy

MC(3)

Lemme B.1

Le problème du model-checking de Ltl (Mc-LTL) est indécidable pour les Lossy machines à 3

compteurs. �

Preuve (due à Grégoire Sutre). Considérons une machine à deux compteurs déterministes

M . Si c1 et c2 sont les deux compteurs de M , et κ est le troisième compteur de �M (la “capacité”

de �M), la Lossy machine à compteurs obtenue depuis M par :

– À toute instruction q
ck++
−−−−→ q′ de M correspondent les instructions : q

κ=0?
−−−→ échec,

q
κ−−
−−−→ q1 et q1

ck++
−−−−→ q′ dans �M , où q1 est un nouvel état de �M et échec est le nouvel

état final de �M ,

– Tout couple d’instructions q
ck=0?
−−−−→ q′ et q

ck−−
−−−−→ q′′ de M est transcris par les instructions :

q
ck=0?
−−−−→ q′, q

ck−−
−−−−→ q1 et q1

κ++
−−−→ q′′ dans �M , où q1 est un nouvel état de �M .

– L’état initial de �M est q′0, avec les instructions : q′0
κ++
−−−→ q′0 et1 q′0

c1=0?
−−−−→ q0,

– Enfin, nous ajoutons à �M la séquence de “réinitialisation” suivante :

1La dernière instruction q′
0

c1=0?
−−−−−→ q0 est toujours franchissable. Ainsi, lors de son exécution,

�
M peut atteindre

l’état q0 dans une configuration où c1 = c2 = 0, mais la valeur de κ est quelconque dans � .
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qF

q′F

q′′F

q′′′F

q0

c1−−

c1=0?

κ++ c2−−

c2=0?

κ++

qui remet à zéro les compteurs c1 et c2 tout en ajoutant leurs valeurs en qF au compteur

κ, puis qui replace �M en q0 pour poursuivre son exécution.

Ainsi, dans toute configuration accessible de �M , c1 + c2 + κ ≤ n, où n est la valeur de κ lors du

passage de q′0 à q0. De plus, la valeur de c1 + c2 + κ ne crôıt jamais2 lors de l’exécution de �M .

Nous montrons que M s’arrête ssi �M visite q0 infiniment souvent.

Si M s’arrête, alors ∃m1,m2 tels que 〈qF ,m1,m2〉 est accessible dans M . Donc pour n assez

grand3, il existe une exécution de �M qui visite q0 infiniment souvent : �M exécute n fois l’ins-

truction q′0
κ++
−−−→ q′0 puis l’instruction q′0

c1=0?
−−−−→ q0 atteignant ainsi la configuration 〈q0, 0, 0, n〉.

Ensuite, �M exécute la même séquence d’instructions (donc sans perte) que M , atteignant ainsi

〈qF ,m1,m2, n
′〉 avec n′ + m1 + m2 = n. Puis, l’exécution de la séquence de “réinitialisation”

ramène �M en 〈q0, 0, 0, n〉 où elle peut itérer infiniment la même séquence d’instructions, et donc

visiter infiniment souvent q0.

Si �M visite infiniment souvent q0, alors M s’arrête. En effet, la perte ne peut se produire

qu’un nombre fini de fois dans �M puisqu’elle fait décrôıtre la valeur de c1 + c2 + κ qui ne crôıt

jamais lors de l’exécution de �M . Ainsi, après avoir exécuté un nombre fini d’instructions, �M

s’exécute sans aucune perte, et puisqu’elle visite infiniment souvent q0 (et par la définion du

chemin de qF à q0), il existe un chemin sans perte de q0 à qF .

Finalement, �M visite infiniment souvent q0 si et seulement si elle satisfait la formule Ltl :

GF q0. D’où l’indécidabilité du model-checking de Ltl pour une Lossy machine à 3 compteurs.

�

B.2 Indécidabilité du problème de la bornitude pour les Lossy

MC(3)

Notons |〈q,m1, . . . ,mn〉| = m1+· · ·+mn l’espace utilisé par la configuration 〈q,m1, . . . ,mn〉.

Le problème de la bornitude (B) pour une Lossy machine à compteurs �M consiste à déterminer

s’il existe b ∈ N tel que pour toute configuration accessible 〈q,m1, . . . ,mn〉 de �M :

|〈q,m1, . . . ,mn〉| ≤ b

Lemme B.2

Le problème (B) est indécidable pour les Lossy machines à 3 compteurs déterministes. �

2La valeur de c1 + c2 + κ peut être augmentée de 1 si elle vient juste d’être diminuée de 1, lors de l’exécution
des instructions correspondant à une décrémentation (−−) de M .

3Un tel n existe puisque M s’arrête : les compteurs c1 et c2 initialement nuls ne peuvent avoir de valeurs
arbitrairement grandes.
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Preuve. Cette preuve se base sur la construction de [29] de l’indécidabilité de (B) pour les

réseaux de Petri avec reset, basée sur la notion de “capacité”.

Nous considérons une machine à compteurs déterministe M , et nous construisons une Lossy

machine à compteurs déterministe �M telle que l’une est bornée si et seulement si l’autre l’est.

Supposons que c1 et c2 sont les deux compteurs de M , et soit κ le troisième compteur de �M . Ce

dernier compteur représente la “capacité de perte” de �M .

– Toute instruction d’incrémentation de c1 ou c2 dans M est gardée par κ dans �M . Ainsi, à

chaque instruction q
ck++
−−−−→ q′ de M correspondent les instructions q

κ=0?
−−−→ init, q

κ−−
−−−→ q1

et q1
ck++
−−−−→ q′ dans �M ,

– À chaque couple d’instructions q
ck=0?
−−−−→ q′ et q

ck−−
−−−−→ q′′ de M nous associons les instruc-

tions q
ck=0?
−−−−→ q′, q

ck−−
−−−−→ q1 et q1

κ++
−−−→ q′′,

où les états notés q1 sont de nouveaux états de �M et init est un nouvel état de �M . Finalement,

à chaque fois que l’état init est atteint (la valeur de κ ne permet pas l’incrémentation d’un

compteur), la séquence de “réinitialisation” suivante est exécutée :

init

init′

init′′

init′′′

initiv q0

c1−−

c1=0?

κ++ c2−−

c2=0?

κ++

κ++

Les configurations initiales de M et �M sont respectivement 〈q0, 0, 0〉 et 〈q0, 0, 0, 0〉. Dans �M , la

valeur de la somme c1 +c2+κ ne peut crôıtre que si la séquence de “réinitialisation” est franchie.

Si M n’est pas bornée, alors la somme c1+c2 n’est pas bornée. Dans �M , la valeur de la somme

c1 + c2 + κ ne peut pas excéder la valeur de κ suite à la dernière exécution de la séquence de

“réinitialisation”. Lorsque �M exécute (sans perte) la même séquence d’instructions que M , après

l’exécution d’un nombre fini d’instructions, le franchissement d’une instruction d’incrémentation

c1++ ou c2++ devient impossible car la valeur de κ est nulle. �M exécute donc la séquence de

réinitialisation et atteint la configuration 〈q0, 0, 0,m
′
κ〉 avec4 m′

κ = mκ +1, mκ étant la valeur de

κ après l’exécution précédente de la séquence de réinitialisation. �M peut donc à nouveau exécuter

la séquence d’instructions exécutée par M depuis sa configuration initiale 〈q0, 0, 0〉, un peu plus

loin, jusqu’à ce qu’à nouveau la valeur de κ soit nulle, nécessitant à nouveau l’exécution de la

séquence de “réinitialisation”, etc. Nous en déduisons qu’il existe une exécution de �M qui admet

des configurations telles que la somme c1 + c2 +κ est arbitrairement grande. Par conséquent, �M

n’est pas bornée.

Si �M n’est pas bornée, alors il existe une exécution sur laquelle l’instruction initiv κ++
−−−→ q0

est franchie infiniment souvent puisque c’est la seule façon de faire crôıtre la somme c1 + c2 +κ.

Soit :

. . .
κ++
−−−→ 〈q0, 0, 0,mκ〉 . . .

κ++
−−−→ 〈q0, 0, 0,m

′
κ〉 . . .

κ++
−−−→ 〈q0, 0, 0,m

′′
κ〉 . . .

avec m′
κ < mκ < m′′

κ, une partie d’une telle exécution. Puisque m′
κ < mκ, il est survenu (au

moins) une transition de perte entre les configurations 〈q0, 0, 0,mκ〉 et 〈q0, 0, 0,m
′
κ〉. De plus,

4Rappelons que l’on considère une exécution sans perte de
�
M .
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le passage dans la séquence de “réinitialisation” augmente la valeur de κ d’une unité (au plus,

lorsqu’aucune perte ne se produit). Par conséquent, 〈q0, 0, 0,mk〉 apparâıt sur le chemin de

〈q0, 0, 0,m
′
κ〉 à 〈q0, 0, 0,m

′′
κ〉 :

. . .
κ++
−−−→ 〈q0, 0, 0,mκ〉 . . .

κ++
−−−→ 〈q0, 0, 0,m

′
κ〉 . . .

κ++
−−−→ 〈q0, 0, 0,mκ〉 . . .

κ++
−−−→ 〈q0, 0, 0,m

′′
κ〉 . . .

et il existe donc une exécution de �M qui ignore le chemin séparant les deux occurrences de

〈q0, 0, 0,mκ〉 :

. . .
κ++
−−−→ 〈q0, 0, 0,mκ〉 . . .

κ++
−−−→ 〈q0, 0, 0,m

′′
κ〉 . . .

Puisque toute transition de perte (sur c1, c2 ou κ) diminue la valeur de la somme c1 + c2 + κ,

nous en déduisons que �M admet une exécution sans perte telle que la somme c1 + c2 + κ (donc

la somme c1 + c2) n’est pas bornée. Cette exécution est de la forme :

〈q0, 0, 0, 0〉
σ0−−→∗ 〈q0, 0, 0, 1〉

σ1−−→∗ 〈q0, 0, 0, 2〉 . . .

et les séquences σ0, σ1, . . . sont les préfixes d’une exécution non bornée de M .

Puisque (B) n’est pas décidable pour les machines à 2 compteurs, nous en déduisons qu’il

n’est pas non plus décidable pour les Lossy machine à 3 compteurs déterministes. �



Annexe C

Preuve de la simulation des Lossy

MC par les Lossy SFR Embarqués

Nous prouvons le théorème 4.26 (page 105), c’est à dire, la simulation des Lossy machines à

n compteurs déterministes par les Lossy SFR Embarqués avec n événements mémorisables et un

environnement périodique. Pour cela, nous reprenons la démarche des sections 3.1.2 (page 72)

et 3.1.2 (page 75) pour la preuve de la simulation des machines à 2 compteurs déterministes

par les SFR Embarqués avec 2 événements mémorisables et un environnement périodique. Ce-

pendant, la simulation des machines à n compteurs par les machines à 2 compteurs [80] n’est

plus valide dans le cadre d’une sémantique de perte. Nous adaptons donc notre construction en

considérant :

– une Lossy machine à n compteurs déterministes au lieu d’une machine à 2 compteurs

déterministes.

– un Lossy SFR Embarqué avec n événements mémorisables, à la place d’un SFR Embarqué

avec 2 événements mémorisables.

Nous nous intéressons donc à une Lossy machine à compteurs déterministe �M= (Q,C, I)

ayant un nombre n ≥ 1 quelconque de compteurs : C = {c1, . . . , cn}. Les structures présentées

en figure 3.1 (page 73) pour les machines à 2 compteurs, sont étendues à n compteurs, et donc

n événements mémorisables e1, . . . , en. Elles sont représentées en figure C.1 (page 206).

Les transitions de mémorisation sont étiquetées par des alphabets : !Σ représente alors l’en-

semble des transitions !e de mémorisation de e pour l’ensemble des événements e ∈ Σ. De la

même façon, dans la structure de terminaison de la figure C.1(c), les transitions étiquetées ?ΣM

et ΣM représentent les transitions ?e et e pour tout événement e ∈ ΣM . Dans la structure de la

figure C.1(a), nous notons particulièrement la mémorisation de ek qui est forcée par l’abscence

de transition de prise en compte de cet événement. Finalement, l’environnement correspondant

est lui-aussi étendu à n événements mémorisables. Il est représenté en figure C.2 (page 206).

Par analogie au modèle simulé, l’AFR obtenu en suivant cette construction est appelé AFR à

compteurs.

Définition C.1 (AFR à n compteurs)

Soit �M= (Q,C, I) une Lossy machine à n compteurs déterministe avec C = {c1, . . . , cn}. L’auto-

mate à file réactif à n compteurs (AFR à n compteurs) R = (QR, q0
R, AR, −→R ) associé à �M est
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qR q1
R

q2
R qk−1

R
qk+1
R

qn+1
R

q′
R

!ΣM

τ

!(ΣM\{e1})

?e1,e1

!(ΣM\{e2})

?e2,e2

!(ΣM\{ek−1})

?ek−1 ,ek−1

!(ΣM\{ek+1})

?ek+1,ek+1 ?en,en

!ΣM

τ

(a) Simulation de l’instruction : q
ck++

−−−−→ q′.

qR

q′′
R

q1
R qk

R qn+1
R

q′
R!(ΣM\{ek})

?ek,ek

τ

!(ΣM\{e1})

?e1 ,e1 ?ek−1 ,ek−1

!(ΣM\{ek})

?ek,ek ?en,en

!ΣM

τ

(b) Simulation des instructions : q
ck=0?

−−−−−→ q′ et q
ck−−

−−−−→ q′′.

qF
R qF ′

R

!ΣM

τ

?ΣM ,ΣM

τ

(c) Structure de terminaison.

Fig. C.1 – Structures d’AFR pour la simulation d’une Lossy machine à n compteurs
déterministe.

q0
E

q1
E

q2
E qn+1

E

τ e1 e2 en

τ

Fig. C.2 – Environnement périodique pour la simulation d’une Lossy machine à n compteurs
déterministe.
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défini par :

1. L’ensemble des états QR est calculé depuis les instructions de �M par :

QR =
⋃

q∈Q

[
{

q1
R, . . . , qk−1

R , qk+1
R , . . . , qn+1

R | ∃ck ∈ C, q′ ∈ Q t.q. Iq = {q
ck++
−−−−→ q′}

}

∪
{

q1
R, . . . , qn+1

R | ∃ck ∈ C et q′, q′′ ∈ Q t.q. Iq = {q
ck=0?
−−−−→ q′, q

ck−−
−−−−→ q′′}

}
]

∪ {qR | q ∈ Q} ∪ {qF ′

R }

2. L’état initial de R, q0
R, correspond à q0, l’état initial de �M ,

3. L’ensemble des actions de R est défini conformément à la définition 2.5 (page 42) en

considérant : ΣM = {e1, . . . , en} et ΣF = {τ}. Donc AR = {τ, e1, . . . , en}∪({!, ?} × {e1, . . . , en}),

4. Finalement, la relation de transition −→R correspond à la description des structures en fi-
gure C.1 :��

q
ck++

−−−−→ q′ � ∈I

���
qR

τ
−→R q

1
R � ∪

�
e∈ΣM � qR

!e
−−→R qR � ∪

�
j∈({1,...,n}\{k}) 	
 �

e∈(ΣM\{ej}) � q
j
R

!e
−−→R q

j
R ���

∪
�

j∈{1,...,k−2,k+1,...,n} � q
j
R

?ej, ej
−−−−−→R q

j+1
R � ∪ � q

k−1
R

?ek−1 , ek−1
−−−−−−−−−→R q

k+1
R �

∪

�
q

n+1
R

τ
−→R q

′
R � ∪

�
e∈ΣM � q

n+1
R

!e
−−→R q

n+1
R ���

∪
�

� q
ck=0?

−−−−−→ q′, q
ck−−

−−−−→ q′′ � ⊆I

�
� qR

τ
−→R q

1
R, qR

?ek, ek
−−−−−→R q

′′
R � ∪

�
e∈(ΣM\{ek}) � qR

!e
−−→R qR �

∪
�

j∈{1,...,n} 	�
 � q
j
R

?ej, ej
−−−−−→R q

j+1
R � ∪

�
e∈(ΣM\{ej}) � q

j
R

!e
−−→R q

j
R � ���

∪

�
q

n+1
R

τ
−→R q

′
R � ∪

�
e∈ΣM � q

n+1
R

!e
−−→R q

n+1
R ���

∪ �� � q
F
R

τ
−→R q

F ′

R � ∪
�

e∈ΣM � q
F
R

!e
−−→R q

F
R , q

F ′

R

?e, e
−−−−→R q

F ′

R � ∪

�
q

F ′

R

τ
−→R q

F ′

R ����
�

Dans la section C.1, nous étudions les propriétés structurelles de AFR à n compteurs. Puis,

dans la section C.2 (page 212), nous utilisons ces propriétés pour démontrer la simulation des

Lossy machines à n compteurs déterministes par les Lossy SFR Embarqués avec n événements

mémorisables.

C.1 Analyse de la structure des AFR à n compteurs

Nous étudions, dans cette première section, le comportement des structures de simulation

représentées en figure C.1 (page 206). Pour cela, nous nous intéressons successivement aux
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structures élémentaires qui les composent. Nous caractérisons l’ensemble des configurations ac-

cessibles par le franchissement de ces structures élémentaires : les ei-motifs (voir ci-dessous), les

séquences ordonnées de ei-motifs (page 209) et finalement, les séquences ordonnées et complètes

de ei-motifs (page 212).

C.1.1 Les ei-motifs

Définition C.2

Un ei-motif, avec ei ∈ ΣM = {e1, . . . , en}, est une structure d’AFR de la forme :

qi
R qi+1

R

!(ΣM\{ei})

?ei, ei

�

Les structures de simulation de la figure C.1 (page 206) sont construites à partir de séquences

de ei-motifs. Afin de prouver la simulation, nous étudions la transformation définie par un ei-

motif dans le lemme C.3, puis, dans le lemme C.6, l’effet cumulé d’une séquence de ei-motifs.

Dans la suite, nous considérons l’environnement1 E de la figure C.3. Un ei-motif plongé dans

q1
E q2

E qn+1
E

e1 e2 en

Fig. C.3 – Environnement E.

son environnement est appelé ei-motif embarqué.

Lemme C.3

Considérons un ei-motif embarqué. Depuis 〈qi
R, w, qi−r

E 〉 avec 0 ≤ r ≤ i − 1, S||E atteint la confi-

guration :

1. 〈qi+1
R , ei

	1w, qi−r
E 〉 si (Ψ(w))i > 0,

2. 〈qi+1
R , wei−r . . . ei−1, q

i+1
E 〉 sinon.

�

Preuve. Supposons que (Ψ(w))i > 0. Alors, la priorité etant donnée au traitement des

occurrences mémorisées, la transition qi
R

?ei−−→R qi+1
R est franchie, et par conséquent, S||E atteint

la configuration : 〈qi+1
R , ei

	1w, qi−r
E 〉.

À l’inverse, lorsque (Ψ(w))i = 0, la transition franchie est déterminée par l’événement fourni

par l’environnement. Ainsi, les événements ei−r, . . . , ei−1 sont mémorisés lors de l’exécution de

la séquence :

〈qi
R, w, qi−r

E 〉
!ei−r
−−−−→S||E 〈q

i
R, wei−r, q

i−r+1
E 〉 . . .

!ei−1
−−−−→S||E 〈q

i
R, wei−r . . . ei−1, q

i
E〉

1Nous l’obtenons depuis celui de la figure C.2 (page 206), en nous restreignant au chemin de q1
E à qn+1

E
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Puis, l’environnement propose l’événement ei, contraignant le système à franchir la transition

qi
R

ei−−→R qi+1
R . Il atteint ainsi la configuration : 〈qi+1

R , wei−r . . . ei−1, q
i+1
E 〉. �

Remarque C.4

Dans le lemme C.3 nous considérons un décalage entre E et S exprimé par la relation 0 ≤ r ≤ i− 1.

Il peut être vu comme un “retard” (d’où l’indice r) de E sur S provoqué par l’immobilisme de

l’environnement lorsque le système franchit une transition de prise en compte différée, comme par

exemple dans le premier cas du lemme C.3. De la même façon, dans le lemme C.6, la condition

1 ≤ r ≤ im exprime l’éventuel “retard” de l’environnement.

Il est bien sûr impossible que E soit en “avance” sur S puisqu’à chaque fois que E franchit une

transition, S fait de même. �

C.1.2 Les séquences ordonnées de ei-motifs

Définition C.5

Une séquence ordonnée de ei1 , . . . , eim -motifs est la structure d’AFR de la forme :

qi1
R qi2

R qim
R q

im+1

R

!(ΣM\{ei1})

?ei1 , ei1

!(ΣM\{ei2})

?ei2 , ei2

!(ΣM\{eim})

?eim , eim

avec m > 0 et 1 < i1 < i2 < · · · < im < n. �

Nous nous interessons maintenant à une séquence ordonnée de ei1 , . . . , eim -motifs plongée

dans son environnement :

q1
E q2

E qn+1
E

e1 e2 en

qui est donc appelée séquence ordonnée et embarquée de ei1 , . . . , eim-motifs.

Lemme C.6

Depuis la configuration 〈qi1
R , w, q1

E〉, l’exécution d’une séquence ordonnée et embarquée de ei1 , . . . , eim -

motifs conduit à la configuration 〈q
im+1

R , w′, qim+1−r
E 〉 avec 0 ≤ r ≤ im vérifiant :

1. ∀k ∈ {i1, . . . , ij}, (Ψ(w′))k = (Ψ(w))k,

2. ∀k ∈ {ij+1, . . . , im}, (Ψ(w′))k = (Ψ(w))k − 1,

3. ∀k ∈ ({1, . . . , im − r} \ {i1, . . . , im}) , (Ψ(w′))k = (Ψ(w))k + 1,

4. ∀k ∈ ({im − r + 1, . . . , n} \ {i1, . . . , im}) , (Ψ(w′))k = (Ψ(w))k.

où j = max{l ∈ {1, . . . ,m} | il ≤ im − r} si i1 ≤ im − r et j = 0 sinon. �

Dans le lemme C.6, l’entier j identifie le dernier événement de la séquence dont une occurrence

a été émise par E et dont une occurrence a été traitée par le système. Les propriétés (1) à (4)

expriment que :
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1. pour tous les événements e qui ont été pris en compte par S et émis par E jusqu’à

〈q
im+1

R , w′, qim+1−r
E 〉, le nombre d’occurrences mémorisées de e est le même dans w ′ et w.

Nous montrons que soit l’occurrence émise par E a été prise en compte immédiatement,

soit le système a tout d’abord consommé une occurrence de e puis il a mémorisé celle qui

lui est proposée par E.

2. tous les événements qui ont été consommés par le système et qui n’ont pas été proposés

depuis par E comptent une occurrence mémorisée de moins en w ′ par rapport à w.

3. un événement qui a été émis par l’environnement et qui n’a pas encore été pris en compte

par le système est mémorisé et ne sera jamais pris en compte.

4. pour tout événement qui n’a pas encore été émis et qui n’a pas été consommé, le nombre

d’occurrences mémorisées dans w′ est le même que dans w.

Remarque C.7

Notons que les propriétés (1) à (4) qualifient l’évolution des occurrences mémorisées de l’ensemble

des événements le long de la séquence puisque {i1, . . . , ij} ∪ {ij+1, . . . , ım} ∪
(
{1, . . . , im − r} \

{i1, . . . , im}
)
∪
(
{im − r + 1, . . . , n} \ {i1, . . . , im}

)
= {1, . . . , n}. �

Remarque C.8

L’événement de rang im − r est nécessairement l’un de ceux de rangs i1, . . . , im (ou alors r = im

auquel cas aucune occurrence d’événement n’a été prise en compte depuis l’environnement). En

effet, si ce n’est pas le cas, cela signifie que, lors de l’exécution de la séquence, cet événement a

été mémorisé dans une configuration instable puisque plus aucune occurrence d’événement n’a été

fournie par l’environnement ensuite. �

Preuve (Lemme C.6). Nous allons prouver ce lemme par induction sur la longueur de

la séquence considérée, c’est à dire le nombre de eij -motifs qu’elle contient. Soit p ≥ 1, nous

prouvons maintenant que depuis la configuration 〈qi1
R , w, q1

E〉 après le franchissement de p motifs,

le système atteint la configuration 〈q
i1+p

R , w′, q
ip+1−r

E 〉 avec 0 ≤ r ≤ ip vérifiant :

1. ∀k ∈ {i1, . . . , ij}, (Ψ(w′))k = (Ψ(w))k,

2. ∀k ∈ {ij+1, . . . , ip}, (Ψ(w′))k = (Ψ(w))k − 1,

3. ∀k ∈ ({1, . . . , ip − r} \ {i1, . . . , ip}) , (Ψ(w′))k = (Ψ(w))k + 1,

4. ∀k ∈ ({ip − r + 1, . . . , n} \ {i1, . . . , ip}) , (Ψ(w′))k = (Ψ(w))k.

où j = max{l ∈ {1, . . . , p} | il ≤ ip − r} si i1 ≤ ip − r et j = 0 sinon.

– Si p = 1 (un motif franchi). D’après le lemme C.3, suivant la valeur de (Ψ(w))i1 il y a

deux possibilités :

– Soit (Ψ(w))i1 > 0, alors le franchissement de l’ei1 -motif conduit à la configuration

〈qi2
R , ei1

	1w, q1
E〉. Posons w′ = ei1

	1w, nous avons j = 0, r = i1 et par définition de 	1 :

– (Ψ(w′))i1 = (Ψ(w))i1 − 1,

– ∀k ∈ ({1, . . . , n} \ {i1}), (Ψ(w′))k = (Ψ(w))k.
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Ces propriétés correspondent respectivement aux points (2) et (4), alors que les points (1)

et (3) sont eux aussi vérifés puisqu’ils correspondent à des ensembles vides de valeurs

pour k,

– Soit (Ψ(w))i1 = 0, conduisant à la configuration 〈qi2
R , we1 . . . e(i1−1), q

i1+1
E 〉. Posons w′ =

we1 . . . e(i1−1), nous avons : j = 1, r = 0 et par définition :

– (Ψ(w′))i1 = (Ψ(w))i1 (transition de prise en compte immédiate de ei1),

– ∀k ∈ {1, . . . , i1 − 1}, (Ψ(w′))k = (Ψ(w))k + 1,

– ∀k ∈ {i1 + 1, . . . , n}, (Ψ(w′))k = (Ψ(w))k.

Nous avons donc dans l’ordre les points (1), (3) et (4), quant au point (2), l’absence de

telles valeurs de k suffit à le prouver.

– Étape d’induction. Supposons donc que pour un p > 1 donné, l’exécution des p pre-

miers motifs de la séquence amène dans une configuration 〈q
i(1+p)

R , w′, q
ip+1−r

E 〉 vérifiant

les conditions (1) à (4). Conformément au lemme C.3, le franchissement du motif suivant

conduit dans l’une des deux configurations suivantes, où p = p + 1, j et r représentent les

nouvelles valeurs de p, j et r :

– Soit (Ψ(w))i1+p
> 0 et par le lemme C.3, l’exécution aboutit dans la configuration

〈q
i1+(p+1)

R , ei1+p

	1w′, q
ip+1−r

E 〉. Posons w′′ = ei1+p

	1w′, nous avons donc j = j, ip − r =

ip − r et par définition :

a. (Ψ(w′′))i1+p
= (Ψ(w′))i1+p

− 1,

b. ∀k ∈ ({1, . . . , n} \ {i1+p}), (Ψ(w′′))k = (Ψ(w′))k.

Donc :

1. ∀k ∈ {i1, . . . , ij}, (Ψ(w′′))k = (Ψ(w))k par hypothèse d’induction sur (1) et par (b),

2. en utilisant l’hypothèse d’induction sur (2) pour k ∈ {ij , . . . , ip} et sur (4) pour ip

ainsi que (a) : ∀k ∈ {ij+1, . . . , ip}, (Ψ(w′′))k = (Ψ(w))k − 1,

3. notons que ip = ip+1 6∈ {1, . . . , ip − r}, donc par (b) et par induction sur (3) :

∀k ∈ ({1, . . . , ip − r} \ {i1, . . . , ip}), (Ψ(w′′))k = (Ψ(w))k + 1,

4. ∀k ∈ ({ip − r + 1, . . . , n} \ {i1, . . . , ip}), (Ψ(w′′))k = (Ψ(w))k par hypothèse d’in-

duction sur le point (4) et par (b).

– Soit (Ψ(w))i1+p
= 0, alors d’après le lemme C.3 après le franchissement du motif, la

configuration du système devient : 〈q
i1+(p+1)

R , w′eip+1−r . . . ei(1+p)−1, q
i(1+p)+1

E 〉. Posons

w′′ = w′ei(1+p)−r . . . ei(1+p)−1, nous avons j = 1 + p = p, r = 0 et :

a. ∀k ∈ {ip + 1− r, . . . , i(1+p) − 1}, (Ψ(w′′))k = (Ψ(w′))k + 1,

b. ∀k ∈ ({1, . . . , n} \ {ip + 1− r, . . . , i(1+p) − 1}), (Ψ(w′′))k = (Ψ(w′))k.

Par conséquent :

1. en utilisant (a) et par hypothèse d’induction sur (1) pour k ∈ {i1, . . . , ij}, sur (2)

pour k ∈ {ij+1, . . . , ip}, sur (4) pour ip et avec (b) : ∀k ∈ {i1, . . . , ip}, (Ψ(w′′))k =

(Ψ(w))k,

3. ∀k ∈ ({1, . . . , ip− r}\{i1, . . . , ip}), (Ψ(w′′))k = (Ψ(w))k +1 par hypothèse d’induc-

tion sur (3) et en utilisant (a) et r = 0,
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4. ∀k ∈ ({ip − r + 1, . . . , n} \ {i1, . . . , ip}), (Ψ(w′′))k = (Ψ(w))k par hypothèse d’in-

duction sur le point (4) et car r = 0.

Dans ce dernier cas, le point (2) est trivialement vérifié car l’ensemble des valeurs de k

qu’il décrit est vide.

�

C.1.3 Les séquences ordonnées et complètes de ei-motifs

Définition C.9

Une séquence ordonnée de ei1 , . . . , eim -motifs est complète si quel que soit e ∈ ΣM , q
im+1

R

!e
−−→R q

im+1

R :

qi1
R qi2

R qim
R q

im+1

R

!(ΣM\{ei1})

?ei1 , ei1

!(ΣM\{ei2})

?ei2 , ei2

!(ΣM\{eim})

?eim , eim

!ΣM

�

Une séquence ordonnée et complète de ei-motifs est embarquée lorsqu’elle est est plongée

dans l’environnement E de la figure C.3 (page 208).

Corollaire C.10

Pour une séquence ordonnée complète et embarquée de ei1 , . . . , eim -motifs, depuis 〈qi1
R , w, q1

E〉, S||E

atteint finalement la configuration 〈q
im+1

R , w′, qn+1
E 〉 et :

∀k ∈ {1, . . . , n},
(
Ψ(w′)

)

k
=







(Ψ(w))k si ∃l ∈ {1, . . . ,m} t.q. k = il

(Ψ(w))k + 1 sinon

�

Preuve. Depuis 〈qi1
R , w, q1

E〉, S||E atteint la configuration 〈q
im+1

R , w′, qim+1−r
E 〉 avec 0 ≤ r ≤

im par le lemme C.6. Puisque la séquence est complète, il mémorise alors les occurrences

d’événements que l’environnement lui propose, menant ainsi à la configuration 〈q
im+1

R , w′′, qn+1
E 〉

avec w′′ = w′eim+1−r . . . en. Alors, puisque :

– ∀k ∈ {im + 1− r, . . . , n}, (Ψ(w′′))k = (Ψ(w′))k + 1,

– ∀k ∈ ({1, . . . , n} \ {im + 1− r, . . . , n}), (Ψ(w′′))k = (Ψ(w′))k,

en appliquant le lemme C.6, nous obtenons le résultat. �

C.2 Simulation des Lossy MC par les Lossy SFR Embarqués

Nous avons prouvé l’équivalence entre les machines à compteurs et les systèmes à file réactifs

embarqués dans le théorème 3.6, page 76. Cependant, l’ajout de la sémantique de perte à ces
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deux modèles ne préserve à priori pas l’équivalence. En effet, alors que les opérations (++, −−

et =0?) d’une machine à compteurs sont atomiques vis à vis des actions de perte, les structures

de simulation (voir la figure C.1, page 206 et la définition C.1, page 205), du système à file

réactif embarqué équivalent, ne le sont pas. Il faut donc considérer l’effet des actions de perte

qui surviennent au beau milieu de l’exécution de ces structures.

Définition C.11

Dans le cadre d’une sémantique de perte, une structure d’AFR est atomique (vis-à-vis des actions

de perte) si lors de son exécution il n’est pas possible (permis) de francĥır une transition de perte. �

Nous montrons maintenant, en nous appuyant sur les résultats de la section C.1, que nous

pouvons considérer que les structures de simulation de la figure C.1 (page 206) sont atomiques

vis à vis des actions de perte.

C.2.1 Atomicité des ei-motifs

Considérons à nouveau les ei-motifs embarqués (définition C.2 page 208), en leur appliquant,

cette fois-ci la sémantique de perte de la définition 4.3 (page 90).

Un ei-motif atomique ne permet donc aucune transition de perte lors du passage de q i
R à qi+1

R :

en suivant le lemme C.3 (page 208) depuis une configuration 〈q i
R, w, qi−r

E 〉 (avec 0 ≤ r ≤ i− 1),

le système atteint la configuration :

– 〈qi+1
R , ei

	1w, qi−r
E 〉 si (Ψ(w))i > 0,

– 〈qi+1
R , wei−r . . . ei−1, q

i+1
E 〉 sinon.

sans qu’aucune transition de perte ne se produise (ne soit franchissable). L’exécution de ce motif

commence donc par une transition de perte, puis le franchissement des transitions du motif, sans

aucune perte, puis, lorsque toutes les transitions franchissables ont été exécutées, à nouveau une

transition de perte :

〈qi
R, w, qi−r

E 〉
�
l
−−→ 〈qi

R, w′, qi−r
E 〉 −→∗ 〈qi+1

R , w′′, qk
E〉

�
l
−−→ 〈qi+1

R , w′′′, qk
E〉

où : k = i − r et w′′ = ei
	1w′ si (Ψ(w′))i > 0 et k = i + 1 et w′′ = w′ei−r . . . ei−1 sinon.

Une structure atomique est alors vue comme un ensemble indivisible et suivant la section 4.2,

page 90, l’exécution du système est donc composée d’une transition de perte, puis l’exécution

de la structure atomique sans perte, puis à nouveau une transition de perte.

Lemme C.12

Considérons un Lossy ei-motif embarqué M et un Lossy ei-motif atomique embarqué Ma. Depuis

une configuration 〈qi
R, w, qi−r

E 〉 avec 0 ≤ r ≤ i− 1, les ensembles de configurations atteintes par M

et Ma sont égaux. �

Preuve. L’exécution de M et de Ma commence donc par une transition de perte :

〈qi
R, w, qi−r

E 〉
�
l
−−→ 〈qi

R, w′, qi−r
E 〉

avec w′ 4 w. Deux cas se présentent alors :
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– Si (Ψ(w′))i > 0. Conformément au lemme C.3, l’exécution de Ma se poursuit par la

consommation de la plus ancienne occurrence mémorisée de ei, puis, par définition de

l’atomicité, par une transition de perte :

〈qi
R, w′, qi−r

E 〉
?ei−−→ 〈qi+1

R , ei
	1w′, qi−r

E 〉
�
l
−−→ 〈qi+1

R , w′′, qi−r
E 〉

avec w′′ 4 ei
	1w′.

De la même façon, puisque la priorité est donnée au traitement des occurrences mémorisées,

M consomme ei, puis exécute une transition de perte :

〈qi
R, w′, qi−r

E 〉
?ei−−→ 〈qi+1

R , ei
	1w′, qi−r

E 〉
�
l
−−→ 〈qi+1

R , w′′, qi−r
E 〉

avec w′′ 4 ei
	1w′.

Les deux motifs M et Ma ont bien le même ensemble de configurations accessibles2 :

{〈qi+1
R , w′′, qi−r

E 〉 |w′′ 4 ei
	1w}.

– Si (Ψ(w′))i = 0. Soit w ne contient aucune occurrence de ei, soit elles ont tout été per-

dues. D’après le lemme C.3, Ma atteint la configuration 〈qi+1
R , w′ei−r . . . ei−1, q

i+1
E 〉 où la

perte d’occurrences mémorisées survient à nouveau, conduisant ainsi aux configurations

〈qi+1
R , w′′, qi+1

E 〉 avec w′′ 4 w′ei−r . . . ei−1.

Contrainte par l’environnement, l’exécution de M se poursuit par la mémorisation des

événements ei−r,. . .,ei−1 le long de la séquence avec perte :

〈qi
R, w′

i−r, q
i−r
E 〉

!ei−r
−−−−→ 〈qi

R, w′
i−rei−r, q

i−r+1
E 〉

�
l
−−→ 〈qi

R, w′
i−r+1, q

i−r+1
E 〉 . . .

〈qi
R, w′

i−1, q
i−1
E 〉

!ei−1
−−−−→ 〈qi

R, w′
i−1ei−1, q

i
E〉

�
l
−−→ 〈qi

R, w′
i, q

i
E〉

avec : w′
i−r = w′ et ∀k ∈ {i − r, . . . , i − 1}, w′

k+1 4 w′
kek. Par conséquent, w′

i 4

w′ei−r . . . ei−1. Pour terminer, M prend en compte l’occurrence de ei, puis franchit à

nouveau une transition de perte :

〈qi
R, w′

i, q
i
E〉

ei−−→ 〈qi+1
R , w′

i, q
i+1
E 〉

�
l
−−→ 〈qi+1

R , w′′, qi+1
E 〉

avec w′′ 4 w′
i 4 w′ei−r . . . ei−1.

Dans ces deux cas, en utilisant le lemme 1.7 (page 27) nous observons que l’ensemble des

configurations accessibles est défini par : {〈qi+1
R , w′′, qi+1

E 〉 |w′′ 4 wei−r . . . ei−1}.

�

C.2.2 Atomicité des séquences ordonnées de ei-motifs

Une séquence ordonnée et embarquée de ei-motifs (définition C.5, page 209) est atomique

si aucune perte d’occurrence mémorisée n’est permise lors du franchissement de ses transitions

(motifs). Ainsi, son exécution se résume à une transition de perte, puis l’exécution des tran-

sitions de la séquence, sans aucune perte, et pour terminer, le franchissement d’une transition

2Rappelons que par le lemme 1.7 (page 27), w′ � w ⇒ ei
	1w′ �

ei
	1w.
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de perte. Comme toujours, nous considérons des séquences de ei1 ,. . .,eim -motifs plongées en

environnement :

q1
E q2

E qn+1
E

e1 e2 en

donnant naissance aux séquences atomiques ordonnées et embarquées de ei1 ,. . .,eim-motifs.

Lemme C.13

Soient Sa et S deux Lossy séquences ordonnées et embarquées de ei1 ,. . .,eim -motifs respectivement

atomique et non-atomique. Depuis une configuration 〈qi1
R , w, q1

E〉, les ensembles de configurations

atteintes par S et Sa sont égaux. �

Preuve. Notons tout d’abord que par le lemme C.12, nous considérons que les motifs de S

sont atomiques. Par conséquent, lors de l’exécution de S, les transitions de perte sont possibles

uniquement entre les exécutions de chacuns des motifs, c’est à dire lors du passage de l’exécution

des transitions de q
ij
R à l’exécution des transitions de q

ij+1

R .

– Sa : depuis la configuration 〈qi1
R , w, q1

E〉, l’exécution débute par une transition de perte,

puis le franchissement de Sa (sans perte) et pour finir, à nouveau une transition de perte :

〈qi1
R , w, q1

E〉
�
l
−−→S � � E 〈q

i1
R , w′, q1

E〉
Sa−−→∗

S � � E 〈q
im+1

R , w′′, qim+1−r
E 〉

�
l
−−→S � � E 〈q

im+1

R , w′′′, qim+1−r
E 〉

où la transition d’étiquette Sa désigne symboliquement le franchissement de la séquence,

et o ≤ r ≤ im. Par définition de � l , nous avons :

– ∀k ∈ {1, . . . , n}, (Ψ(w′))k ≤ (Ψ(w))k,

– ∀k ∈ {1, . . . , n}, (Ψ(w′′′))k ≤ (Ψ(w′′))k.

De plus, par le lemme C.6 :

1. ∀k ∈ {i1, . . . , ij}, (Ψ(w′′))k = (Ψ(w′))k,

2. ∀k ∈ {ij+1, . . . , im}, (Ψ(w′′))k = (Ψ(w′))k − 1,

3. ∀k ∈ ({1, . . . , im − r} \ {i1, . . . , im}) , (Ψ(w′′))k = (Ψ(w′))k + 1,

4. ∀k ∈ ({im − r + 1, . . . , n} \ {i1, . . . , im}) , (Ψ(w′′))k = (Ψ(w′))k.

où j = max{l ∈ {1, . . . ,m} | il ≤ im − r} si i1 ≤ im − r et j = 0 sinon.

Nous en déduisons donc que depuis la configuration 〈qi1
R , w, q1

E〉, le franchissement de Sa

conduit à l’ensemble des configurations 〈q
im+1

R , w′′′, qim+1−r
E 〉 vérifiant :

1. ∀k ∈ {i1, . . . , ij}, (Ψ(w′′′))k ≤ (Ψ(w))k,

2. ∀k ∈ {ij+1, . . . , im}, (Ψ(w′′′))k ≤ (Ψ(w))k − 1,

3. ∀k ∈ ({1, . . . , im − r} \ {i1, . . . , im}) , (Ψ(w′′′))k ≤ (Ψ(w))k + 1,

4. ∀k ∈ ({im − r + 1, . . . , n} \ {i1, . . . , im}) , (Ψ(w′′′))k ≤ (Ψ(w))k.

– S : il reste à prouver que le franchissement de S conduit aux mêmes configurations depuis

〈qi1
R , w, q1

E〉. Pour cela, nous prouvons par induction sur le nombre p ≥ 1 de motifs franchis

que l’ensemble des configurations atteintes 〈q
ip+1

R , w′′′, q
ip+1−r

E 〉 vérifient :
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1. ∀k ∈ {i1, . . . , ij}, (Ψ(w′′′))k ≤ (Ψ(w))k,

2. ∀k ∈ {ij+1, . . . , ip}, (Ψ(w′′′))k ≤ (Ψ(w))k − 1,

3. ∀k ∈ ({1, . . . , ip − r} \ {i1, . . . , ip}) , (Ψ(w′′′))k ≤ (Ψ(w))k + 1,

4. ∀k ∈ ({ip − r + 1, . . . , n} \ {i1, . . . , ip}) , (Ψ(w′′′))k ≤ (Ψ(w))k.

où j = max{l ∈ {1, . . . , p} | il ≤ ip − r} si i1 ≤ ip − r et j = 0 sinon.

Nous considérons que l’exécution d’un eij-motif est précédée d’une transition de perte

et suivie d’une transition de perte. Il est possible d’avoir ces deux transitions de pertes

consécutives et de se ramener finalement à une seule transition de perte comme nous

l’avons expliqué précédemment.

– p = 1 (un motif franchi).

〈qi1
R , w, q1

E〉
�
l
−−→S � � E 〈q

i1
R , w′, q1

E〉
M1−−−→∗

S � � E 〈q
i2
R , w′′, qi1+1−r

E 〉
�
l
−−→S � � E 〈q

i2
R , w′′′, qi1+1−r

E 〉

La transition étiquetée M1 représente de façon symbolique le franchissement du premier

motif.

Par définition de � l , Ψ(w′) ≤ Ψ(w) et Ψ(w′′′) ≤ Ψ(w′′). D’après le lemme C.3, depuis

〈qi1
R , w′, q1

E〉, l’une des deux configurations suivantes est atteinte :

– Si (Ψ(w′))i1 > 0, alors après la consommation de ei1 le système atteint la configuration

〈qi2
R , ei1

	1w′, q1
E〉 (lemme C.3). En posant w′′ = ei1

	1w′ nous avons j = 0, r = i1 et :

– (Ψ(w′′))i1 = (Ψ(w′))i1 − 1,

– ∀k ∈ ({1, . . . , n} \ {i1}), (Ψ(w′′))k = (Ψ(w′))k.

Par conséquent :

– (Ψ(w′′′))i1 ≤ (Ψ(w))i1 − 1,

– ∀k ∈ ({1, . . . , n} \ {i1}), (Ψ(w′′′))k ≤ (Ψ(w))k.

ce qui prouve respectivement les points (2) et (4). Les propriétés (1) et (3) sont

triviallement vérifiées puisque les ensembles de valeurs de k qu’elles décrivent sont

vides.

– Si (Ψ(w′))i1 = 0, par le lemme C.3, la configuration 〈qi2
R , w′e1 . . . ei1−1, q

i1+1
E 〉 est

atteinte. Posons w′′ = w′e1 . . . ei1−1, nous avons j = 1, r = 0 et :

– ∀k ∈ {1, . . . , i1 − 1}, (Ψ(w′′))k = (Ψ(w′))k + 1,

– ∀k ∈ ({1, . . . , n} \ {1, . . . , i1 − 1}), (Ψ(w′′))k = (Ψ(w′))k.

Donc :

a. ∀k ∈ {1, . . . , i1 − 1}, (Ψ(w′′′))k ≤ (Ψ(w))k + 1,

b. ∀k ∈ ({1, . . . , n} \ {1, . . . , i1 − 1}), (Ψ(w′′′))k ≤ (Ψ(w))k.

nous obtenons que (a) prouve (3) et que (b) prouve (1) pour k = i1 et (4) pour les

autres valeurs de k. Cette fois, l’ensemble des valeurs de k pointées par (2) est vide,

donc (2) est vérifié.

– Étape d’induction. Supposons que les propriétés (1) à (4) sont vérifiées jusqu’à une

configuration 〈q
i1+p

R , w, q
ip+1−r

E 〉 et examinons le franchisement du (p + 1)ième motif
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M1+p :

〈q
i1+p

R , w, q
ip+1−r

E 〉
�
l
−−→S � � E 〈q

i1+p

R , w′, q
ip+1−r

E 〉
M1+p
−−−−→∗

S � � E 〈q
i1+p

R , w′′, q
ip+1−r

E 〉
�
l
−−→S � � E 〈q

i1+p

R , w′′′, q
ip+1−r

E 〉

où j, p et r reprśentent les nouvelles valeurs de j, p et r, respectivement, après le

franchissement du motif, reprśenté par la transition d’étiquette M1+p.

Par définition de � l , Ψ(w′) ≤ Ψ(w) et Ψ(w′′′) ≤ Ψ(w′′). De plus, d’après le lemme C.3,

depuis 〈q
i1+p

R , w′, q
ip+1−r

E 〉, la configuration atteinte est l’une des suivantes, selon la valeur

de (Ψ(w′))i1+p
:

– Soit (Ψ(w′))i1+p
> 0 auquel cas, le système atteint la configuration 〈q

i1+p

R , i1+p
	1w′,

q
ip+1−r

E 〉, donc j = j, ip − r = ip − r et, en posant w′′ = i1+p
	1w′ :

a. (Ψ(w′′))i1+p
= (Ψ(w′))i1+p

− 1,

b. ∀k ∈ ({1, . . . , n} \ {i1+p}), (Ψ(w′′))k = (Ψ(w′))k.

Alors, il vient que :

1. par hypothèse d’induction sur (1) : ∀k ∈ {i1, . . . , ij}, (Ψ(w′′′))k ≤ (Ψ(w))k ,

2. ∀k ∈ {ij+1, . . . , ip}, (Ψ(w′′′))k ≤ (Ψ(w))k − 1 par induction sur (2) et en utili-

sant (a) et l’hypothèse d’induction sur (4) pour ip ,

3. puisque ip 6∈ {1, . . . , ip − r}, en utilisant (b) et l’induction sur (3) : ∀k ∈

({1, . . . , ip − r} \ {i1, . . . , ip}), (Ψ(w′′′))k ≤ (Ψ(w))k + 1,

4. enfin, par (b) et l’hypothèse d’induction sur (4), nous obtenons : ∀k ∈ ({ip + 1−

r, . . . , n} \ {i1, . . . , ip}), (Ψ(w′′′))k ≤ (Ψ(w))k .

– Soit (Ψ(w′))i1+p
= 0, alors la configuration 〈q

i1+(1+p)

R , w′eip+1−r . . . ei(1+p)−1, q
i(1+p)+1

E 〉

est atteinte. Posons w′′ = w′eip+1−r . . . ei(1+p)−1, nous avons j = 1 + p = p, r = 0 et :

a. ∀k ∈ {ip + 1− r, . . . , i1+p − 1}, (Ψ(w′′))k = (Ψ(w′))k + 1,

b. ∀k ∈ ({1, . . . , n} \ {ip + 1− r, . . . , i1+p − 1}), (Ψ(w′′))k = (Ψ(w′))k.

Alors :

1. Par hypothèse d’induction sur (1) pour k ∈ {i1, . . . , ij}, en utilisant (a) et l’in-

duction sur (2) pour k ∈ {ij+1, . . . , ip} et (b) et l’hypothèse d’induction sur (4)

pour i1+p, nous avons : ∀k ∈ {i1, . . . , ip}, (Ψ(w′′′))k ≤ (Ψ(w))k,

3. avec (b), l’hypothèse d’induction sur (3) et sachant que r = 0 : ∀k ∈ ({1, . . . , ip −

r} \ {i1, . . . , ip}), (Ψ(w′′′))k ≤ (Ψ(w))k + 1,

4. par hypothèse d’induction sur (4) et puisque r = 0 nous obtenons : ∀k ∈ ({ip +

1− r, . . . , n} \ {i1, . . . , ip}), (Ψ(w′′′))k ≤ (Ψ(w))k.

La preuve de (2) est triviale du fait que l’ensemble des valeurs de k référencées est

vide.

�
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C.2.3 Atomicité des séquences ordonnées et complètes de ei-motifs.

Une séquence ordonnée, complète et embarquée de ei-motifs (définition C.9, page 212) est

atomique s’il n’est pas permis de perdre des événements pendant l’exécution des transitions de

la séquence. Ainsi, une exécution d’une telle séquence débute par une transition de perte, puis le

franchissement des transitions de la séquence, sans perte, et finalement, une transition de perte

lorsque toutes les transitions franchissables en q
im+1

R ont été exécutées.

Lemme C.14

Soient Sca et Sc deux Lossy séquences ordonnées complètes et embarquées de ei1 , . . . , eim -motifs,

respectivement atomique et non-atomique. Depuis une configuration 〈q i1
R , w, q1

E〉, les ensembles

d’états atteints par Sca et Sc sont égaux. �

Preuve. Par le lemme C.13, les deux séquences Sca et Sc atteignent l’état q
im+1

R avec les

mêmes ensembles de configurations. Notons que la perte d’une occurrence mémorisée ne modifie

par l’exécutabilité d’une transition de mémorisation : toutes les configurations atteintes par la

séquence :

〈q
im+1

R , w, qim+1−r
E 〉

�
l
−−→S � � E 〈q

im+1

R , w′, qim+1−r
E 〉

!eim+1−r
−−−−−−→S � � E 〈q

im+1

R , w′eim+1−r, q
im+2−r
E 〉

sont aussi atteintes par la séquence :

〈q
im+1

R , w, qim+1−r
E 〉

!eim+1−r
−−−−−−→S � � E 〈q

im+1

R , weim+1−r, q
im+2−r
E 〉

�
l
−−→S � � E 〈q

im+1

R , w′, qim+2−r
E 〉

et vice-versa, ce sont les configurations : 〈q
im+1

R , w′, qim+2−r
E 〉 avec w′ 4 weim+1−r. Donc, les

exécutions de S qui consistent à mémoriser les événements eim+1−r à en, puis à franchir une tran-

sition de perte permettent d’atteindre toutes les configurations que l’ensemble des exécutions de

S atteignent. Par conséquent, les ensembles de configurations atteints par Sca et Sc sont égaux. �

C.2.4 Preuve de la simulation des Lossy MC par les Lossy SFR Embarqués

À partir de l’AFR à compteurs R (de sémantique S) de la définition C.1 (page 205) et de

l’environnement E de la figure C.2 (page 206), nous obtenons le Lossy système à file réactif

embarqué à compteurs (Lossy SFR Embarqué à compteurs) S � q E en appliquant les défini-

tions 4.3 (page 90) et 2.21 (page 51) qui simule une Lossy machine à n compteurs déterministe

�M donnée.

Soient 〈q,m1, . . . ,mn〉 et 〈qR, w, q0
E〉 deux configurations de �M et S � q E respectivement. La

relation d’équivalence3 ∼Ψ entre les configurations de �M et S � q E est définie par :

〈q,m1, . . . ,mn〉 ∼Ψ 〈qR, w, qE〉 ⇔ q = qR et Ψ(w) =
(

m1 m2 . . . mn

)

et qE = q0
E

Nous prouvons que S � q E simule �M en terme d’accessibilité vis-à-vis de Q :

3Cette relation est l’extension à n compteurs de la relation ∼Ψ définie page 75.
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– une configuration est accessible dans �M si et seulement si une configuration ∼Ψ-équivalente

est accessible dans S � q E.

– soient 〈q,m1, . . . ,mn〉 et 〈qR, w, qE〉 deux configurations accessibles et équivalentes de �M

et S � q E respectivement. Alors, 〈q,m1, . . . ,mn〉 −→ 〈q
′,m′

1, . . . ,m
′
n〉 si et seulement si

〈qR, w, qE〉 −→
∗
S � � E 〈q

′
R, w′, q′E〉, et 〈q′,m′

1, . . . ,m
′
n〉 ∼Ψ 〈q

′
R, w′, q′E〉.

Preuve (théorème 4.26, page 105). Considérons les structures de simulation des ins-

tructions de �M représentées en figure C.1 (page 206). Nous prouvons que dans le cadre d’une

sémantique de perte, considérer que ces structures sont atomiques préserve l’ensemble des états

accessibles.

Pour la structure de simulation de l’incrémentation représentée en figure C.1(a), nous pou-

vons considérer que la séquence ordonnée complète de q1
R à qn+1

R est atomique par le lemme C.14.

Par conséquent, lors de l’exécution de cette séquence, les transitions de perte peuvent survenir

en qR, en q′R (ce qui correspond à l’effet souhaité, c’est à dire l’atomicité de la séquence), en q1
R

(avant exécution des transitions issues de cet état) et en qn+1
R (après exécution des transitions

entrant dans cet état). Par définition des transitions de traitement immédiat (point (4b), de la

défintion 2.11, page 44), la file reste invariante par les transitions qR
τ
−→R q1

R et qn+1
R

τ
−→R q′R.

De plus, la perte d’occurrences mémorisée ne modifie pas l’exécutabilité de ce type de transition

puisque la stabilité des configurations est invariante par la perte. Par conséquent, toutes les

pertes d’occurrences mémorisées qui se produisent en q1
R peuvent se produire en qR (il y a les

mêmes occurrences mémorisées), et avec le même effet (l’ensemble des configurations atteintes

est le même) :

〈qR, w, q0
E〉

τ
−→S � � E 〈q

1
R, w, q1

E〉
�
l
−−→S � � E 〈q

1
R, w′, q1

E〉, w′ 4 w

est équivalente à :

〈qR, w, q0
E〉

�
l
−−→S � � E 〈qR, w′, q0

E〉
τ
−→S � � E 〈q

1
R, w′, q1

E〉, w′ 4 w

en terme d’accessibilité. Par conséquent, la structure de simulation de l’incrémentation peut être

considérée atomique vis à vis des transitions de perte.

Pour la structure de simulation de l’instruction de test à zéro/décrémentation décrite en

figure C.1(b), par le lemme C.14, les pertes d’occurrences mémorisées peuvent survenir en qR,

en q′R, en q′′R, en q1
R et en qn+1

R . De même que précédemment, toute perte se produisant en q1
R

(resp. qn+1
R ) peut se produire, avec le même effet (en terme d’accessibilité) en qR (resp. q′R).

Donc cette structure est elle-aussi atomique vis à vis des pertes.

Alors, chaque instruction (atomique par définition) de la Lossy machine à compteur �M est

simulée par une structure atomique du Lossy SFR Embarqué S � q E , et chaque transition de

perte de �M est simulée par une transition de perte dans S � q E . Nous en déduisons que le

théorème 3.6 (page 76) s’étend aux Lossy machines à n compteurs déterministes et aux Lossy

SFR Embarqué avec n événements mémorisables.

Notons que nous n’avons pas traité le cas de la structure de terminaison reprsésentée en

figure C.1(c). Puisqu’elle n’intervient pas dans la preuve du théorème 3.6, nous pouvons l’igno-

rer. Remarquons de plus que toute transition de perte qui survient lors de son exécution fait
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diminuer le nombre d’occurrences mémorisées. Ceci garantit que �M est bornée si et seulement

si S � q E est borné. �



Annexe D

Preuves des résultats de réduction

par méthode d’ordre partiel

D.1 Preuve du théorème d’indépendance pour le langage Electre

Nous rappelons ici l’énoncé du théorème 7.9, page 165 :

Soient P un programme Electre et σ ∈ E ∗ une séquence d’événements. Quel que soit

σ′ ∈ [σ], si {σ} ` P
∗
−→ p B P ′ ∗

−→ p′ et {σ′} ` P
∗
−→ p B P ′′ ∗

−→ p′′ alors p′ = p′′.

Nous ne donnons pas de preuve complète de ce théorème car elle est purement mécanique et

fastidieuse, tout en n’étant pas d’un grand interêt car il est aisé de se convaincre de la justesse du

théorème 7.9. Afin de le prouver, nous devrions montrer ce résultat par induction sur les règles

de reécriture du langage Electre présentées en annexe A, section A.2 page 194. Nous nous

contentons d’indiquer la voie à suivre sur l’exemple de la régle J1 ::= I || J2 de la grammaire

d’Electre (présentée en annexe, section A.1, page 193).

Nous devons donc considérer deux événements, e et e′, le premier figurant dans I, et le

second dans J2. Ensuite, il faut considérer que sur occurrence de e, la dérivation issue de I,

I
∗
−→ i peut se récrire de 3 façons différentes soit I ′ ∗

−→ i′, soit C
∗
−→ c, soit I ′

∗
−→ nil, cor-

respondant respectivement aux 3 règles (xvii1), (xvii2) et (xvii3). Puis il faut considérer les

réécritures des dérivations ainsi obtenues sur occurrence de e′ mettant en oeuvre à nouveau

les règles (xvii1), (xvii4) et (xvii5) dans les premier et troisième cas, et les règles (ii1) à (ii4)

dans le deuxième. Ensuite, il faut appliquer le même principe en considérant tout d’abord les

réécritures sur occurrence de e′ puis sur occurrence de e, et finalement, il faut vérifier la conver-

gence de réécriture avec la première séquence ee′. Cette démarche doit être appliquée pour tous

les opérateurs du langage, à l’exception de “ | ”, “ await ” et “ when ”.

Notons cependant que l’indépendance entre les événements induite par les opérateurs “ : ”

et “ ; ” provient du fait que ces opérateurs introduisent la séquentialité dans les programmes

Electre, et par conséquent, tout événement “à droite” de ces opérateurs ne pourra être

traité que lorsque l’exécution de la “partie gauche” de l’opérateur sera terminée. À l’inverse,
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l’indépendance introduite par les autres opérateurs provient de la possibilité de traiter des oc-

currences d’événements en parallèle sans que l’ordre de traitement n’intervienne.

D.2 Preuve de la complexité du modèle de la file dans le cas au

pire

Nous prouvons par induction le lemme 7.17, page 174 qui affirme qu’au rang n, le nombre

d’états du modèle de la file est :

rang(n) = (η∗)
n + n×

n−2∑

i=0









i∏

j=0

(η1 − j)



× (η∗)
(n−(i+1))



+

n−1∏

i=0

(η1 − i)

Les états de rang n + 1 sont obtenus depuis ceux de rang n en ajoutant (mémorisant) un

événement qui peut être soit à mémorisation unique, soit à mémorisation multiple. S’il est tou-

jours possible d’ajouter un événement à mémorisation multiple, cela n’est pas toujours possible

pour les événements à mémorisation unique : lorsque n+1 > η1. Nous pouvons cependant igno-

rer ce problème car, s’il se présente, les produits de la forme
∏

(η1 − j) sont nuls : il existe un

j = η1. Ainsi, nous obtenons bien un nombre d’états nul au final. Nous avons donc :

rang(n + 1) = (η∗)
n × (η1 + η∗) + n×

n−2∑

i=0









i∏

j=0

(η1 − j)



× (η∗)
(n−(i+1)) × ((η1 − (i + 1)) + η∗)





+

[(
n−1∏

i=0

(η1 − i)

)

× ((η1 − n) + η∗)

]

= (η∗)
(n+1)

+ n×







n−2∑

i=0









i∏

j=0

(η1 − j)



× (η∗)
(n+1−(i+1))



+

n−2∑

i=0









i+1∏

j=0

(η1 − j)



× (η∗)
(n−(i+1))











+ (η∗)
n × η1 +

(
n−1∏

i=0

(η1 − i)× η∗

)

+
n∏

i=0

(η1 − i)

= (η∗)
(n+1) + n× (η1 × (η∗)

n) + n×









n−1∏

j=0

(η1 − j)



× η∗





+ n×







n−2∑

i=1









i∏

j=0

(η1 − j)



× (η∗)
(n+1−(i+1))



+

n−3∑

i=0









i+1∏

j=0

(η1 − j)



× (η∗)
(n−(i+1))











+ (η∗)
n × η1 +

(
n−1∏

i=0

(η1 − i)× η∗

)

+

n∏

i=0

(η1 − i)

= (η∗)
(n+1) + (n + 1)×

n−1∑

i=0









i∏

j=0

(η1 − j)



× (η∗)
(n+1−(i+1))



+
n∏

i=0

(η1 − i)
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D.3 Preuve de la complexité du modèle de la file dans le meilleur

des cas

Nous prouvons par induction sur n que dans le cas au mieux, le nombre d’états du modèle

réduit pour la file au rang n est donné par le lemme 7.18, page 175 :

rang(n) =

n∑

i=0













i−1∏

j=0

(η1 − j)



×









(n−i)
∑

p1=0

(n−i−p1)∑

p2=0

. . .

�
n−i−

(η∗−2)�

k=1

pk �
∑

p(η∗−1)=0

1

















Les états de rang n+1 sont obtenus depuis ceux de rang n en leur ajoutant soit un événement

à mémorisation unique, soit un événement à mémorisations multiples. De même que pour le cas

précédent, il n’est pas nécessaire de se préoccuper du cas ou n + 1 > η1. Nous avons :

rang(n + 1) =

n∑

i=0













i−1∏

j=0

(η1 − j)



×









(n+1−i)
∑

p1=0

(n+1−i−p1)
∑

p2=0

. . .

�
n+1−i−

(η∗−2)�
k=1

pk �
∑

p(η∗−1)=0

1

















+

n∑

i=0













i∏

j=0

(η1 − j)



×









(n+1−i)
∑

p1=0

(n+1−i−p1)
∑

p2=0

. . .

�
n+1−i−

(η∗−2)�
k=1

pk �
∑

p(η∗−1)=0

1

















=

n+1∑

i=0













i−1∏

j=0

(η1 − j)



×









(n+1−i)
∑

p1=0

(n+1−i−p1)
∑

p2=0

. . .

�
n+1−i−

(η∗−2)�
k=1

pk �
∑

p(η∗−1)=0

1
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