Equations de récurrence linéaire

Définition

On appelle équation de récurrence linéaire d’ordre 1
a coefficients constants toute équation du type :

ugy1 +aup = f(t)

N

ol a € R* et f est une fonction a valeurs dans R.
Résoudre cette équation, c’est trouver toutes les suites

réelles (u;),. dont les termes vérifient I'égalité pour tout

\indice t.

Proposition

Soit ag, a1, ..., ey >1 1 réels. 1l existe une unique solution

u telle que u; = o; pour i =0,1,...,n — 1.

Proposition : Propriété fondamentale

On obtient toutes les solutions d"une équation de récur-
rence linéaire en ajoutant la solution générale de 1'équa-
tion homogene associée a une solution particuliere de
I'équation compléte.

Définition

On appelle équation de récurrence linéaire d’ordre 2 toute
équation du type :

Upto + aupr1 + buy = f(t)

U b € R* et f est une fonction a valeurs dans R.

Définition

On appelle équation caractéristique associée a (EH) ou a
(E) I'équation d’inconnue r € R définie par :

P=ar+b<=1r’ —ar—b=0

Définition

Soit (E) : Upgn = Ap—1Ut4n—1+ ... + aou + f(t) une équa-
tion de récurrence linéaire a coefficients constants d’ordre
n. On appelle équilibre toute suite stationnaire solution
de (B).

Proposition

Soit ;42 = axy+1 + bz, une équation de récurrence li-
néaire d’ordre 1 ou 2 (1 si b = 0). Alors 'équilibre est
globalement stable ssi toutes les racines de I"équation ca-
ractéristique sont de module strictement inférieur a 1.

Définition

Si on a une équation de récurrence linéaire d’ordre quel-
conque, I'équation obtenue en supprimant le terme f(t)

s’appelle I’équation homogene associée.

Proposition : Propriété fondamentale

Soit us41 = auy + f(t) une équation d’ordre 1. La solution

de I’équation homogene associée est donnée par :

up = Aal oA eR

Résoudre (F) :
La solution de I’équation homogene u;; — 7Tu; = 0 asso-

Ut+1 — 7ut = U

ciée est donnée par : u; = A\.7° avec A € R
Recherchons les solutions particulieres de (F) de la

forme v; = at + b.

vy est solution de (E) < Vey1 — Tog =t

— a(t+1)+b—T(at+b) =t

— —6at + (a — 6b) =t

= a= 1 eth= L

6 36

Les solutions partiiuliéres de (E) sont les suites de la
forme v; = _Et ~ 35"

Les solutions de (F) sont les suites de la forme

1 1
ur = \.7" — =t — — avec \ réel.
g 6 36

Proposition

Soit r* — ar — b = 0 I'équation caractéristique associée a

(EH). Alors :

< Si l’'équation caractéristique a deux racines distinctes
r1 et o dans R, les solutions de (EH) sont les suites
données par: uy = A\ + Aorb ot A1, A2 € R.

< Sil’équation caractéristique a une solution double r;
dans R, les solutions de (FH) sont les suites données
par:u; = (A1t + A2) 7t ot A1, A2 € R. quelconques.

<> Sil’équation caractéristique a deux racines complexes
conjuguées, les solutions de (E'H) sont les suites don-
nées par :

uy = |z1]" (A1 costh + Ay sin t6)

ot =arg(z1) (2m) et A1, Ay € R.




