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ngXERCICE 1

| 1. Calculer I; = /

1 zlnz+ 2z

Inx

¢

dx (on pourra utiliser le changement de variable u = In ).

4
doul; = [u—21n|u+2\](1)=1—21n3+21n2:1+1n (9)
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| 2. (a) Décomposer la fraction rationnelle m

N\

en éléments simples.

" SOLUTION
. 1 a b
Soit f(x) = (z+1)(z+3) z+1 * r+3
. 1 . 1
wgrgl(l +1)f(zx)=a= 5 etl_l_l)rr_l?)(x +3)f(x)=b= —5
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dx (on pourra effectuer une intégration par parties).

o In(z + 3)
2. (b) Calculer l'intégrale Iy = _—
| 2o el = |
-‘@’-SOLUTION
. . In(z+3)
(i) La fonction x — @t1)?

(i) On pose A € [1; +o0|, par intégration par parties on a :

A n(z + 3) In(z+3)1* [ 1 In(z+3)]* [4/1 1
—mdr= |————| + | ——dr=|———F| + = X
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(iii) On a OnCAl}«IFloo @tz oz A;I}rlw A1 + In +2n 153 +2n
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(iv) Donc I'intégrale /1 mdx est convergente et /1 mdaf = an 2.
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est continue sur [1; +oco[ donc le probléeme se pose uniquement en +oo.
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4 EXERCICE 2
On considere dans C 'équation (E) : 22 = 2 + 2i.
1. Déterminer la forme algébrique des solutions de 'équation (E).

|\

“("SOLUTION
On cherche z = a + if3 tel que 2% = 2 + 2i.
2=24+2 (a+if)?=2+2
s o -2+ 2iaf=2+2i
2 _ 32 _

- a®— 0 2
200 =2
o? 4+ 52 = 22 122 = 2¢/2...|2%| = |2 + 24|

S a2 -p2=2

2a3 =2

202 =2+2V2
262 =2V2-2

2a3 =2

a=+v1++2
S4B8=+tV/Vv2-1

a et B de méme signe

a=vV1+vV2etB=vvV2-1
a=—-V1+V2etf=—-v/V2-1

& 4 ou

Lesracinesde2+2isontdonc\/1+\/§+i\/\/§—1et—\/1+\/§—i\/\/§—1.

| 2. Ecrire 2 + 2i sous forme exponentielle puis déterminer les solutions de (E) sous forme exponentielle.

|\

-‘@’-SOLUTION

124 2i| = 2|1 +14| = 2V2 et arg(2 + 2i) = arg(1 +14) = — (2n)

242 =227

22 =242 = 2\/56%r =0 2\/56%r ou z = \/2\/§ei(%+27ﬂ) = 2\/561%7r = — 2\/56%r

-
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| 3. En déduire la valeur de cos (g)

\

-\@’-SOLUTION
\/ﬁe% =V1+Vv2+iy/v2-1

™ _V1I+V2 V242
o (f) - LR




4 EXERCICE 3
Soit I un espace vectoriel et soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
On suppose que F' U G est encore un sous-espace vectoriel de E. Montrer que F' C Gou G C F.

-\@’-SOLUTION

On suppose que F' U G est un sous-espace vectoriel de E.

On souhaite montrer qu’alors F C G ou G C F. Raisonnons par I’absurde. C’est-a-dire que I’on suppose que
FgGetG¢F.

e ' ¢ G signifie que I'on peut trouver un élément x qui appartient a F' mais pas a G.

o G ¢ F signifie que I'on peut trouver un élément y qui appartient a G mais pas a F.

e Commez € F alorsz € F'U G et de mémey € F'U G. Donc comme F'U G est un sous-espace vectoriel de E
onaz+yec FUG.

Cela signifie donc que soitz +y € F soitz +y € G.

Imaginons que z + y € F. Comme —x € F on a alors (x + y) + (—z) € F doncy € F ce qui est absurde.

On raisonne de méme pour z +y € G.

eDoncFFC GouG CF.

ﬁ EXERCICE 4
On considere dans R* :

2 2) UZZ( 77a 576) 1)3:(1a27_ 0)
) we =(2,7,-3,6) ws=(1,1,6,—2).

Soit F le sous-espace vectoriel de R* engendré par (vq,v2, v3) et G celui engendré par (wy, wa, ws3).

1. Déterminer une base de F' et une base de G.

-\@’-SOLUTION

famille (vy,vs) est libre. C’est une base de F.
On a ws = bwy — 2ws. Ainsi, G est engendré par w; et wy. De méme, la famille (w1, w2), qui est libre, forme une
base de G.

§ On a vs = 3v; — vy. Ainsi, F' est engendré simplement par v; et vo,. Comme v, et vy ne sont pas colinéaires, la

2. Montrer que (v, v2, w1, ws) est liée. En déduire une base de F' + G.

-@’-SOLUTION

On av; —wy = vy — wy, S0it v1 — va — w1 + wy = 0. Ainsi, la famille (v1,vs, w1, ws) est liée. On sait que
(v1,v2, w1, ws) est une famille génératrice de F' + G. Elle n’est pas libre donc ce n’est pas une base. Montrons en
revanche que (v, v2,wy) est libre. En effet, si avy + bus + cwy = 0, on obtient le systéme

a+2b+c =
3a+Tb+3c =
—2a—5b =
2a + 6b+2c =

o O o o

dont on montre facilement que la seule solution est a = b = ¢ = 0. Ainsi, (v1, v2, w1) engendre F' + G (rappelons
que wo est C.L de (v1,v2,w1)) et est une famille libre. C’est une base de F' + G qui est donc de dimension 3.

3. Soit £ = {(111,.1?2,.%‘3,3;‘4) € R4; dry — 229 + 14 = 0}

(a) Démontrer que l'application f de R* dans R définie par f(z1, 72, z3,74) = 471 — 279 + 74 est linéaire.
En déduire alors que E est un sous-espace vectoriel de R%.

-\@’-SOLUTION

< f estlinéaire...et E = Kerf donc E est un sous-espace vectoriel de R* (application directe du cours).
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| 3. (b) Donner une base de E.

|\

-\@’-SOLUTION

Ona
E ={(x1,22,23,24) € R*: 4z — 229 + 24 = 0} = {(x1,x2, 23, —4x1 + 229); 21, X2, 25 € R}

E = {1'1(1,0,0, *4) + 332(0, 1,0,2) —+ 13(0,0, 1,0);1’1,$2,ZL‘3 S R}
E = Vect{(1,0,0,—4),(0,1,0,2), (0,0,1,0)}

Une famille génératrice de E est donc donnée par {(1,0,0,—4), (0,1,0,2),(0,0,1,0)}. On vérifie trés facilement
que cette famille est libre. C’est donc une base de E.

| 4. (Bonus) Montrer que '+ G = E. La somme est-elle directe ? Quelle est la dimension de F NG ?

-\@’-SOLUTION

Remarquons que dim(F + G) = dim(E) = 3. Pour montrer que F + G = E, il suffit donc par exemple de
démontrer que F' + G C E. Et puisque F' + G est engendré par vy, vy et wy, il suffit de démontrer que ces trois
vecteurs sont éléments de E. C’est une vérification immédiate.

La somme n’est pas directe, sinon on aurait dim(E) = dim(F') + dim(G) i.e 3 = 2 4 2, ce qui n’est pas le cas.
Par le théoreme des quatre dimensions, on a

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G)

c’est-a-dire 3 = 2 + 2 — dim(F N G) qui donne dim(F N G) = 1.






