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Rappels ou pas

Introduction

.¢ -
-i

Soit (O; i, j ) un repére orthonormal direct et soit ¢ le cercle
tngonometnque de centre O.

A et B sont les points tels que &i = / et O ? = j
Pour tout réel x, il existe un unique point M de % tel que x soit

une mesure de I'angle (i ,OM).
cos x est 'abscisse de M dans (O; _> j_))
sinx est 'ordonnée de M dans (O; i , j ).




Rappels ou pas
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Rappels ou pas

Propriétés immédiates

Pourtout x € R :

—1 <cosx <1 cos(X +2Km) = cos x

—1 <sinx <1 sin(X +2km) =sinx

cosZ X 4 sin° X = 1




Rappels ou pas

Pour tout réel x,
cos(—X) = cos x
sin(—x) = —sinx

cos(X + m) = — cos X cos(m — X) = —cos X
sin(Xx+ ) = —sinx sin(r —x) =sinx

{c?s< ) =sinx {cosg?fﬂ)sinx

sin (E +X) = cos X
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Rappels ou pas

Valeurs particulieres

X 0 E E E E T
6 4 3 2
V3 | v2 | 1
COS(X) 1 7 7 E 0 '1
: 1 | vV2] V3
S|n(X) O E 7 7 1 O




Les ensembles de nombres : rappels...
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Les ensembles de nombres : rappels...

@ N est 'ensemble des entiers naturels. C’est 'ensemble des
entiers positifs ou nuls.

@ Dans N I'équation x +1 =0 n’a pas de solution.
Cette équation a une solution notée -1 , cette solution est
un élément de I'ensemble Z .
Z est 'ensemble des entiers relatifs. C’est 'ensemble des
entiers positifs, négatifs ou nuls.
Z contient N , c’est-a-dire que N est contenu dans Z , ce
quelonnote NC Z .




Les ensembles de nombres : rappels...

@ Dans Z I'équation 2x = 1 n’a pas de solution.
. , . 1 .
Cette équation a une solution notée 5 cette solution est

un élément de I'ensemble Q .
Q est 'ensemble des nombres rationnels.
p

C’est 'ensemble de tous les nombres de la forme ZI avec
peZetgeZ* .QcontientZ.OnadoncNCZcCQ.




Les ensembles de nombres : rappels...

@ Dans Q I'équation x?> = 2 n’a pas de solutions.
Cette équation a deux solutions notées v/2 et —/2 , ces
solutions sont des éléments de 'ensemble R.
R est 'ensemble des nombres réels. C’est 'ensemble des
abscisses de tous les points d’'une droite.
R contient @ .Onadonc NCZ cC Q C R.




Les ensembles de nombres : rappels...

@ Dans R I'équation x> = —1 n’a pas de solutions.




Les ensembles de nombres : rappels...

@ Dans R I'équation x? = —1 n’a pas de solutions. Cette
équation a deux solutions notées / et —/, ces solutions
sont des éléments de I'ensemble C .

C est 'ensemble des nombres complexes.

C’est 'ensemble des nombres de la forme x + yi avec
xeRetyeR.
CcontientR.OnadoncNCcZcQcRcC.




Les nombres complexes

@ C contient 'ensemble des nombres réels.

@ Laddition et la multiplication des nombres réels se
prolongent aux nombres complexes et les regles de calcul
restent les mémes.

@ |l existe un nombre complexe noté i tel que /> = —1.




Les nombres complexes

@ Tout nombre complexe z s’écrit de maniére unique
Z=Xx+Iy avec x et y réels.

@ Lécriture z = x + iy avec x et y réels est appelée forme
algébrique du nombre complexe z.

@ x est la partie réelle de z, notée Re(z), y est la partie
imaginaire de z notée Im(z).




Les nombres complexes

@ Tout nombre complexe z s’écrit de maniére unique
Z=Xx+Iy avec x et y réels.

@ Lécriture z = x + iy avec x et y réels est appelée forme
algébrique du nombre complexe z.

@ x est la partie réelle de z, notée Re(z), y est la partie
imaginaire de z notée Im(z).

Remarque

Z=Xx+Iiy avec x et y réels :
Si y =0, le nombre complexe est réel.
Si x =0, le nombre complexe est dit imaginaire pur (z € iR).




Les nombres complexes

Dans chacun des exemples suivants, on donne la partie réelle
et la partie imaginaire :

@ z=2+3i Re(z)=2 et Im(z)=3

@ z=-1+3%i Re(z)=-1 et Im(z)=}

@ z=—i Re(z)=0 et Im(z)=-1

@z=nmn Re(z)=rn et Im(z)=0

@ z=4i—% Re(z)=-1 et Im(z)=4.




Les nombres complexes

Théoréme

Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont
la méme partie réelle et la méme partie imaginaire :

z=2Z & x+iy=xX+iy & x=xety=y.

z=0 < x+iy=0 < x=0ety=0.

| A\

Remarque

Cela signifie qu’'un nombre complexe s’écrit de maniere unique
sous forme algebrique.




Représentation graphique

(0;7,7) est un repére orthonormal direct du plan.

@ A tout nombre complexe z = x + iy avec x et y réels, on
associe le point M de coordonnées (x;y). On dit que M est
le point image de z et que OM est le vecteur image de z.

© Tout point M(x; y) est le point image d’un seul nombre
complexe z = x + iy.
On dit que z est I'affixe du point M et du vecteur OM

© Le plan est alors appelé plan complexe.

© Laxe des abscisses (O; 7 est appelé axe des réels, 'axe

des ordonnées (O; 7) est appele axe des imaginaires
purs.




Représentation graphique
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Opérations sur les nombres complexes

Addition et multiplication

Soitz=x+iyetzZ =x"+iy (x,y, x' ety réels).

La somme de z et de Z’ est le complexe

z+Z' =(x+x)+i(y+y').

Le produit de z et de Z' est z.Z2/ = (xx' — yy') +i(xy' + X'y).
En effet z.2/ = (x +iy) (X' + iy') = xx' + ixy' + ix'y + iPyy' =
xx' —yy' +i(xy' + x'y).

| \,

Remarque

Les identités remarquables sont valables dans C.
On a alors pour tous z et Z/ complexes,
e e e e (N ) (AN




Opérations sur les nombres complexes

Exercice

Soientz=2+3ietzZ =i—5.
Calculer z+ 2/, z— 7/, 2z — 32, zZ' et Z2.




Opérations sur les nombres complexes

Exercice

Soientz=2+3ietzZ =i—5.
Calculer z+ 2/, z— 7/, 2z — 32, zZ' et Z2.

z+72=2438i+i-5=-3+4i,
z—2'=243i—(i—-8)=2+3i—i+5=7+2i,

2z—-372 =2(2+3i)—3(I—5)=4+6i—3i+15=19+3J,
zZ' = (2+3i)(i—5)=2i—10+3i2—15i =
2i—10-3-15/=—-13-13,,

0 22=(2+3i)2=224+2x2x3i+ (32 =4+12i +9i2 =
A== =52,




Inverse d’'un nombre complexe non nul

Théoréme

Tout nombre complexe non nul z, écrit sous forme algébrique
. . 1 1 X—Ily

Z=Xx+Iy, admetun inverse, noté —, et: - = ——.
z zZ X2+4y

Preuve
En effet, on remarque que pour tout nombre complexe non nul
z=x+Iy, (X+iy)(x—iy) = x*— Py? = x*+y2.
B X —iy o Xx—ly
x+iy  (x+iy)(x—iy)  x®+y?

On a alors — =
z




Inverse d’'un nombre complexe non nul

Calculs d’inverses :
1 = 1—i 1 1,

O i i~G -2 “2 2

o 1 2+3i —2+3i—3+3i
2-3i (2-3)(2+3i) 13 13 13~
2 2x(-i) -2i .

e Bk toy R

o 2+i  (2+i)(-8-i) —-6-2i-3i+1 -5-5/
—-8+i (=3+/)(-83-i) 10 10
1 1,
2 2"




Nombre conjugué

Définition

Soit z un nombre complexe, z = x + iy.

Le nombre conjugué de z, noté z, est le nombre complexe
X—ly.

| \

Interprétation géométrique

Dans le plan complexe, le point M’ d’affixe Z est I'image du
point M d’affixe z par la symétrie par rapport a I'axe des réels.

4
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Nombre conjugué

Théoréme

z est un nombre complexe.

@ zestréel équivauta z = z.
@ z estimaginaire pur équivaut a z = —z.




Nombre conjugué

z est un nombre complexe.

@ zestréel équivauta z = z.
@ z estimaginaire pur équivaut a z = —z.

Preuve

On pose z = x + iy, avec x et y réels :

@ Sizestréel, alors y =0, donc z = Z.
Si z=Zz, alors x + iy = x — iy, donc 2iy = 0 et on en déduit
que y = 0 ce qui signifie que z est réel.
@ Si z est imaginaire pur, alors x =0, donc z = —Z.
Siz= -2z alors x+iy = —x+iy,donc 2x =0 et x = 0.
z est donc bien un imaginaire pur.




Nombre conjugué

Théoréme

Soit z I'affixe d’'un point M dans le plan complexe.

@ Z est I'affixe du symétrique de M par rapport a I'axe des
abscisses.

@ —z est I'affixe du symétrique de M par rapport au point O.

© —Z est I'affixe du symétrique de M par rapport a I'axe des
ordonnées.




Nombre conjugué

Théoréme

Pour tous nombres complexes z et Z' :
() 2= =72 7

2 z==z
(&) o =707

(4) pour z#0
(5) pour 2’ #£0, (Z?,):

N| NI




Nombre conjugué

Pour tous nombres complexes z et Z' :
() 2= =72 7

NIl

2)z=z
(&) o =707

(4) pour z #£ 0, <;> =
(5) pourz’#O,(Z?,)

= (6) pour ne Z, z" =Z2".

Remarque

Pour tout nombre complexe z, on a les relations :

i
z

N| NI

Re(z) = ZZZ et Im(2) =22




Nombre conjugué

Soientz=3+5ietz =—-2+3i.
@ z+2 =(3+5i)+(—2+3i)=1+8i.
@ zxZ =(3+5i)x(—2+3i)=—6+9i—10i+ 1512 =

=G5 — =D ]
@ z=3-5i,2=-2-3i.

°Z+ ?:(3 5()+(—2-3i)=1-8i, z+2 =1-8i.
@ ZxZ =(83-5i)x(—2-3i)=-6—-9i+10i+15i2 =

—6+i—15:—21+i.
@ zxZ =-214I.




Module d’'un nombre complexe

Définition

z est un nombre complexe, z = x + iy (x et y réels). Le module
de z est le nombre réel positif noté |z| et défini par

2] = /X2 +y?

Interprétation géométrique :

Dans le plan complexe, si M a pour affixe z, alors OM = |z|.




Module d’'un nombre complexe

A
7 M(z)
|
|
2] = Va2 + 92 |
|
|
|
|
x |
T} |
|
nl 1 »
olw ™ z "




Module d’'un nombre complexe

Calcul du module de nombres complexes :

Q [3+4i=v32+42=,/9116=+25=5.

Q |1-i|=V/12+(1)2=VT+1=V2.

Q |-5-2i|=+/(-5)2+(-2)2=+25+4=1/29.
©® |-5|=5.

@ 9i|=v02+92=81=09.




Module d’'un nombre complexe

Calcul du module de nombres complexes :

Q |3+4i|=Vv32+42=,/9+16=25=5.

Q@ 1-il=y12+(-12=vVT+1=2.

Q |-5-2i|=+/(-5)2+(-2)2=+25+4=1/29.
©® |-5|=5.

Q |9/|=v02+92=81=09.

Remarques

| A\

@ Si z est un nombre réel, le module de z correspond a la
valeur absolue de z.

Q |z| =0 équivaut a z=0 car OM = 0 équivauta O = M.
Q zz=x2+y2=|z2




Module d’'un nombre complexe

Propriétés du module

Pour tous nombres complexes ze Cet 2 e C :

Q z|=1z]

Q |-z|=|z

Q |z+Z| < |z|+]|Z] (inégalité triangulaire)

Q [zZ|=|z||Z|

z|_la2
, 0

o z \z’| z7

Q VneZ, |z"|=|z|" (z#0si ne —N)




Argument d’un nombre complexe non nul

Définition
z est un nombre complexe non nul d'image M, z=x+ iy (x et
y réels). Une mesure de I'argument de z est un nombre réel
noté arg(z) et défini par arg(z) = (T ; OM) [24].

@ On note 6 = arg(2),

cos@ = e
@ 0 vérifie : \ xy+y

sinf = ————

Ay

X
)




Argument d’un nombre complexe non nul
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Argument d’un nombre complexe non nul

Calcul d’'un argument de nombres complexes :

2
cos@ = =

2
@ 2=2+2i: - V222+22 2\2@
V2

sinf@ = =

V22 422 2




Argument d’un nombre complexe non nul

Calcul d’'un argument de nombres complexes :

2 2
cos@ = = =
@ z1=2+2j: V222+22 2\2@
sin@ = = =
- 27§+22 2V2
0= 1 = arg(2+2i) = e




Argument d’un nombre complexe non nul

Calcul d’'un argument de nombres complexes :
2 2 V2
' cosf = VT = Ve -2
@ 721 =2+2i: L 5 %2 _@ =
- ; 22 422 2v2 2
0= 1 = arg(2+2i) = e
1 1 1
9 pum—y = — = —
Cos , > \/Z 2
@ z=1+iV/3 12+v3 =
2= V3 v3 V3
sinf = = ﬁ ==
124 3"




Argument d’un nombre complexe non nul

Calcul d’'un argument de nombres complexes :
2 2 V2
' cos 6 :\/22_i_722 :2\/5 -2
@ 721 =2+2i: L 5 %2 _@ =
- ; 22 422 2v2 2
GZZ = arg(2+2i) = e
1 1 1
G = = =
Cos , > \/Z 2
@ z=1+iV3: 12++/3 =
2= IHIVEy V3 V3 V3
sinf = -—+—— :ﬁ ==
124 /3"
ng :>arg(1+\/—l)——




Argument d’un nombre complexe non nul

Propriétés de I'argument

Pour tout nombre complexe z #0 :
Q arg(z) = —arg(2)
Q arg(—z)=arg(z2)+n
Q arg(zZ') = arg(z) + arg(Z')
Q arg (;) = arg(z)—arg(Z')
Q vnez, arg(z") = nx arg(2)




Argument d’un nombre complexe non nul

Exercice

D’apres I'exemple précédent, on obtient :
T m_Iz

© arg(z12) = arg(z1) +arg(2z2) = 5 + 5 = 35

1 T
o arg <Z—> :—argZ1 :—Z
1

Z1 T
9 arg <Z—> —argzy —argzo = 1
2




Ecriture trigonométrique

On se place dans un plan muni du repere (O; U 7).

Définition
Tout nombre complexe non nul z peut-étre écrit sous la forme
Z=r(cosB+isinB) avec :

@ arg(z) =0 € R est 'argument de z

® |z| =r e R} estle module de z

cette écriture s’appele la forme trigonométrique de z.

M
Y =rsinfl———m (2)
|
|
NS
7




Ecriture trigonométrique

Passage de la forme algébrique a la forme trigonométrique :

-l = V2

@ zi=1—j:{ cosb = g =r=+2et
sinf = —?

9:—% :>1—izﬁ[cos(—%)—l—isin(—%)]
‘\/§+i‘ = 2

@ z=v3+i:{ cosB — ? =r=2et
1

sin@ =

:>\/§+i:2[cos<

isn ()]

o|
~—N|
A\

x
6




Ecriture trigonométrique

Remarque

Dans certains cas, il est inutile de faire tous les calculs : la
forme trigonométrique se "voit” :
® 1 =cos0+/sinOdonc|1|=1etarg(1)=0.
. .. . . T
@ j=cos (g) +isin (g) donc |i| =1 et arg(i) = >




Forme exponentielle d'un nombre complexe non nul

Pour tout nombre complexe z # 0, de module r et d’'argument
de mesure 6, on pourra écrire :

z=re®
Q & =1
Q arg(e®)=0

Q &% — ¢i(6+6)
e'® oo
g B el(@—@)
Q cf=e0
Q Vnez, (e’e)" — gin®




Forme exponentielle d'un nombre complexe non nul

Différentes écritures des nombres complexes z; et z> :

Forme algébrique 1—1i
Forme
trigonométrique | V2 [cos (—%) +isin (_%)}
Forme
exponentielle V2e i




Forme exponentielle d'un nombre complexe non nul

Différentes écritures des nombres complexes z; et z :

Forme algébrique V3+i

Forme
trigonométrique | 2 [cos (g) +isin (g)]

Forme
exponentielle 2¢

olN




Forme exponentielle d'un nombre complexe non nul

Passage de la forme exponentielle a la forme algébrique de
i3
z=4¢€'7 :

sl () (%)

<) z:4<—@+i@>

2 2
0 z=-2V2+2iV2.




Forme exponentielle d'un nombre complexe non nul

Soient zy =265 et z, = 2/3¢€'5 :

® 212, =2x2/3e(578) =4,/3¢/%.
& 4 T in
o 7= (2v3) e —1446%.

] é = —2\/5 e’.(%*% :29_’%_
Zq 2




Formule de MOIVRE

Théoréme

Pourtout 6 e Rettout ne N :
(cos@ +isin0)" = cos(n6) + isin(nv).

Un peu d’histoire : Abraham de MOIVRE 1667-1754 est un
mathématicien britanique d’origine frangaise.



Formule de MOIVRE

Théoréme

Pourtout 6 e Rettout ne N :
(cos@ +isin0)" = cos(n6) + isin(nv).

Un peu d’histoire : Abraham de MOIVRE 1667-1754 est un
mathématicien britanique d’origine frangaise.

Exemple
Factorisation de cos(26) et sin(20) :
@ On a dune part : (cos 8 + isin 6)? = cos(20) + isin(26)
d’apres la formule de MOIVRE, et d’autre part, par
développement :

(cos 0 + isin )% = cos? 0 +2icos Bsin O —sin6 d'oll :




Formule de MOIVRE

Théoréme

Pourtout 6 e Rettout ne N :
(cos@ +isin0)" = cos(n6) + isin(nv).

Un peu d’histoire : Abraham de MOIVRE 1667-1754 est un
mathématicien britanique d’origine frangaise.

Exemple
Factorisation de cos(26) et sin(20) :
@ On a dune part : (cos 8 + isin 6)? = cos(20) + isin(26)
d’apres la formule de MOIVRE, et d’autre part, par
développement :

(cos 0 + isin )% = cos? 0 +2icos Bsin O —sin6 d'oll :
cos(260) = cos? @ —sin® @ et sin(26) = 2cos Hsin 6.




Formules d’EULER

Théoréme

0 A—if 0 _ A—if

Pourtout 6 € R : cost9:i et sin@:i.
2 2i

Un peu d’histoire : Leonhard EULER (1717 — 1783) était un

mathématicien et physicien suisse.




Formules d’EULER

Théoréme

i0 | A—if 0 A—if

Pourtout 6 e R : cost9:i et sinezi.
2 2i

Un peu d’histoire : Leonhard EULER (1717 — 1783) était un

mathématicien et physicien suisse.

Exemple

Linéarisation de sin® x :
o S'n2 . eix . efix 2 eZix _2 eix efix + efZI'X
] = — =]
2] —4
B, eZix+ e—2ix 1 e2ix + e—2ix
== = = 1 e 3
-4 2 < 2 )
donc : sin®x = Limlcc ()
. 5 .




Résolution dans C d’équations du second degré a
coefficients réels

Théoréme

Léquation az® +bz+c =0 (a, b et c réels, a+# 0) admet des
solutions dans C.
Soit A = b® —4ac le discrimant du trindme.

. . , , . b
@ Si A =0 :une solution réelle égale a “54

@ Si A #0 : deux solutions distinctes :

—-b—vA —b+ VA
et ;
2a 2a
@ complexes conjuguées si A <O0:

o réellessiA>0:




Résolution dans C d’équations du second degré a
coefficients réels

Résolution dans C de z2 —2z+2=0:
0 A=b?—4ac=—-4=(2i)?>.
@ Le discrimant étant négatif, I'équation admet deux
solutions complexes conjuguées :

_ —b+iV=BA _2+42i

2a 5 144

_—b-i=A _2-2i . .
B 2a 2 '

o Z

o 2o




Racines némes

@ On appelle racine carrée dans C de Z = A+ iB tout
complexe z = x + iy (x et y réels) tel que z° = Z.

@ Tout complexe non nul Z = A+ iB (A et B réels) admet
deux racines carrées complexes opposées. On les obtient
en résolvant dans R le systeme :

X2_y2:A
x2+y?=VA2+ B2
2xy =B




Racines némes

@ On appelle racine carrée dans C de Z = A+ iB tout
complexe z = x + iy (x et y réels) tel que z° = Z.

@ Tout complexe non nul Z = A+ iB (A et B réels) admet
deux racines carrées complexes opposées. On les obtient
en résolvant dans R le systeme :

X2_y2:A
x2+y?=VA2+ B2
2xy =B

Déterminer les racines carrées de 3 +4i.




Racines némes

Théoréme

@ Soit n € N*. On appelle racine n®me dans C d’'un nombre
complexe Z = |Z| €'® tout nombre complexe z tel que
zZn="2Z2.

@ Tout nombre complexe Z non nul admet n racines némes
dans C qui sont données par :

2 = /| Z] /(3 +5)

ouk=0,1,...,n—1

@ Tout polynbme de degré n admet n racines complexes
(comptées avec leur ordre de multiplicité).
On dit que C est algébriquement clos.




Racines némes

Théoréme

@ Soit n € N*. On appelle racine n®me dans C d’'un nombre
complexe Z = |Z| €'® tout nombre complexe z tel que
zZn="2Z2.

@ Tout nombre complexe Z non nul admet n racines némes
dans C qui sont données par :

0, 2k
a0

zi = /| Z]ent ouk=0,1,...,n—1

@ Tout polynbme de degré n admet n racines complexes
(comptées avec leur ordre de multiplicité).
On dit que C est algébriquement clos.

Déterminer les racines cubiques de 2 — 2i.




Racines némes

Déterminer les racines cubiques de 2 — 2j.

2-2i|=2|1—i|=2v2=2%?

2 2j=2%2g™1"/4

Les racines cubiques de 2 — 2 sont :

20 = V26 12 7 — /2612 7, _ \/2gi157/12 _ \/5gi57/4

4




