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k-coloration forte d’arétes

Une k-coloration forte d’arétes d’'un graphe G est une
applicationc : E(G) — {1,...,k} de telle sorte que deux
arétes adjacentes ou adjacentes a une méme aréte regoivent
des couleurs différentes.
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k-coloration forte d’arétes

Une k-coloration forte d’arétes d’'un graphe G est une
applicationc : E(G) — {1,...,k} de telle sorte que deux
arétes adjacentes ou adjacentes a une méme aréte regoivent
des couleurs différentes.

Lindice chromatique fort de G, x5(G), est le plus petit entier k
tel que G admet une k-coloration forte d’arétes.
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Borne triviale
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Conjecture [Erd6s, NeSetfil, 1985]

Xs(G) < 2A2? si A est pair et x5(G) < 2(5A2 —2A + 1) si A est
impair.
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Conjecture [Erd6s, NeSetfil, 1985]

Xs(G) < 2A2? si A est pair et x5(G) < 2(5A2 —2A + 1) si A est
impair.

A=2k+1,x,=5k>+4k + 1

Hervé Hocquard, Pascal Ochem, Petru Valicov Coloration d’'arétes a distance 2



Les graphes subcubiques

xs(G) =10
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Les graphes subcubiques

xs(G) =10

Théoréme [Andersen, Horak et al., 1992]
Si G est un graphe subcubique alors x5(G) < 10.
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Théoréme [Faudree et al., 1990]

Si G est un graphe planaire de degré maximum A alors,
Xs(G) < 4A + 4. De plus, pour tout A > 2, on peut construire
un graphe G tel que x5(G) = 4A — 4.

<P

Xs(G)=4A -4
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Les graphes planaires subcubiques

Conjecture [Faudree et al., 1990]

Si G est un graphe planaire subcubique alors, x5(G) < 9.

7
1 4
6 3 8
2 5
9
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Le degré moyen maximum d’un graphe G, noté mad(G), est le
maximum des degrés moyens de tous les sous-graphes de G :

mad(G) = max{z“ll/z((l_ll—'))”,H - G}

Théoreme
Soit G un graphe subcubique :
© Simad(G) < £, alors x;
@ Simad(G) < 2, alors x4
@ Simad(G) < £, alors x4
© Simad(G) < £, alors x4

G
G
G
G

~—~~ ~~ ~
S N N N
© o XN @

IAIA CIA TN
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Tout graphe planaire de maille au moins g vérifie :

mad(G) < gz_g
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Lemme

Tout graphe planaire de maille au moins g vérifie :

29

Corollaire

Soit G un graphe planaire subcubique de maille g :
© Sig > 30, alors x4(G) < 6.

Q@ Sig > 11, alors x4(G) < 7.

@ Sig > 9, alors x4(G) < 8.

©Q Sig > 8, alors x4(G) < 9.
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Tout graphe planaire de degré minimum 2 et de maille au moins
5k + 1 contient une chaine de k 2-sommets adjacents.
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Lemme

Tout graphe planaire de degré minimum 2 et de maille au moins
5k + 1 contient une chaine de k 2-sommets adjacents.

| A\

Corollaire

Si G est un graphe planaire subcubique de maille g > 16, alors
Xs(G) < 6.

N
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Déroulement de la preuve

Supposons que H est un contre-exemple d’ordre minimum au
théoréme.

1. Propriétés structurelles de H.

2. Procédure de déchargement.

2.1 Une fonction poids w telle que >, w(x) < 0.
2.2 Reégles de déchargement.
2.3 Création d'une nouvelle fonction poids w* telle que

Ex w(X) = Zx w*(X).
3. En utilisant les hypothéses faites sur le mad et les propriétés
structurelles de H, nous aboutissons a une contradiction,

0< Zx OJ*(X) = Zx W(X) <0.

Donc aucun contre-exemple n’existe.
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Configurations réductibles

Soit H un contre-exemple d’ordre minimum au théoréme.
Alors H ne posséde pas de :
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Configurations réductibles

Soit H un contre-exemple d’ordre minimum au théoréme.
Alors H ne posséde pas de :

(C1) 1-sommet adjacent a un 2-sommet
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Configurations réductibles

Soit H un contre-exemple d’ordre minimum au théoréme.
Alors H ne posséde pas de :

(C2) 3-sommet adjacent a un 1-sommet et a un 2-sommet
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Configurations réductibles

Soit H un contre-exemple d’ordre minimum au théoréme.
Alors H ne posséde pas de :

(C3) 3-sommet adjacent a deux 1-sommets
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Configurations réductibles

Soit H un contre-exemple d’ordre minimum au théoréme.
Alors H ne possede pas de :

(C4) une chaine uvw telle que u, v et w sont des 2-sommets
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Configurations réductibles

Soit H un contre-exemple d’ordre minimum au théoréme.
Alors H ne possede pas de :

(C5) une chaine uvw telle que u, v et w sont des 3-sommets
adjacents a des 1-sommets
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Ensemble des configurations réductibles
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Preuve de la configuration réductible (C5)
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Premier cas : c(xu) = c(wy)
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Premier cas : c(xu) = c(wy)

3 choix 5 choix 3 choix

uj \%1 Wi
® [ ] ®

X1

3 choix 3 choix
X2
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Premier cas : c(xu) = c(wy)

4 choix 3 choix
uj \%1 Wi
X1 ® ]

2 choix 2 choix
X2
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Premier cas : c(xu) = c(wy)

3 choix 2 choix

uj \%1 Wi
X1 ° ] Y1

: :

1 1

1 1

& ------

X u Y w
1 choix
X2 Y2
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Premier cas : c(xu) = c(wy)

2 choix 1 choix

uj \%1 Wi

X1 Y1

<@o----o
Se----o

X2 Y2
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Premier cas : c(xu) = c(wy)

1 choix
uj \%1 Wi
X1 ) Y1

:

1

1
®

X u Y w y
X2 Y2

Coloration d’arétes a distance 2
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Premier cas : c(xu) = c(wy)

uj \%1 Wi
X1 ° Y1
°
X u Y w y
X2 Y2

Coloratio s a distance 2
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Second cas : c(xu) # c(wy)

Hervé Hocquard, Pascal Ochem, Petru Valicov Coloration d’'arétes a distance 2



Second cas : c(xu) # c(wy)

3 choix 4 choix 3 choix

uj \%1 Wi
® [ ] ®

X1

2 choix 2 choix
X2
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Second cas : c(xu) # c(wy)

4 choix 3 choix

\%1 Wi
[ ] ®

2 choix 2 choix
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Second cas : c(xu) # c(wy)

3 choix 4 choix 3 choix

uj \%1 Wi
® [ ] ®

X1

3 choix 2 choix
X2
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Second cas : c(xu) # c(wy)

3 choix 4 choix 3 choix

uj \%1 Wi
® [ ] ®

X1

3 choix 3 choix
X2
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Second cas : c(xu) # c(wy)

2 choix 2 choix
uj

X1 [ ]

X2 oYy2
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Second cas : c(xu) # c(wy)

Y1

oYy?
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Second cas : c(xu) # c(wy)

3 choix
Vi Wq
Y1

2 choix 2 choix

oYy?
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Second cas : c(xu) # c(wy)

\%1 Wi
° Y1
5
6
°
v w y

oYy?

Coloration d’arétes a distance 2
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Procédure de dechargement

Nous définissons une fonction poids w : V(H) — R par
w(x) =d(x) — L.
w(dV)=-8 w@v)=-3 w@Ev)=2S
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Procédure de dechargement

Nous définissons une fonction poids w : V(H) — R par
w(x) =d(x) — L.
w(IV) = -8, wv) =3, w@dV)=$

© Chaque 3-sommet fort (i.e. qui n’est pas adjacent a un
1-sommet) donne % a chaque 3-sommet faible adjacent et
% a chaque 2-sommet adjacent.

© Chaque 3-sommet faible donne % a son unique 1-sommet
adjacent.
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Etape finale

Lorsque la procédure de déchargement est terminée, nous
avons montré que :

© La somme totale des poids est inchangée.
@ Pourtoutx € V(H), w*(x) > 0.

0< Y wX) = ) wx)<O0

X €V (H) X €V (H)

D’ou,

donc aucun contre-exemple ne peut exister.
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Un graphe G tel que mad(G) = £ et y4(G) > 6.
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Conclusion

Soit f(n) = inf{mad(G) | x5(G) > n}.

3 =% <f(6)<
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Les graphes planaires extérieurs subcubiques

Une premiere tentative...

Si G est un graphe subcubique planaire extérieur de maille au
moins 5 alors x4(G) < 6.
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Preuve du résultat

Tout graphe planaire extérieur de maille au moins g avec § > 2
contient une chaine de (g — 2) 2-sommets consécutifs.
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Preuve du résultat

Tout graphe planaire extérieur de maille au moins g avec § > 2
contient une chaine de (g — 2) 2-sommets consécutifs.

) cs)
T e
) c)
L[]
(©s)
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Résultat
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Résultat
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Résultat

Théoréeme

Si G est un graphe planaire extérieur de degré maximum A
alors x5(G) < 3A — 3.
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Probleme de décision

k-COLORATION forte d’'arétes ( k-SEC)

INSTANCE : Un graphe G et un entier k.

QUESTION : Est-ce que G admet une coloration forte d’arétes
avec k couleurs?
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Résultats algorithmiques

@ Polynomial pour les graphes triangulés (Cameron, 1989)
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Résultats algorithmiques

@ Polynomial pour les graphes triangulés (Cameron, 1989)

@ NP-complet pour les graphes bipartis de maille g
guelconque fixée et pour tout k > 4 (Mahdian, 2002)
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Résultats algorithmiques

@ Polynomial pour les graphes triangulés (Cameron, 1989)

@ NP-complet pour les graphes bipartis de maille g
guelconque fixée et pour tout k > 4 (Mahdian, 2002)

@ NP-complet pour les graphes bipartis de degré 3, k =5,
de maille 6 (Erickson et al., 2002)
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Résultats

Théoréeme

4-SEC est NP-complet pour les graphes subcubiques
planaires, bipartis, pour toute maille g fixée.
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Théoreme

4-SEC est NP-complet pour les graphes subcubiques
planaires, bipartis, de maille 8.

Preuve

Réduction depuis le probléeme de 3-COLORATION des graphes
planaires de degré 4 (3-COL <p 4-SEC).

| A\
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Motif de base

[ Y

+

’
:
H
M
:
‘

o

@ === ==
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Motif de base

[ Y

o - -§-

’
é
i
et
%
;
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Motif de base

?

‘
H ‘ -t
—e----¢ $---o---9
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Motif de base

!
i
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Motif de base

e

|
i
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Motif de base

[ Y
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Motif de base

-
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Motif de base
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Gadget pour un sommet

X1 X2 X3 X4

SRR

Hervé Hocquard, Pascal Ochem, Petru Valicov Coloration d’'arétes a distance 2



Gadget pour un sommet

X1 X2 X3 X4
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Gadget pour un sommet
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Gadget pour un sommet
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Gadget pour un sommet

X1 X2 X3 X4
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Gadget pour un sommet

X1 X2 X3 X4
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Adjacence des sommets



Adjacence des sommets

® )
u ®
XIX [ } Xju
[ }
\Y
® )
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Adjacence des sommets

Gy

c
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Adjacence des sommets
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Adjacence des sommets
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Adjacence des sommets
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ol 4 1 Ts2 4T13 2 1 @
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Théoréeme

5-SEC est NP-complet pour les graphes subcubiques
planaires, bipartis, de maille 8 et pour les graphes subcubiques
planaires de maille 9.

Théoreme

6-SEC est NP-complet pour les graphes subcubiques
planaires, bipartis, de maille 4.
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A suivre...

ervé Hocquard, Pascal Ochem, Petru Valicov



Un autre exemple
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Preuve

g|F(H)| < 2[E(H)]
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Preuve

g|F(H)| < 2[E(H)]

29 —g|V(H)| +g|E(H)[ = g|F (H)[ < 2[E(H)]
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Preuve

g|F(H)| < 2[E(H)]
29 —g|V(H)| +g|E(H)[ = g|F (H)[ < 2[E(H)]

29 + (9 — 2)|[E(H)| < g|V(H)
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Preuve

g|F(H)| < 2|E(H)
29 —g|V(H)| +9|E(H)| = g|F(H)| < 2|E(H)|
29 + (9 — 2)|[E(H)| < g|V(H)

2[E(H)I(2g + (9 — 2)[E(H)]) < 2[E(H)|g|V (H)
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Preuve

g|F(H)| < 2|E(H)
29 —g|V(H)| +9|E(H)| = g|F(H)| < 2|E(H)|
29 + (9 — 2)|[E(H)| < g|V(H)

2[E(H)I(2g + (9 — 2)[E(H)]) < 2[E(H)|g|V (H)

2E(H) _ 2g|E(H)| P
V(H)l — 29+ (9 -2)E(H) g-2
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