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Définitions

On appelle matrice de taille n x p a coefficients dans R (K =R
ou C) toute famille A de np éléments de R présentée sous la

a1 a2 ... ap
, az1 ax» ... ayp ; .
forme d’un tableau . ) noté A = (&) 1<i<n OU
. . . 1<j<p
an‘] an2 “ee anp

a; € R (ou C...on se limitera aux matrices a coefficients réels).
Pour tout (7,/) € [1,n] x [1,p], le scalaire a; est appelé
a1j
. " . : ) .
coefficient de A de position (i,j), la matrice 7| est appelée
apj

la jeme colonne de A et la matrice (aj1 ap ... ajp)saim®
ligne.




@ Lensemble des matrices de taille n x p a coefficients dans
R est noté .# p(R).

@ Lorsque n= p, on dit que A est carrée et la famille
(ai1,a22,...,ann) est appelée diagonale de A. Lensemble
des matrices carrées de taille nx n (ou n) a coefficients
dans R est noté .#,(R).

@ Pour p=1, on parle de matrices colonnes de taille n.

@ Pour n=1, on parle de matrices lignes de taille p.




Matrices

Remarque

Une matrice de taille n x p a coefficients dans R n’est rien de
plus qu’'un élément de R"P, j.e. une famille de np éléments de
R, mais qu’on préfere écrire sous la forme d’un tableau a n
lignes et p colonnes. Ainsi, en réalité :

%]’Lp (R) - Rnp




Matrices

Remarque

Une matrice de taille n x p a coefficients dans R n’est rien de
plus qu’'un élément de R"P, j.e. une famille de np éléments de
R, mais qu’on préfere écrire sous la forme d’un tableau a n
lignes et p colonnes. Ainsi, en réalité :

%]’Lp (R) - Rnp

Pourquoi introduire les matrices dans ce cas ?




Structure d’espace vectoriel

\ ,

? Réponse
Nous allons introduire une loi interne de produit sur les
matrices...et vous verrez qu'’il est plus pratique d’écrire les
matrices comme des tableaux et non comme des familles.




Structure d’espace vectoriel

Nous allons introduire une loi interne de produit sur les
matrices...et vous verrez qu'’il est plus pratique d’écrire les
matrices comme des tableaux et non comme des familles.

Définition

Muni de la structure vectorielle naturelle de R"° , .#, p(R) est
un R-espace vectoriel de dimension np.

Pour tous A,B € #np(R) et A, u e R :

Aayi+ubyy Aajpp+ubia ... )La1p+ub1p

AAL B = ka21-f-ﬂb21 lazz—f-ﬂbzz )’aZPTﬂb2p

Aapm +ubpr Aap+ubpe ... Adnp+ Ubnp




Matrice élémentaire

Définition et propriétés
@ Une matrice élémentaire de .#, p(R) est une matrice dont
tous les coefficients sont nuls sauf un quivaut 1. lly a

donc np matrices élémentaires dans .#, p(R).




Matrice élémentaire

Définition et propriétés
@ Une matrice élémentaire de .#, p(R) est une matrice dont
tous les coefficients sont nuls sauf un quivaut 1. lly a

donc np matrices élémentaires dans .#, p(R).

@ On note pour tout (7,/) € [1,n] x [1,p], E;; la matrice
élémentaire dont le coefficient de position (/,j) est égal a 1
et dont tous les autres sont nuls.

Alors (E; ;) isin est une base de .7, p(R), appelée sa base

canonique.




Définition

Soit A € 4 p(R). On appelle transposée de A la matrice
(a/-,-)lg,-gp de //n,p(R), notée A.
<j<n




Définition

Soit A € 4 p(R). On appelle transposée de A la matrice
(a,-,-)lg,-gp de //n,p(R), notée A.
<j<n




Définition

Soit A € . p(R). On appelle transposée de A la matrice
(@ji)1<i<p de . p(R), notée 'A.
1<j<n

t
t 35 A
30 1 _
(5 2 7)2 0 2fet | |=(X ... A
1 7 An

| A\

Remarque

La transposition échange les lignes et les colonnes. Intérét de
la manceuvre : montrer que certains résultats théoriques sur
les colonnes sont valables sur les lignes, et réciproquement.

v




Transposition

Soit A € . p(R). On appelle transposée de A la matrice
(@ji)1<i<p de .4 p(R), notée 'A.
1<j<n

| \

Exemples

t 3 5
3 0 1 _
(5 2 7>(? 3) ol N B

Remarque

La transposition échange le nombre de colonnes et le nombre
de lignes : la transposée d’'une matrice de taille n x p est donc
une matrice de taille p x n. Chose intéressante : la transposée
d’'une matrice carrée est une matrice carrée de méme taille.




Transposition

Propriétés de la transposition

@ Linéarité : Soient A,B c .#,p(R) et A,u € R.

‘AA+uB)=A'A+u'B




Transposition

Propriétés de la transposition

@ Linéarité : Soient A,B c .#,p(R) et A,u € R.

‘AA+uB)=A'A+u'B
@ Involutivité : Soit A € .#,p(R).

‘A=A




Trace d’'une matrice carrée

Définition
Soit A € .#,(R), on appelle trace de A le scalaire noté tr(A) et
défini par :

tI'(A) = Z aji
i=1

c’est donc la somme des coefficients diagonaux.




Trace d’'une matrice carrée

Définition
Soit A € .#,(R), on appelle trace de A le scalaire noté tr(A) et
défini par :

tI'(A) = Z Qi
i=1

c’est donc la somme des coefficients diagonaux.

Théoréme
La trace est une forme linéaire non nulle sur .Z,(R).




Matrices particulieres

@ Matrice nulle : la matrice nulle a n lignes et p colonnes est
la matrice de .# p(R) dont tous les coefficients sont nuls,
celle-ci est notée 0 . Lorsque p = n, la matrice 0, 5 est
notée simplement &,,.




Matrices particulieres

@ Matrice nulle : la matrice nulle a n lignes et p colonnes est
la matrice de .# p(R) dont tous les coefficients sont nuls,
celle-ci est notée 0 . Lorsque p = n, la matrice 0, 5 est
notée simplement &,,.

@ Matrice unité ou identité : la matrice identité de .#,(R)
est la matrice de taille n, notée /,, dont tous les coefficients
diagonaux sont égaux a 1 et les autres (coefficients
extra-diagonaux) sont tous nuls.

100
ls=10 1 0] estlamatrice unité de .Z3(R).
0 0 1




Matrices particulieres

@ Matrice triangulaire supérieure : c’est une matrice carrée
dont tous les coefficients situés sous la diagonale
principale sont nuls.

17 6
A=10 2 2
0 0 3




Matrices particulieres

@ Matrice triangulaire supérieure : c’est une matrice carrée
dont tous les coefficients situés sous la diagonale
principale sont nuls.

17 6
A=10 2 2
0 0 3

@ Matrice triangulaire inférieure : c’est une matrice carrée
dont tous les coefficients situés au-dessus de la diagonale

principale sont nuls.
1 00
B=(4 2 0
6 7 3




Matrices particulieres

@ Matrice symétrique : c’est une matrice égale a sa
transposée (elle est donc nécessairement carrée) : A='A.




Matrices particulieres

@ Matrice symétrique : c’est une matrice égale a sa
transposée (elle est donc nécessairement carrée) : A='A.

1 7 6
A=\|7 2 -2
6 -2 3




Matrices particulieres

@ Matrice symétrique : c’est une matrice égale a sa
transposée (elle est donc nécessairement carrée) : A='A.

1 7 6
A=\|7 2 -2
6 -2 3

@ Matrice antisymétrique : c’est une matrice égale a
I'opposé de sa transposée (elle est donc nécessairement
carrée) : A= —'A.




Matrices particulieres

@ Matrice symétrique : c’est une matrice égale a sa
transposée (elle est donc nécessairement carrée) : A='A.

1 7 6
A=\|7 2 -2
6 -2 3

@ Matrice antisymétrique : c’est une matrice égale a
I'opposé de sa transposée (elle est donc nécessairement

carrée) : A= —'A.
0O 7 6
A=|-7 0 2
-6 2 0




Matrices particulieres

@ Matrice symétrique : c’est une matrice égale a sa
transposée (elle est donc nécessairement carrée) : A='A.

1 7 6
A=\|7 2 -2
6 -2 3

@ Matrice antisymétrique : c’est une matrice égale a
I'opposé de sa transposée (elle est donc nécessairement

carrée) : A= —'A.
0O 7 6
A=|-7 0 2
-6 2 0

La trace d’'une matrice antisymétrique est égale a 0.




Produit matriciel

Définition
Soient A€ ) 4(R) et B € .#q,(R). Par définition, le produit de

q
A par B, noté Ax B ou AB, est la matrice (Z a,-kbk,-> de
1<i<p

k=1 f
1<j<r
taille px r.
by; byq
by; by
ap .
D
A= ajy > agbeg | - . =AB
1
n1 np L .



Produit matriciel

Remarques

@ Le produit A x B n’est possible que si le nombre de
colonnes de A est égal au nombre de lignes de B. Le
résultat a alors autant de lignes que A et autant de
colonnes que B.




Produit matriciel

Remarques

@ Le produit A x B n’est possible que si le nombre de
colonnes de A est égal au nombre de lignes de B. Le
résultat a alors autant de lignes que A et autant de
colonnes que B.

@ En général Ax B # B x A (le produit n’est pas commutatif),
il se peut que A x B soit défini, mais pas B x A.




Produit matriciel

Remarques

@ Le produit A x B n’est possible que si le nombre de
colonnes de A est égal au nombre de lignes de B. Le
résultat a alors autant de lignes que A et autant de
colonnes que B.

@ En général Ax B # B x A (le produit n’est pas commutatif),
il se peut que A x B soit défini, mais pas B x A.

@ Un produit de matrices peut étre nul sans qu’aucune de
ces matrices soit nulle.




Produit matriciel

Remarques

@ Le produit A x B n’est possible que si le nombre de
colonnes de A est égal au nombre de lignes de B. Le
résultat a alors autant de lignes que A et autant de
colonnes que B.

@ En général Ax B # B x A (le produit n’est pas commutatif),
il se peut que A x B soit défini, mais pas B x A.

@ Un produit de matrices peut étre nul sans qu’aucune de
ces matrices soit nulle.

(0 0)o 0)=(o o)




Exemples

Exercice

(1 —1 3)(01 ;)?
2 1




Exemples

Exercice

1 -1 2 (.12) = (5)
3

= G 6 o= 2 5)




Exemples

Exercice

|

I
N

ol o
—_ N =

/\
ol o
—_ N =
\_/
N
|
[\

—

N~—
I

tv




Exemples

0 1
( 1 2) (1 2) P n'est pas défini !

-2 1

CHey-(3Y




Propriétés du produit matriciel

@ Assossiativité : Soient Ac % 4(R), B € #4,(R),
Ce #sR)etAeR.

(AB)C = A(BC) et A(AB) = (AA)B=A(AB)

o Bilinéarité : Soient A,B € . 4(R), C € #q(R) et
A,ueR.

(AA+uB)C=AAC+uBC et C(AA+uB)=ACA+uCB

o Elément neutre : Soit Ac .#,5(R). IhA=Al,=A.




Propriétés du produit matriciel

@ Assossiativité : Soient Ac % 4(R), B € #4,(R),
Ce #sR)etAeR.

(AB)C = A(BC) et A(AB) = (AA)B=A(AB)

o Bilinéarité : Soient A,B € . 4(R), C € #q(R) et
A,ueR.

(AA+uB)C=AAC+uBC et C(AA+uB)=ACA+uCB

o Elément neutre : Soit Ac .#,5(R). IhA=Al,=A.

Transposée d’un produit

SiAc #nhp(R) et Be .#pq(R) alors :

‘Ax B)='Bx'A




Espace des lignes-Espace des colonnes

Introduction

Soit A= (aj) € #np(K), avec K =R ou C. On peut
alx

décomposer A en lignes : A= -

anx

ouencolonnes : A= (a1 -+ ap ).




Espace des lignes-Espace des colonnes

Introduction
Soit A= (aj) € #np(K), avec K =R ou C. On peut
alx
décomposer A en lignes : A= -
anx«
ouencolonnes: A= ( a4 -+ ap ). Onassocie a A deux

sev de KP :
Z(A) = Vect{a.,...,an.} le sev engendre par les lignes de A.




Espace des lignes-Espace des colonnes

Introduction
Soit A= (aj) € #np(K), avec K =R ou C. On peut

a1«
décomposer A en lignes : A= -
an*
ouencolonnes: A= ( a4 -+ ap ). Onassocie a A deux

sev de KP :

Z(A) = Vect{a.,...,an.} le sev engendre par les lignes de A.
C(A) = Vect{a*1 yeees a*p} le sev engendré par les colonnes de
A.




Espace des lignes-Espace des colonnes

Théoréme
Pour toute matrice A de .#, p(K), dim_Z(A) = dim%'(A).




Espace des lignes-Espace des colonnes

Théoréme
Pour toute matrice A de .#, p(K), dim_Z(A) = dim%'(A).

Définition

Soit A une matrice de .#, (K). On appelle rang de A la
dimension de €' (A) (ou de .#(A)). On a clairement :

rangA < min(n,p) et rangA = rang ('A)




Rang d’'une matrice...pour faire simple

Définition

Soit A € ., p(R) une matrice, on appelle rang de la matrice A,
le rang dans R" du systéme constitué par ses p vecteurs
colonnes, notation : rg(A) = rg(ci(A),...,cp(A)).




Rang d’'une matrice...pour faire simple

Définition
Soit A € ., p(R) une matrice, on appelle rang de la matrice A,

le rang dans R" du systéme constitué par ses p vecteurs
colonnes, notation : rg(A) = rg(ci(A),...,cp(A)).

Remarque
ImA = Vect{ci(A),...,co(A)}




Rang d’'une matrice...pour faire simple

Définition
Soit A € ., p(R) une matrice, on appelle rang de la matrice A,

le rang dans R" du systéme constitué par ses p vecteurs
colonnes, notation : rg(A) = rg(ci(A),...,cp(A)).

Remarque
ImA = Vect{ci(A),...,co(A)}

Théoréeme

Soit u une application linéaire de E dans F, soit & une base de
E, soit £’ une base de F, et soit A= g;%‘(u), alors

rg(u) = rg(A)




Rang d’'une matrice

Théoreme (Conséquence)

Soit E un espace vectoriel de dimension n, soit .’ = (x1,...,Xp)
une famille de p vecteurs de E et soit & une base de E, alors
le rang de la famille . est égal au rang de la matrice de ce
systeme dans la base 4.




Rang d’'une matrice

Théoreme (Conséquence)

Soit E un espace vectoriel de dimension n, soit .’ = (x1,...,Xp)
une famille de p vecteurs de E et soit & une base de E, alors
le rang de la famille . est égal au rang de la matrice de ce
systeme dans la base 4.

Théoreme : Invariance du rang

Soit A€ np(R), P € 4p(R) inversible et soit Q € .#»(R)
inversible. Alors :

Q@ rg(AP) =rg(A) et rg(QA) = rg(A).
@ Deux matrices semblables ont le méme rang.
Q rg(A) =rg('A).




Opérations élémentaires sur les matrices

Soit A € .4 p(R), on appelle opérations élémentaires sur A les
opérations suivantes :
@ Permuter deux lignes de A (ou deux colonnes), notation :
Li < Lj (resp. Ci« Cj)
@ Multiplier une ligne (ou une colonne) par un scalaire non
nul, notation : L; < aL; (resp. C; + aC;).
© Ajouter a une ligne (ou une colonne) un multiple d’'une
autre ligne (resp. une autre colonne), notation :
Li + Li+aL;, avec i # j (resp. C; < C;+ a.C;).




Opérations élémentaires sur les matrices

Théoréme

Effectuer une opération élémentaire sur une matrice

A € . p(R) revient & multiplier A & gauche par une matrice
inversible pour les opérations sur les lignes (a droite pour une
opération sur les colonnes).




e Soient 7,j € [1,n]. L'opé- e Soient i € [1,n] et A € K*.
ration élémentaire  Li <> L; est L’opération élémentaire  L; < AL;
équivalente a la multiplication de A est équivalente & la multiplication de

a gauche par : A a gauche par :

Toutes les matrices par lesquelles on a multiplié A ci-dessus sont inversibles.

e Soient 7,5 € [L,n], i # j
et A € K. L'opération élémentaire
Li + Li + AL; est équivalente a
la multiplication de A & gauche par :

i == A--1l---

e

! 1



Calcul pratique du rang d’'une matrice

Remarque

Il est a peu prés évident que les opérations élémentaires ne
modifient pas le rang d’'une matrice. Pour calculer le rang d’'une
matrice, il suffit donc de I'échelonner par rapport a ses lignes
(resp.ses colonnes) et le rang est alors égal au nombre de
lignes (resp. de colonnes) non nulles de la matrice échelonnée.
C’est donc aussi le nombre de pivots non nuls d’'une réduite de
Gauss-Jordan de la matrice.




Calcul pratique du rang d’'une matrice

Remarque

Il est a peu prés évident que les opérations élémentaires ne
modifient pas le rang d’'une matrice. Pour calculer le rang d’'une
matrice, il suffit donc de I'échelonner par rapport a ses lignes
(resp.ses colonnes) et le rang est alors égal au nombre de
lignes (resp. de colonnes) non nulles de la matrice échelonnée.
C’est donc aussi le nombre de pivots non nuls d’'une réduite de
Gauss-Jordan de la matrice.

| A\

Théoreme : propriétés d’'invariance
@ Les opérations élémentaires conservent le rang de la
matrice.

@ La suppression d’'une colonne nulle ou d’une ligne nulle
préserve le rang.

A\




Calcul pratique du rang d’'une matrice : pivot de Gauss

0) Si A =0, alors rg(A) = 0 — sortie de I'algorithme.

1) Sinon au moins un coefficient de A est non nul. En permutant les lignes et les colonnes de A, on se raméne au
calcul du rang d’une matrice de méme rang que A dont le coefficient a de position (1,1) est non nul. Ce coefficient a est
alors qualifié de pivot.

2) A laide du pivot a, on annule par des opérations élémentaires sur les lignes tous les termes de la premiére colonne
de la matrice obtenue a lissue de Iétape 1) (a I'exception du pivot).

3) Toujours & I'aide du pivot a, on annule ensuite par des opérations élémentaires sur les colonnes tous les termes de
la premiére ligne de la matrice obtenue 4 lissue de 'étape 2) (& I'exception du pivot).

4) La premiére colonne de la matrice obtenue a I'issue de I’étape 3) est clairement non combinaison linéaire des autres
colonnes de cette matrice. Ceci explique le résultat de I'étape 4) figuré ci-dessous.

Etape 1) Etape 2) Etape 3) Etape 4)
a x x a X
X X X 0 ‘r
rg(4) =g =]
. |
X X x 0 1

Cette étape n’a pas & figurer sur vos copies,
vous pouvez directement passer a 1'étape 4).

Finalement, on reprend les étapes 0) a 4) avec la matrice A’. L’algorithme se termine avec certitude car A’ est strictement
plus petite que A de par sa taille.



Calcul pratique du rang d’'une matrice : exercice

Exercice

Déterminer le rang de la matrice A ci-dessous :

0 0 1 3
1 0 -1 2
A= 0 0 1 2
-2 4 -4 1
-1 0 3 O




Calcul pratique du rang d’'une matrice : exercice

1
2
2
3
0
1 -1 2 1 -1 2
0 1 2 0 1 2
=1l+rg 0 1 3 =1l+rg 0 1 3 ) )
-1 3 0 0o 1 1 Li+ - L1+ Ly

2 2



Calcul pratique du rang d’'une matrice : exercice

0 0 1 3 0 0 1 3 4 -2 -4 1
1 0 -1 2 0 1 -1 2 0o 1 -1 2
gl 0 0 1 2|=rg|0 O 1 2 C1 + Ca =rg|0 0 1 2 L1+ La
-2 4 -4 1 4 2 -4 1 0 0 1 3
-1 0 3 0 0 1 3 0 0 -1 3 0
1 -1 2 1 -1 2
=1l+rg 0 ro2 =1l+rg o2
N 1 3 0 1 3 1 1
-1 3 0 0 1 1 Li+ - L1+ Ly

2 2



Calcul pratique du rang d’'une matrice : exercice

1
2
2
3
0
1 -1 2 1 -1 2
0 1 2 0 1 2
=1l+rg 0 1 3 =1l+rg 0 1 3 ) )
-1 3 0 0o 1 1 Li+ - L1+ Ly

2 2



Rang et inversibilité

Proposition

Soit A e ., p(K). A est inversible a gauche (resp. a droite) ssi
rangA = p (resp. rangA = n).




Rang et inversibilité

Soit A e ., p(K). A est inversible a gauche (resp. a droite) ssi
rangA = p (resp. rangA = n).

| A\

Corollaire
Toute matrice inversible est carrée, et pour une matrice carrée
Ade #,(K),ona:

Ainversible <= rangA=n

On dit aussi réguliére pour inversible.

A\




Rang et inversibilité

Proposition

Soit A e ., p(K). A est inversible a gauche (resp. a droite) ssi
rangA = p (resp. rangA = n).

| A\

Corollaire

Toute matrice inversible est carrée, et pour une matrice carrée
Ade #,(K),ona:

Ainversible <= rangA=n

On dit aussi réguliére pour inversible.

| \

Corollaire

Le rang d’une matrice A € .#, ,(K) est égal a I'ordre de la plus
grande sous matrice carrée réguliere que I'on peut extraire de
A




Propriétés du rang d’'une matrice

Propriétés

Soit f une application linéaire de E dans F, soit % une base de
E avec dim(E) = p, soit #' une base de F avec dim(F) = n, et
soit A= gry%z:(f) € Mnp(R),ona:




Propriétés du rang d’'une matrice

Propriétés

Soit f une application linéaire de E dans F, soit % une base de
E avec dim(E) = p, soit #' une base de F avec dim(F) = n, et
soit A= gry%z:(f) € Mnp(R),ona:

@ rg(A) < min(n,p).
@ rg(A) =n < f est surjective.
© rg(A) =p <= f estinjective.




Propriétés du rang d’'une matrice

Q SiAe #,p(R), Be 4, q(R) alors
rg(Ax B) < min(rg(A), rg(B)).

Q Si Ac x(R) et Ainversible, B € . p(R) alors
rg(Ax B) =rg(B).

Q SiAec #,p(R), Be #,(R) et Binversible alors
rg(Ax B) = rg(A).




Rang et systéemes linéaires

Introduction

Soit

a11Xy +...a1nXn = by

(S) :

ami X1+ ...dmnXn = bm




Rang et systéemes linéaires

Introduction

Soit

a11X1 +...a1pXn = by
(S) :
ami X1 +...8mnXn = bm
On l'écrit AX = B avec A= (aj) € Mmn(K)
X1 b4
X=| : |etmK)etB=| : |€.#m(K).Onnote

Xn bm
aussi A’ la matrice compléte du systéme.




Rang et systéemes linéaires

Proposition

Les conditions suivantes sont équivalentes :
(/) (S) admet au moins une solution.

(if) rangA’ = rangA.

(iii) B € € (A).




Définition et propriétés

Soit A une matrice carrée (a;) de .#p(K) (n>1). On écrit :

a1«
A= : ou a;, est la i®™ ligne de la matrice.
Ans«




Définition et propriétés

Théoréme

Il existe une unique application de .#,(K) dans K, appelée
déterminant et notée det, possédant les trois propriétés
suivantes :




Définition et propriétés

Théoréme

Il existe une unique application de .#,(K) dans K, appelée
déterminant et notée det, possédant les trois propriétés
suivantes :

() Vi=1,..,n Vat,....,8 1+, 811+, ---an Ve et f de KetVx
et y de K”

a« ay« ay«
aj—1x aj—1x aj—1x

det| ax+By | =adet X + B det y
Aj1x Aj1x Ajt-1x

an* an* an*

(det est une forme n— linéaire par rapport aux lignes)




Définition et propriétés

Théoréme

Il existe une unique application de .#,(K) dans K, appelée
déterminant et notée det, possédant les trois propriétés
suivantes :




Définition et propriétés

Théoreme
Il existe une unique application de .#,(K) dans K, appelée
déterminant et notée det, possédant les trois propriétés
suivantes :
(2) det est alternée par rapport aux lignes, c’est a dire que :
ax
aj, = &j, pour i # j = det : =0.
an*

(3) det(I,) = 1.




Définition et propriétés

Conséquences

@ La valeur de det A ne change pas si on remplace une ligne
par la somme de cette ligne et d’'un multiple d’'une autre
ligne.

@ La valeur de det A est changée en son opposée si on
échange deux lignes.

@ La valeur de det A est multipliée par A si on multiplie une
ligne par 4, et donc det (AA) = A" det A.




Définition et propriétés

Proposition

Pour toutes matrices A et B de .#,(K),on a :
(/) det A+# 0 <= Aréguliere

(i) det (AB) = det A.det B

(iif) det ('A) = det A.




Définition et propriétés

Proposition

Pour toutes matrices A et B de .#,(K),on a :
(/) det A+# 0 <= Aréguliere

(i) det (AB) = det A.det B

(iif) det ('A) = det A.

Conséquences

det (A) = det A montre que det est une forme n—linéaire
alternée des colonnes et det (AB) = det A.det B montre que si A

| \

PR 1
est réguliére, det (A1) = Jora Gt aue det (ABA~1) = det B pour
toute matrice B.

v




Calcul du déterminant

Proposition
Soit A= (aj) € .#,(K) (n> 2). Pour tout couple (i,j), on
appelle A; la matrice de .#,_1(KK) obtenue en supprimant dans
Ala i ligne et la j*™ colonne. On a alors :
o Vk=1,2,...n detA=Y7 (-1)" aydetAy
(développement suivant la k™€ colonne)
o Vi=12,..n detA=Y7, (1) ajdetA;
(développement suivant la i®™ ligne)




Calcul du déterminant

Proposition
Soit A= (aj) € .#,(K) (n> 2). Pour tout couple (i,j), on
appelle A; la matrice de .#,_1(KK) obtenue en supprimant dans
Ala i ligne et la j*™ colonne. On a alors :
o Vk=1,2,...n detA=Y7 (-1)" aydetAy
(développement suivant la k™€ colonne)
o Vi=12,..n detA=Y7, (1) ajdetA;
(développement suivant la i®™ ligne)

| A

Propriété
Le déterminant d’'une matrice diagonale ou triangulaire est égal
au produit de ses coefficients diagonaux.

’




Calcul du déterminant

Remarque

Le scalaire det A; s’appelle le mineur de a; dans A et le scalaire
(-1 )i+jdetAij s’appelle son cofacteur. On associe a A la
matrice des cofacteurs, que I'on notera cofA, qui vaut donc
cOfA = ((—1 )+ detA,-j>

(i)




Calcul du déterminant : exemples

det(4) = | 2 2

’:axd—bxc
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éterminant :

Calcul du d

axd—-bxc

QT
T O

det(A) =

Ceci ne doit pas figurer sur vos copies, c’est juste pour vous expliquer.
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Calcul du déterminant : exemples

det(4) = | 2 leaxd—bxc

Ceci ne doit pas figurer sur vos copies, c’est juste pour vous expliquer.

Il
+

8
9

> ut

fLa nullité du déterminant de cette matrice montre qu’elle
n’est pas inversible...



Calcul du déterminant : exemples

Exercice

Calculer le déterminant des matrices suivantes :
210 2 4 6

A=1|3 4 3 B=1|3 9 12
1 2 5 1 5 7

Exercice

2 0 4
5 2 7
2 5 5

Sans "calcul”, montrer que est divisible par 17.

A\




Calcul du déterminant

Proposition

Soit A une matrice carrée réguliere. On a :

t (cofA)




Calcul du déterminant

Proposition
Soit A une matrice carrée réguliere. On a :

t (cofA)

Corollaire (Formules de Cramer)

Soit AX = B un systeme linéaire ou A€ .Zp(K) et X et B
appartiennent a .71 (K). Soit B; la matrice obtenue en
remplacant dans A la i®™ colonne par B. Si A est réguliére, les
solutions x; sont données par :

det B;
%= et

pouri=1,2,..




