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Matrice d’'une application linéaire

Introduction

Soit E un R-e.v de dimension p, soit % = (ey,...,€p) une base
de E. Soit F un R-e.v de dimension n et soit ' = (uy,...,Un)
une base de F. Soit f une application linéaire de E dans F. On
sait que f est entierement déterminée par la donnée de
f(et1),...,f(ep), mais chacun de ces vecteurs est lui-méme
déterminé par ses coordonnées dans la base %’ de F .
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Introduction

Soit E un R-e.v de dimension p, soit % = (ey,...,€p) une base
de E. Soit F un R-e.v de dimension n et soit ' = (uy,...,Un)
une base de F. Soit f une application linéaire de E dans F. On
sait que f est entierement déterminée par la donnée de
f(et1),...,f(ep), mais chacun de ces vecteurs est lui-méme
determme par ses coordonnées dans la base %’ de F .
Notons cog/rd(f(e,-)) = (ayj,...,anj) pour j € [1,p], c’est-a-dire :

vjiel,p], f(e)= Za,ju,

On obtient ainsi une matrice A= (a,,)1<,<n cette matrice est
<p
définie par : ¢j(A) = cogrd(f(ej)) ou c,(A) représente le jeme

vecteur colonne de la matrice A.
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Construction de cette matrice

BB

f(er) fles) .. f(ep)

1 i 4

a1 a2 aip — Uy
mat(f) =| a1 a2 ... ap | 72

an‘] an2 e anp — Un
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f(er) fles) .. f(ep)
1 i 4
a1 a2 e aip — Uy
mat(f) =| a1 a2 ... ap | 72
‘%7(%, . . . .
ani ang e anp — Up

| \

Cas particuliers des endomorphismes

& Lorsque I'espace d’arrivée est le méme que celui de départ
(F = E), on choisit en général la méme base a l'arrivée qu’au
départ (%' = £), on note gj%z:(f) = m%at(f), c’est une matrice

carrée. )




Exemples

Exercice
Soit % = (ey, €2, €3) la base canonique de R® et soit
#' = (€,,€,) la base canonique de R?. Soit f I'application
linéaire de R dans R? définie pour tout (x,y,z) € R® par
f(x,y,z)=(2x—y+z,x+2y —32).
@ Déterminer A= mat(f).
BB

@ Déterminer B = &r?n%;‘l(f) ou #" = (€] +e5,€, —6,).




Exercice

Soit % = (ey, €2, €3) la base canonique de R® et soit
#' = (€,,€,) la base canonique de R?. Soit f I'application
linéaire de R dans R? définie pour tout (x,y,z) € R® par
f(x,y,z)=(2x—y+z,x+2y —32).
@ Déterminer A= mat(f).
BB

@ Déterminer B = &ry%;,(f) ou A" = (€] +e5,6] — &).

| A

Exercice

Déterminer I'application linéaire g définie de R® dans R?
donnée par :

6 -2 1
g’Q%’I(g)_<4 5 —1>
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Théoreme : caractérisation de l'identité et de I'application nulle

Soit E un R-ev de dimension n et soit % une base de E.
@ Soit f un endomorphisme de E, alors :
f=idp <~ mgt(f) =1
@ Soit F un R-ev de dimension p et soit %’ une base de F.
Soit f une application linéaire de E dans F, alors :
f=0 < mat(f)=0Opn
BA




Matrice d’'une application linéaire

Théoréme

Soient E et F deux R-ev, soit # une base de E et soit %’ une
base de F. Soient f et g deux applications linéaires de E dans
FetsoitAeR.Ona:

g;g(fw) g{gg{( )+ g;%i;(g) et g{%t(/l )=42 g{%i;( )
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Théoréme

Soient E et F deux R-ev, soit # une base de E et soit %’ une
base de F. Soient f et g deux applications linéaires de E dans
FetsoitAeR.Ona:

N
|

f)= f
g;%t(fw) g{%t(fﬂ%t(g)et%t(l )= /lmat()

Théoreme : caractérisation du produit

Soient E, F et G trois R-ev, soit £ une base de E, soit &' une
base de F et soit #” une base de G. Soit f (resp. g) une
application linéaire de E dans F (resp. F dans G), avec

f), al
A= Z,’f},(g) et B= mat() alors :

mg;(go f)=AxB= gfgtj,(g) X gj;-;g,‘(f)
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Cas particulier

Soit E un R-ev, soit Z une base de E et soient u et v deux
endomorphismes de E avec A= mat(u) et B= mat( v),ona

alors m;t(UO V)= m;t(u) X mg?t( ) Ax B, en partlculler

n
vneN, mat(u") = [mat(u)] =A"
% 2




Lien entre matrice et application linéaire

Théoréme

Soient # = (ey,...,ep) une base de E et #' = (u1,...,Un) Une
base de F. Soit f une application linéaire de E dans F.

Pour x € E, on pose X la matrice colonne des coordonnées de
x dans la base %, que I'on note : X = coﬂqrd(x) € Mp1(R)

et Y la matrice colonne des coordonnées de y = f(x) dans la
base #': Y = coord (f(x)) € 1 (R).

En posant: A= gj%t/‘(f), on a la relation suivante :

Y=AX i.e cog/rd(f(x)) = ggj{%z:(f) X coggrd(x)




Lien entre matrice et application linéaire

Exercice

Soit Z = (ey, €2, €3) la base canonique de R? et soit

#' = (€,,€,) la base canonique de R?. Soit f I'application
linéaire de R3 dans R? définie par sa matrice dans les bases %

. (1 -2 3
et%.A_gzgg(f)_<2 1 _s5

), calculer f(x,y, z).




Lien entre matrice et application linéaire

Définition : application linéaire canoniquement associée

Soit A € 4 p(R), on appelle application linéaire
canoniquement associée a A I'application linéaire f de RP dans
R" dont la matrice dans les bases canoniques de R et R" est
A.




Matrices carrées inversibles

Introduction

Lensemble (.#,(R),+, x) a une structure particuliere (structure
d’anneau...), on peut donc s’intéresser aux éléments
inversibles de cet ensemble. C’est a dire aux matrices

M e #»(R) pour lesquelles il existe une matrice N € .#,(R)
telle que Mx N=NxM=I,.Si M e .Z,(R) est inversible, son
inverse sera noté M.

v
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Introduction

Lensemble (.#,(R),+, x) a une structure particuliere (structure
d’anneau...), on peut donc s’intéresser aux éléments
inversibles de cet ensemble. C’est a dire aux matrices

M e #»(R) pour lesquelles il existe une matrice N € .#,(R)
telle que Mx N=NxM=I,.Si M e .Z,(R) est inversible, son
inverse sera noté M.

| A

Propriété
Si M et N sont deux matrices inversibles de .#,(RR) alors :

(MxN)"' =N x M

A\




Matrices carrées inversibles

Exemple : matrices diagonales inversibles

Soit D = diag(ay,...,an) € #n(R), alors D est inversible si et
seulement si les coefficients diagonaux sont tous non nuls,

auquelcasona:
D' = diag <1 1>

a1,...,an




Matrices carrées inversibles

Théoréme

Soient E et F deux R-ev de méme dimension n, soit % une
base de E et #’ une base de F, soit u une application linéaire
de E dans F, alors u est un isomorphisme de E vers F si et
seulement si 3'}7%2:(“) est inversible, si c’est le cas, alors :

-1
mat(u~") = | mat(u
mat(u™) [M< >]




Matrices carrées inversibles

Théoréme : caractérisation des matrices carrées inversibles

Soit A € .#x(R), alors les assertions suivantes sont
équivalentes :
@ Aestinversible.
@ Il existe une matrice B € .#,(R) telle que BA= I,.
@ Léquation AX = 0,1 d'inconnue X € .#,1(R) admet une
unique solution X = & 1.
Q VY e #,1(R), 'équation AX = Y d'inconnue X € .#,1(R)
admet une unique solution.
Q VY e 4,1(R), 'équation AX = Y d'inconnue X € .#,1(R)
admet au moins une solution.




Matrices carrées inversibles

Théoréme : caractérisation des matrices carrées inversibles

Soit A € .#x(R), alors les assertions suivantes sont
équivalentes :
@ Aestinversible.
@ Il existe une matrice B € .#,(R) telle que BA= I,.
@ Léquation AX = 0,1 d'inconnue X € .#,1(R) admet une
unique solution X = & 1.
Q VY e #,1(R), 'équation AX = Y d'inconnue X € .#,1(R)
admet une unique solution.
Q VY e 4,1(R), 'équation AX = Y d'inconnue X € .#,1(R)
admet au moins une solution.

Conséquence
Si BA= I, alors AB = I, (car A est inversible et donc B=A"1).




Matrices carrées inversibles

Soit A € .,(R). Montrer que si A est inversible alors A est
inversible et (‘fA)~1 =(A"").




Matrices carrées inversibles

Soit A € .,(R). Montrer que si A est inversible alors A est
inversible et (‘fA)~1 =(A"").

| A

Exercice

1 12 —1
SoitA=|0 2 1 avec A € R.

1 0 1
Déterminer en fonction de A si A est inversible ou non, si c’est
le cas, calculer A~1.

A\




Matrices carrées inversibles

Exercice

Soit A € .,(R). Montrer que si A est inversible alors A est
inversible et (‘fA)~1 =(A"").

1 12 —1
SoitA=|0 2 1 avec A € R.
1 0 1

Déterminer en fonction de A si A est inversible ou non, si c’est
le cas, calculer A~1.

Exercice

Soit T € .#,(R) une matrice triangulaire supérieure.

Montrer que T est diagonalisable si et seulement si ses
éléments diagonaux sont tous non nuls. Si c’est le cas, montrer
que T~ est également triangulaire supérieure.

| A

v




Matrices de passage

Définition

Soit E un R-ev, soit Z = (eq,...,€en) une base de E, soit

< = (X1,...,Xp) une famille de vecteurs de E, on appelle
matrice du systeme . dans la base %, la matrice A € .#pp(R)
définie par : V(i,j) € [1,n] x [1,p], a; est la coordonnée sur g;
de x;. En d’autres termes, pour j € [1,p], le j°™ vecteur colonne
de Aest ¢j(A) = coggrd(x,-). Cette matrice est notée &4 o et

appelée matrice de passage de # a .7, elle exprime les
vecteurs de . dans la base #.




Matrices de passage

Construction de cette matrice de passage

X4 X2
+ ]
air a2

Py.v=|a1 a2

am anpe

Xp
!
aip
azp

anp

—> vecteurs de .¥’

—> coordonnée sur e; premier vecteur de %

—> coordonnée sur e, deuxiéme vecteur de Z

— coordonnée sur e, dernier vecteur de %




Matrices de passage

Soit 4 la base canonique de R3 et . = {(1,—1,0);(2,-1,3)}.
Déterminer la matrice de passage de la base % au systeme .&.




Matrices de passage

Exercice

Soit 4 la base canonique de R3 et . = {(1,—1,0);(2,-1,3)}.
Déterminer la matrice de passage de la base % au systeme .&.

Exercice

Soit # = {ey, ez, €3} la base canonique de R® et
B ={e1,61+ez,61+ex+es}.
@ Montrer que %’ est une base de R3.

© Déterminer la matrice de passage de la base %
alabase #'.




Matrices de passage

Théoréme : caractérisation des bases

Soit % une base de E, et soit #' = (xq,...,Xn) une famille de n
vecteurs de E, alors %’ est une base de E si et seulement si la
matrice de passage de # a %’ est inversible.




Matrices de passage

Théoréme : caractérisation des bases

Soit % une base de E, et soit #' = (xq,...,Xn) une famille de n
vecteurs de E, alors %’ est une base de E si et seulement si la
matrice de passage de # a %’ est inversible.

Interprétation de la matrice de passage entre deux bases
Soient # et #' deux bases de E.

On considere idg : (E,%4') — (E, %) avec 4’ comme base
au départ et # comme base a l'arrivée, on a la relation :

P . = mat(id,
2.5 gg,ﬂ( E)




Matrices de passage

Théoreme : application

Soient £, %' et #" trois bases de E, on a:

1
Popgs=Paw| e Papz=PaaxPyz




Formules du changement de bases

Théoréme

Soient # et %’ deux bases de E, soit x € E, on pose
X= cogrd(x) et X' = cogg,rd(x), on a les formules suivantes :

X= c@%’v@/ x X et X = @ﬂ/,@ x X = [3?@33/] - x X




Formules du changement de bases

Théoréme

Soient % et %’ deux bases de E, soit x € E, on pose
X= cogrd(x) et X' = cogg,rd(x), on a les formules suivantes :

X= c@@v@/ x X et X = @ﬂ/,g x X = [@g&g/] - x X

v

Exercice

Soientuy =(1,1,-1), o =(—1,1,1) etuz =(1,-2,1).
@ Montrer que la famille {uy, U, us} forme une base de R®.

@ Exprimer les coordonnées de v = (1,0,1) dans cette
nouvelle base.

A\




Formules du changement de bases

Théoréme

Soient %1, #; deux bases de E et P= P, 5 la matrice de
passage, soient %, %, deux bases de F et soit Q = ﬂ%% la
matrice de passage, soit u une application linéaire de E dans
F, on pose A= mat (u), A = mat (u), on a la relation :

B, By B, B,

A=Q '"xAxP




Formules du changement de bases

Théoréme cas des endomorphismes

Soient # et %' deux bases de E et soit P = #4 4 |la matrice
de passage, soit u un endomorphisme de E,si on pose
A= m;t(u) et A = n%qt(u), alors on a la relation :

A=P 1xAxP




Formules du changement de bases

Théoréme cas des endomorphismes

Soient # et %' deux bases de E et soit P = #4 4 |la matrice
de passage, soit u un endomorphisme de E,si on pose
A= m;t(u) et A = n%a,t(u), alors on a la relation :

A=P 1xAxP

| \

Exercice
Soit % la base canonique de R? et soit u un endomorphisme

de R? défini par A= mat(u) = (_2 _1).

1 2
On pose %' = {(1,1);(1,—1)} une base de R?.
@ Calculer la matrice de u dans la base #'.
@ En déduire I'expression de u"(x, ).




Matrices semblables

Définition

Soient A, B € .#»(R), on dit que les matrices A et B sont
semblables si et seulement si il existe une matrice carrée
inversible P telle que :

A=P 1'xBxP




Matrices semblables

Définition

Soient A, B € .#,(R), on dit que les matrices A et B sont
semblables si et seulement si il existe une matrice carrée
inversible P telle que :

A=P 1'xBxP

Remarques

@ Les matrices d’'un endomorphisme dans deux bases sont
semblables.

© Deux matrices sont semblables lorsque ce sont deux
matrices d'un méme endomorphisme exprimées dans
deux bases (P étant la matrice de passage).




Trace d’'un endomorphisme

Théoreme
Soient A, B € .#,(R), on a la propriété suivante :

tr(Ax B) = tr(B x A)




Trace d’'un endomorphisme

Théoreme

Soient A, B € .#,(R), on a la propriété suivante :

ir(Ax B) =tr(B x A)

Théoréme : conséquence

Si Ae #,(R) et si P est inversible alors :

tr(A) = tr (P—1 x Ax P)

\




Trace d’'un endomorphisme

Définition

Soit u un endomorphisme de E et soit % une base de E, on
appelle trace de 'endomorphisme u le scalaire noté tr(u) et
défini par :

tr(u)=tr <n7%at(u)>

ce scalaire est indépendant de la base Z choisie.




Trace d’'un endomorphisme

Définition

Soit u un endomorphisme de E et soit % une base de E, on
appelle trace de 'endomorphisme u le scalaire noté tr(u) et
défini par :

tr(u)=tr <n7%at(u)>

ce scalaire est indépendant de la base Z choisie.

Théoreme : rappel
Lapplication trace est une forme linéaire non nulle qui vérifie :

tr(uov)=tr(vou)

ou u et v sont deux endomorphismes de E.




Pour se rassurer ou pas...

Soit uy =(1,1,0), v, =(0,1,1), u3 =(1,0,1) et ug = (—1,2,—-1)
quatre éléments de R3.
1) La famille {uy, Us, Us, Uy} peut-elle étre une base de R3?




Pour se rassurer ou pas...

Sujet de mai 2011 modifié
Soit uy =(1,1,0), v, =(0,1,1), u3 =(1,0,1) et ug = (—1,2,—-1)
quatre éléments de R3.

1) La famille {uy, Us, Us, Uy} peut-elle étre une base de R3?

Non car la famille {uy, uo, U3, us} n'est pas libre, en effet,
card({uy,Us, U3, Ug}) = 4 # dimR3.




Pour se rassurer ou pas...

Soit uy =(1,1,0), uo =(0,1,1), us =(1,0,1) et ug = (-1,2,—-1)
quatre éléments de RR3.
2) Soit {ey, e, 3} la base canonique de R3. Quelle est la
matrice de passage P de la base canonique {e1, e2,e3} a
la famille {uy, Up, uz} ?




Pour se rassurer ou pas...

Soit uy =(1,1,0), uo =(0,1,1), us =(1,0,1) et ug = (-1,2,—-1)
quatre éléments de RR3.
2) Soit {ey, e, 3} la base canonique de R3. Quelle est la
matrice de passage P de la base canonique {e1, e2,e3} a
la famille {uy, Up, uz} ?

10 1
P={1 10
01 1




Pour se rassurer ou pas...

Sujet de mai 2011 modifié
Soit uy =(1,1,0), uo =(0,1,1), us =(1,0,1) et ug = (-1,2,-1)
quatre éléments de R3.

3) Montrer que {uy,us, U3} est une base de R3.




Pour se rassurer ou pas...

Sujet de mai 2011 modifié
Soit uy =(1,1,0), uo =(0,1,1), us =(1,0,1) et ug = (-1,2,-1)
quatre éléments de R3.

3) Montrer que {uy,us, U3} est une base de R3.

1 0 1
det(P)=det{1 1 0| =2#0
01 1

donc d’apres le théoreme de caractérisations des bases,
{uy, Up,us} est une base de R®.




Pour se rassurer ou pas...

Sujet de mai 2011 modifié
Soit uy =(1,1,0), uo =(0,1,1), us =(1,0,1) et ug = (-1,2,-1)
quatre éléments de R3.

4) Calculer P~ en utilisant la méthode de votre choix.




Pour se rassurer ou pas...

Sujet de mai 2011 modifié
Soit uy =(1,1,0), uo =(0,1,1), us =(1,0,1) et ug = (-1,2,-1)
quatre éléments de R3.

4) Calculer P~ en utilisant la méthode de votre choix.




Pour se rassurer ou pas...

Sujet de mai 2011 modifié

5) Soit f 'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base
canonique est

(a) En utilisant les matrices de changement de base, donner la
matrice J de f dans la base {uq, u», U3 }.

>
I
~
rl— O Nl
|
roi— MM~
nolor — pol—




Pour se rassurer ou pas...

Sujet de mai 2011 modifié

5) Soit f 'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base
canonique est

(a) En utilisant les matrices de changement de base, donner la
matrice J de f dans la base {uq, u», U3 }.

>
I
~
rl— O Nl
|
roi— MM~
nolor — pol—




Pour se rassurer ou pas...

Sujet de mai 2011 modifié

5) (b) Utiliser A pour calculer f(uy), f(u2) et f(uz) en fonction de
uy, Uo et uz. Retrouver ainsi la matrice J.




Pour se rassurer ou pas...

Sujet de mai 2011 modifié

5) (b) Utiliser A pour calculer f(uy), f(u2) et f(uz) en fonction de
uy, Uo et uz. Retrouver ainsi la matrice J.

2
Ax Uy = (2) =2 x U, :>f(u1):2.u1 +0.u>+0.u3
0




Pour se rassurer ou pas...

Sujet de mai 2011 modifié

5) (b) Utiliser A pour calculer f(uy), f(u2) et f(uz) en fonction de
uy, Uo et uz. Retrouver ainsi la matrice J.

2
Ax Uy = (2) =2 x U, :>f(u1):2.u1 +0.u>+0.u3
0

1
Ax U = (3) =Ui+2x U= f()=1.u1 +2.u2+0.u3
2




Pour se rassurer ou pas...

Sujet de mai 2011 modifié

5) (b) Utiliser A pour calculer f(uy), f(u2) et f(uz) en fonction de
uy, Uo et uz. Retrouver ainsi la matrice J.

2

Ax U =|2 :2><U1#f(u1):2.U1+0.U2+0.U3
0
1

AxU>= |3 :U1—|—2><U2$f(U2)=1.U1+2.U2—|—0.U3
2
2

AxUs=|1]|=Us+2x U= f(u3) =0.us +1.up+2.u3
3




Pour se rassurer ou pas...

Sujet de mai 2011 modifié

5) (b) Utiliser A pour calculer f(uy), f(u2) et f(uz) en fonction de
uy, Uo et uz. Retrouver ainsi la matrice J.

2

Ax U =|2 :2><U1#f(u1):2.U1+0.U2+0.U3
0
1

AxU = |3 :U1—|—2><U2$f(U2)=1.U1—{—2.U2—|—0.U3
2
2

AxUs=|1]|=Us+2x U= f(u3) =0.us +1.up+2.u3
3

D’ou :

210
J=({0 2 1
0 0 2




Pour se rassurer ou pas...

Sujet de mai 2011 modifié

6) Montrer que I'on peut écrire J = D+ N ou D est une
matrice diagonale, N est nilpotente d’ordre 3 (i.e.
N3 = 03(R)). Montrer que D et N commutent.




Pour se rassurer ou pas...

Sujet de mai 2011 modifié

6) Montrer que I'on peut écrire J = D+ N ou D est une
matrice diagonale, N est nilpotente d’ordre 3 (i.e.
N3 = 03(R)). Montrer que D et N commutent.

2 00 010
J=D+NavecD=|0 2 0] =2LetN=|0 0 1].

0 0 2 0 0O




Pour se rassurer ou pas...

Sujet de mai 2011 modifié

6) Montrer que I'on peut écrire J = D+ N ou D est une
matrice diagonale, N est nilpotente d’ordre 3 (i.e.
N3 = 03(R)). Montrer que D et N commutent.

2 00 010
J=D+NavecD=|0 2 0] =2LetN=|0 0 1].

0 0 2 0 0O
0 0 1 0 0O
Onremarqueque N>= (0 0 0| etN°=|0 0 O],
0 0O 0 0O

donc pour tout k > 3, Nk = (0).
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6) Montrer que I'on peut écrire J = D+ N ou D est une
matrice diagonale, N est nilpotente d’ordre 3 (i.e.
N3 = 03(R)). Montrer que D et N commutent.

2 00 010
J=D+NavecD=|0 2 0] =2LetN=|0 0 1].

0 0 2 0 0O
0 0 1 0 0O
Onremarqueque N>= (0 0 0| etN°=|0 0 O],
0 0O 0 0O

donc pour tout k > 3, Nk = (0).

DxN=2kKxN=2N=N x D donc D et N commutent.
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7) En déduire J" pour n entier naturel. Comment calculer A" ?
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7) En déduire J" pour n entier naturel. Comment calculer A" ?

Les matrices D et N commutent, on peut alors appliquer la
formule du binbme de Newton et en déduire que pour tout
entier naturel n> 2 :

n
J'=(D+N)"=Y (Z) D"k NK=D"+n.D"" N+ <g) D2 N?
k=0

soit pour tout entier naturel n > 2

on n2n—1 n(n2—1)2n_2
J”(o 2n n2n-1 )

0 0 2"
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7) En déduire J” pour n entier naturel. Comment calculer A" ?

De J = P 'AP, on en déduit :
J71=P AP x---x P~1AP = P~1 A"P soit A" = PJ"P~".




