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Généralités

Définition
On appelle équation de récurrence linéaire d’ordre 1 a
coefficients constants toute équation du type :

Up+1 +auy = £(t)

ou a € R* et f est une fonction a valeurs dans R. Résoudre
cette équation, c’est trouver toutes les suites réelles (U)o
dont les termes veérifient I'égalité pour tout indice t.




Généralités

Définition
On appelle équation de récurrence linéaire d’ordre 1 a
coefficients constants toute équation du type :

Upy1 + aup = f(t)

ou a € R* et f est une fonction a valeurs dans R. Résoudre
cette équation, c’est trouver toutes les suites réelles (U)o
dont les termes veérifient I'égalité pour tout indice t.

Ui = auy avec a € R* : on sait que les suites qui vérifient cette
équation sont par définition les suites géométriques de raison
a, et elles s’écrivent : u; = uga' pour tout t entier.




Généralités

Définition
On appelle équation de récurrence linéaire d’ordre 2 toute
équation du type :

Urro + aUpiq + bup = £(t)

ou b e R* et f est une fonction a valeurs dans R.




Généralités

Définition
On appelle équation de récurrence linéaire d’ordre 2 toute
équation du type :

Urro + aUpiq + bup = £(t)

ou b e R* et f est une fonction a valeurs dans R.

Remarque

On définirait de la méme facon des équations de récurrence
linéaire d’ordre n quelconque.
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Généralités

Définition

Si on a une équation de récurrence linéaire d’ordre
quelconque, I'équation obtenue en supprimant le terme f(t)
s’appelle I'équation homogéne associée.




Généralités

Définition

Si on a une équation de récurrence linéaire d’ordre
quelconque, I'équation obtenue en supprimant le terme f(t)
s’appelle I'équation homogéne associée.

Proposition : Dépendance des conditions initiales

Soit o, a1, ..., =1 N réels. |l existe une unique solution u telle
que uj=a;pouri=0,1,...n—1.




Généralités

Définition
Si on a une équation de récurrence linéaire d’ordre

quelconque, I'équation obtenue en supprimant le terme f(t)
s’appelle I'équation homogéne associée.

Proposition : Dépendance des conditions initiales

Soit o, a1, ..., =1 N réels. |l existe une unique solution u telle
que uj=a;pouri=0,1,...n—1.

Remarque

Une solution (c’est a dire une suite (u;)) s’appelle parfois une
trajectoire.




Généralités

Proposition : Dépendance des conditions initiales

Les solutions d’'une équation linéaire homogene d’ordre n
forment un R—espace vectoriel de dimension n.




Généralités

Proposition : Dépendance des conditions initiales

Les solutions d’'une équation linéaire homogene d’ordre n
forment un R—espace vectoriel de dimension n.

Proposition : Propriété fondamentale

On obtient toutes les solutions d’une équation de récurrence
linéaire en ajoutant la solution générale de I'équation
homogene associée a une solution particuliere de I'équation
complete.




Cas de l'ordre 1

Proposition
Soit
Uty1 = aug + f(t)
une équation d’ordre 1. La solution de I'équation homogéne
associée est donnée par :

u=21al oudeR




Cas de l'ordre 1

Proposition
Soit

Uty1 = auy + f(t)

une équation d’ordre 1. La solution de I'’équation homogéne
associée est donnée par :

u=Aa ouieR

| \

Exemple
Résoudre u;, 1 —7u; = t.

A\




Cas de l'ordre 1

Soit

Uty1 = auy + f(t)

une équation d’ordre 1. La solution de I'’équation homogéne
associée est donnée par :

u=Aa ouieR

| \

Exemple

Résoudre u;, 1 —7u; = t.
La solution de I'équation homogéne u;, 1 — 7u; = 0 associée est
donnée par :

u=2A7" avecAeR

A\




Cas de l'ordre 1

Proposition
Soit

Urrq = aus+f(t)

une équation d’ordre 1. La solution de I'’équation homogéne
associée est donnée par :

u=2Aa ouieR

Remarque

| A\

Il reste a trouver une solution particuliere de I'équation
complete.
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Cas de l'ordre 1

Quand le second membre f(t) est une constante b :

@ Sia=1, il existe une solution particuliere qui est bt.
Les suites solutions sont donc de la forme :

U= A+ bt
@ Si a+# 1, il existe une solution qui est la suite constante
b
1 - a. . 0 ye
Les suites solutions sont donc données par :

b
_ t
ur=Aa +—1_a




Cas de l'ordre 1

Quand le second membre f(t) est de la forme r!P(t) ol r € R et
P est un polynéme :

@ sir# a, il existe une solution particuliére qui est r'Q(t), ou
Q est un polynbme de méme degré que P.
Les suites solutions sont donc données par :

ur=Aa +r'Q(t)

@ Sir = a, il existe une solution particuliére qui est tr'Q(t),
ou Q est un polynéme de méme degré que P.
Les suites solutions sont donc données par :

ur=Aa +tr'Q(t)




Cas de l'ordre 1

Résoudre (E) : Uy 1 —7us=t.




Cas de l'ordre 1

Exemple

Résoudre (E) : Uy 1 —7us=t.

La solution de I'’équation homogeéne u;. 1 — 7u; = 0 associée est
donnée par :

u=2A7" avecAeR




Cas de l'ordre 1

Exemple

Résoudre (E) : up 1 —7us=t.

La solution de I'’équation homogeéne u;. 1 — 7u; = 0 associée est
donnée par :

u=2A7" avecAeR

Recherchons les solutions particuliéres de (E) de la forme
vi=at+ b.

V—_lt_l
=76 36

Vvt = at + b est solution de (E) «— Vigr—7vi=t
<~ a(t+1)+b-7(at+b)=t
= —6at+(a—6b)=t

1 1
=




Cas de l'ordre 1

Exemple

Résoudre (E) : up 1 —7us=t.
La solution de I'’équation homogeéne u;. 1 — 7u; = 0 associée est
donnée par :

u=A7" avecAeR

Les solutions particulieres de (E) sont les suites de la forme
Vi = —%t— 3176

Les solutions de (E) sont les suites de la forme

1.1
= A.7'— ~t— — avec A réel
Ui Gt 36 avec A ree




Cas de l'ordre 2 : Définitions

Définition

Soit (E) : Upyp=aup1+bus+f(t) avec b+#0 et f que 'on
appelle le second membre. Léquation homogene associée est
I'équation :

(EH) i Uppo = a1 + bu




Cas de l'ordre 2 : Définitions

Définition
Soit (E) : upo=aupq+bui+f(t) avec b#0 et f que 'on
appelle le second membre. Léquation homogene associée est
I'équation :

(EH) © Upyp = @l 1+ bug

| A

Définition
On appelle équation caractéristique associée a (EH) ou a (E)
I'équation d’inconnue r € R définie par :

rr=ar+ber’—ar—b=0




Cas de I'ordre 2 : Résolution de (EH)

Soit r2 — ar — b = 0 I'équation caractéristique associée a (EH).
Alors :




Cas de I'ordre 2 : Résolution de (EH)

Soit r2 — ar — b = 0 I'équation caractéristique associée a (EH).
Alors :

@ SiI'équation caractéristique a deux racines distinctes ry et
r» dans R, les solutions de (EH) sont les suites données
par : us = Aqrf+Aor} ol A4 et A sont deux éléments de R
quelconques.




Cas de I'ordre 2 : Résolution de (EH)

Soit r2 — ar — b = 0 I'équation caractéristique associée a (EH).
Alors :

@ SiI'équation caractéristique a deux racines distinctes ry et
r» dans R, les solutions de (EH) sont les suites données
par : us = Aqrf+Aor} ol A4 et A sont deux éléments de R
quelconques.

@ SiI'équation caractéristique a une solution double ry dans
R, les solutions de (EH) sont les suites données par :
ur = (Mt+2A2) rf ol Ay et A, sont deux éléments de R
quelconques.




Cas de I'ordre 2 : Résolution de (EH)

Remarque

Cette proposition régle le probleme dans le cas ou I'équation
caractéristigue admet des racines réelles. Mais si son
discriminant est strictement négatif, elle n’admet aucune racine
réelle mais deux racines complexes conjuguées z; et z; . On
montre qu’alors, les suites réelles solutions de (EH) sont les
suites données par :




Cas de I'ordre 2 : Résolution de (EH)

Remarque

Cette proposition régle le probleme dans le cas ou I'équation
caractéristigue admet des racines réelles. Mais si son
discriminant est strictement négatif, elle n’admet aucune racine
réelle mais deux racines complexes conjuguées z; et z; . On
montre qu’alors, les suites réelles solutions de (EH) sont les
suites données par :

Proposition

| A\

Ur = |z1|" (A1 cos @ + Az sin tO)

ou 6 = arg(zy)(2r) et A4 et A, sont deux réels quelconques.




Cas de l'ordre 2 : Solutions particulieres

Proposition

Soit (1) : Utyo = aupq1 + buy +1(t) une équation de
récurrence linéaire d’ordre 2. On suppose que le second
membre f(t) est de la forme f(t) = r'P(t) ou r € R et P est un
polynéme. Léquation (1) admet alors une solution (v;) qui est
de la forme :

@ v; = rtQ(t) si r nest pas solution de I'équation
caractéristique

@ v; = tr'Q(t) si r est racine simple de I'équation
caractéristique

@ v; = t2r'Q(t) si r est racine double de I'équation
caractéristique

avec, dans tous les cas, Q qui est un polynéme de méme
degré que P.




Cas de I'ordre 2 : Résolution de (EH)

Résoudre I' équation de récurrence suivante en exprimant les
solutions en fonction des deux premiers termes ug et uy :
Uty2 —2Up11 +4u =2t —1 Up=0 uy =3 avec vi=at+b




Cas de I'ordre 2 : Résolution de (EH)

Exercice

Résoudre I' équation de récurrence suivante en exprimant les
solutions en fonction des deux premiers termes ug et uy :

Uty —2Up 1 +4U =2t -1 Uup=0 uy =3 avec vy=at+b

(E) DUt — 2UH—1 +4us =2t—1
(EH) : ut1 0 —2us 1 +4u; =0

(EC):r2—2r+4:0<:> r=1—+v3iour=1++v3i
— r=2e's our=2€s
Les solutions de (EH) sont les suites de la forme

T

up = 2! (/11 cos( .

t)+7Lgsin(gt)> avec Ay et A, réels




Cas de I'ordre 2 : Résolution de (EH)

Exercice

Résoudre I' équation de récurrence suivante en exprimant les
solutions en fonction des deux premiers termes ug et uy :
Uty —2Up 1 +4U =2t -1 up=0 uy =3 avec vy =at+b

Recherchons les solutions particuliéres de (E) de la forme
vi = at+b.

Vi = at+bestsolutionde (E) <= Vio—2Vi 1 +4v;=2f—1

— 3at+3b=2t—1
2 1

= a=—-etb=—-
3 3

2 1

— Vi= —t— =

3 3




Cas de I'ordre 2 : Résolution de (EH)

Exercice

Résoudre I’ équation de récurrence suivante en exprimant les
solutions en fonction des deux premiers termes ug et uy :
Utyo —2Up11 +4u =2t —1 Uuy=0uy =3 avecvi=at+b

Les solutions de (E) sont les suites de la forme

T

up = 2! (/11 cos( .

. 2. 1 )
f) +7Lg$ln(gt)> + §t_ 5 avec A1 et A, réels




Cas de I'ordre 2 : Résolution de (EH)

Exercice

Résoudre I' équation de récurrence suivante en exprimant les
solutions en fonction des deux premiers termes g et uy :
Utyo —2Up 1 +4u =2t —1 up=0 uy =3 avec vi=at+b

Les solutions de (E) sont les suites de la forme

_ ot @ CTAT :
ur=2 (/11 cos(3 f) +7Lgsm(3 t)> + 31‘ 5 avec A1 et Ap réels

En considérant ugy et uy on obtient :

1 n. 7V3 ..,&m 2. 1
_ot| i i i
ur =2 <Scos(3t)+ 9 s:n(st)>+3t 3




Notion de stabilité

Définition

Soit (1) : Utrn = @n—1Ut1n-1+an_gUtyn-2+....+aur + f(t) une
équation de récurrence linéaire a coefficients constants d’ordre
n. On appelle équilibre toute suite stationnaire solution de (1).




Notion de stabilité

Définition

Soit (1) : Utrn = @n—1Ut1n-1+an_gUtyn-2+....+aur + f(t) une
équation de récurrence linéaire a coefficients constants d’ordre
n. On appelle équilibre toute suite stationnaire solution de (1).

Remarque

Il est clair qu'’il ne peut y avoir d’équilibre que si f est une
fonction constante. Supposons que f(t) = ¢ une constante.
Un équilibre x, est alors solution de :

Xe =an-1Xe+ ...+ 8Xe+C= Xe(1—an1—...—a@)=¢C




Notion de stabilité

Remarque

Xe =an_1Xe+....+aXe+C=Xe(1—an1—...—a@)=cC

Plusieurs cas se présentent :

@ Si(1—ap1—...—ap) #0, il existe un seul équilibre
Xe=c/(1—ap_1—...—a)
@ Si(1—ap1—...—ap) =0, deux cas possibles :

e Sic=0, tout réel est un équilibre
e Sic#0,ilny apas déquilibre.




Notion de stabilité

Définition

On dit que le processus décrit par I'équation est globalement
stable si toutes les trajectoires sont convergentes.

Si toutes les trajectoires convergent vers le méme équilibre (ce
qui implique gqu’il est le seul équilibre), on dit que I'équilibre est
globalement stable.

Si xe est un équilibre, on définit 'ensemble de stabilité de x,
comme étant le sous ensemble S,, de R" formé des conditions
initiales pour lesquelles les trajectoires convergent vers xe.




Notion de stabilité

Proposition

Soit z un complexe, t € N et 6 un réel. Alors les z! | tz! et
|z| tX cos Bt convergent vers 0 ssi |z| < 1.




Notion de stabilité

Proposition

Soit z un complexe, t € N et 6 un réel. Alors les z! | tz! et
|z| tX cos Bt convergent vers 0 ssi |z| < 1.

| A\

Proposition

Soit x;1 2 = ax;.1 + bx; une équation de récurrence linéaire
d’ordre 1 ou 2 (1 si b= 0). Alors I'équilibre est globalement
stable ssi toutes les racines de I'équation caractéristique sont
de module strictement inférieur a 1.

\




Notion de stabilité

Proposition

Soit z un complexe, t € N et 6 un réel. Alors les z! | tz! et
|z| tX cos Bt convergent vers 0 ssi |z| < 1.

Proposition

Soit x;1 2 = ax;.1 + bx; une équation de récurrence linéaire
d’ordre 1 ou 2 (1 si b= 0). Alors I'équilibre est globalement
stable ssi toutes les racines de I'équation caractéristique sont
de module strictement inférieur a 1.

Proposition

Soit P(A) = A2+ aA + b un polynéme du second degré a
coefficients réels. Alors les modules de ses racines (réelles ou
complexes) sont strictement inférieurs a 1 ssi
P(1)>0,P(—1)>0et|b| < 1.




Notion de stabilité

Exercice

C; désigne la consommation durant la période t, Y; le revenu
durant cette période et /; 'investissement pendant cette
période. On suppose que :

Ci=-2Y14
Iy = —2(Ct— Ct,1)+l

ou / est une constante (investissement autonome).

@ En utilisant la relation Y; = C; + Iy , montrer que la suite
(Y;) est solution de I'équation de récurrence :
Yi—2Yi 1+4Yio=1

© Montrer que cette équation admet une solution constante.
© Ecrire la solution générale de cette équation.
© Déterminer le comportement asymptotique de ( Y;).




