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Introduction

Dans tout le chapitre, E désigne un espace vectoriel sur K

(K =R ou C) de dimension finie n. Z(E) est I'espace vectoriel
des endomorphismes de E et .#,(K) I'espace vectoriel des
matrices carrées d’'ordre n a coefficients dans K.




Vecteurs propres-Sous espaces propres

Définition

¢ Soit f € Z(E) et A sa matrice dans une base de E. Un
scalaire 1 est appelé une valeur propre de f (ou de A) s'il existe
un vecteur V de E* tel que f(V)=AV.




Vecteurs propres-Sous espaces propres

Définition

¢ Soit f € Z(E) et A sa matrice dans une base de E. Un
scalaire 1 est appelé une valeur propre de f (ou de A) s'il existe
un vecteur V de E* tel que f(V)=AV.

¢ Si A est une valeur propre de f, tout vecteur V de E tel que

f(V) = AV s’appelle un vecteur propre relatif a la valeur propre
A.




Vecteurs propres-Sous espaces propres

Définition

¢ Soit f € Z(E) et A sa matrice dans une base de E. Un
scalaire 1 est appelé une valeur propre de f (ou de A) s'il existe
un vecteur V de E* tel que f(V)=AV.

¢ Si A est une valeur propre de f, tout vecteur V de E tel que
f(V) = AV s’appelle un vecteur propre relatif a la valeur propre
A. Lensemble de tous les vecteurs propres relatifs a la valeur
propre A est un sev, que I'on appelle le sous espace propre
relatif a la valeur propre A et que I'on note E(1).




Vecteurs propres-Sous espaces propres

4 Un endomorphisme f de E est dit diagonalisable s'il existe
une base de E dans laquelle la matrice de f est diagonale.




Vecteurs propres-Sous espaces propres

Définition

4 Un endomorphisme f de E est dit diagonalisable s’il existe
une base de E dans laquelle la matrice de f est diagonale.
C’est équivalent a dire qu’il existe une base de E formée de
vecteurs propres.




Vecteurs propres-Sous espaces propres

Définition

4 Un endomorphisme f de E est dit diagonalisable s'il existe
une base de E dans laquelle la matrice de f est diagonale.
C’est équivalent a dire qu’il existe une base de E formée de
vecteurs propres. Les éléments diagonaux de la matrice de f
dans cette base sont alors des valeurs propres de f.




Vecteurs propres-Sous espaces propres

Définition

4 Un endomorphisme f de E est dit diagonalisable s'il existe
une base de E dans laquelle la matrice de f est diagonale.
C’est équivalent a dire qu’il existe une base de E formée de
vecteurs propres. Les éléments diagonaux de la matrice de f
dans cette base sont alors des valeurs propres de f.

¢ Une matrice A de .#,(K) est dite diagonalisable si elle est
semblable a une matrice diagonale. C’est équivalent a dire que
A est la matrice dans une base d’'un endomorphisme
diagonalisable.




Vecteurs propres-Sous espaces propres

Proposition

Soit f € Z(E). Un scalaire A est valeur propre de f ssi
(f —Aldg) est non injective et alors E(A) = ker(f — A ldE).




Polynéme caractéristique

Définition
Soit f un endomorphisme de E, de matrice A dans une base
2. Alors le polynéme

P(X) = Pa(X) = det(A— XI)

ne dépend pas de la base choisie. On I'appelle le polynéme
caractéristique de f (ou de A). Il s’écrit :

Pi(X) = (—1)" X"+ (=1)" T TH(A) X" + ... + det(A)




Polynéme caractéristique

Preuve

Si %’ est une autre base et P la matrice de passage de % a
%', on sait que f a pour matrice A' = P~1AP dans la base %'
Mais alors :

det(A' —XI) = det(P~1AP—XP~'P)=det [P—1 (A— XI) P}

- (detP’1)det(A—Xl)(detP)
—  det(A— XI) = Pa(X)

Le polynéme est donc indépendant de la base choisie.




Polynéme caractéristique

aj1—X - ain
Calculons det(A— XI) = : :
an - am—X

Si on développe par rapport a une colonne, on voit apparaitre
le terme (a1 — X)...(ann — X), tous les autres termes ne
comportant qu’'au plus (n—2) facteurs (a; — X).




Polynéme caractéristique

Preuve

Les seuls termes en X" et X"~ viennent donc du
développement de (aj1 — X)...(ann — X), ce qui donne

(=1)" X"+ (=1)"" (X2, a;) X"~ (Au passage, comme ce
polynéme ne dépend pas de la base, ce résultat montre que la
trace de deux matrices semblables est la méme, donc que la
trace ne dépend que de 'endomorphisme).

Comme il est clair que P(0) = det A, le terme constant du
polyndme caractéristique est bien det(A).




Polynéme caractéristique

Proposition

On dit que A est une valeur propre de f (ou de A) ssi A est
racine du polynéme caractéristique.




Polynéme caractéristique

Proposition

On dit que A est une valeur propre de f (ou de A) ssi A est
racine du polynéme caractéristique.

| A

Remarque

Un endomorphisme d’'un R-ev peut ne pas admettre de valeur
. cosox —sinQ
propre. Par exemple f de matrice : < ) ) , avec
SIin & cos X
o # krr, n"admet pas de valeur propre, son polynéme
caractéristique vaut en effet : X> —2Xcoso +1.

A\




Diagonalisation

Définition

Soit f un endomorphisme de E, A sa matrice dans une base
quelconque de E, A une valeur propre de f (ou de A) et P(X) le
polynéme caractéristique de f (ou de A). On appelle ordre de
multiplicité de A son ordre de multiplicité comme racine de
P(X), c’est a dire que son ordre de multiplicité est 'unique
entier naturel non nul mtel que : P(X) = (X —21)"Q(X) avec
Q(1) #0.




Diagonalisation

Soit A une valeur propre de f d’ordre de multiplicité met E(1)
le sous espace propre associé. Alors :

1<dimE(A)<m




Diagonalisation

Lemme

Soit A une valeur propre de f d’ordre de multiplicité met E(1)
le sous espace propre associé. Alors :

1<dimE(A)<m

| A

Lemme

Soit 1,2, ...,As des valeurs propres de f, deux a deux
distinctes et E(A;) les sous espaces propres correspondants.
Alors la somme E(A) + E(A2) + ... + E(As) est directe.

A\




Diagonalisation

Théoréeme

Soit f € Z(E). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est diagonalisable.

(i) P¢(X) admet toutes ses racines dans K et pour chaque
valeur propre A;, d’'ordre de multiplicité m;, on a : m; = dim E(4;).
(iii) Si A4, ..., Ar sont les différentes valeurs propres de f, alors
E=EM)®...aEX).




Diagonalisation

Théoréeme

Soit f € Z(E). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est diagonalisable.

(i) P¢(X) admet toutes ses racines dans K et pour chaque
valeur propre A;, d’'ordre de multiplicité m;, on a : m; = dim E(4;).
(iii) Si A4, ..., Ar sont les différentes valeurs propres de f, alors
E=EM)®...aEX).

Corollaire

Si le polynéme caractéristique de f a toutes ses racines
simples, alors f est diagonalisable.

| \

\




Diagonalisation : Exercices

Exercice

Pour chacune des matrices suivantes, dire si elle est
diagonalisable dans R, et dans I'affirmative, diagonalisez-la.

3 2 f
A_<§:§) B_<_54$> c=[(o0e60
123




Diagonalisation : Exercices

Exercice

Pour chacune des matrices suivantes, dire si elle est
diagonalisable dans R, et dans I'affirmative, diagonalisez-la.

3 2 f
A_<§:§) B_(_S4$> c=[(o0e60
123

Montrer que la matrice suivante n’est pas diagonalisable.

4 00
A=|-1 4 0
0 2 4




Diagonalisation : Exercices

Exercice

a-(23)




Diagonalisation : Exercices

Exercice

a-(23)

-2
—3-X

PA(X):det< ZEX ):(2_)()(—3—)()+4




Diagonalisation : Exercices

Exercice

a-(23)

PA(X) = det ( 2x

2

3 x ) =(2-X)(-3-X)+4

Pa(X) = (X =1)(X+2)




Diagonalisation : Exercices

Exercice

a-(23)

2
—3-X

PA(X):det< 2x ):(2_)()(—3—)()+4

Pa(X) = (X =1)(X+2)

A admet deux valeurs propres réelles distinctes —2 et 1 donc A
est diagonalisable dans R.

.




Diagonalisation : Exercices

Exercice

a-(2 %)




Diagonalisation : Exercices

2 -2
~(2 %)
4x -2y =0
2x—y=0

(x,y) € E(-2) — { = y=2X




Diagonalisation : Exercices

2 -2
=5 5)

4x -2y =0
2x—y=0

(x,y) € E(-2) — = y=2X

E(—2) = Vect{(1,2)}




Diagonalisation : Exercices

2 -2
=5 5)

4x -2y =0
2x—y=0

(x,y) € E(-2) — = y=2X
E(—2) = Vect{(1,2)}

x—2y=0 _
(x,y) e E(1) <— { 2x— 4y =0 — x=2y




Diagonalisation : Exercices

2 -2
=5 5)

4x -2y =0
2x—y=0

(x,y) € E(-2) — = y=2X
E(—2) = Vect{(1,2)}

x—2y=0 _
(x,y) e E(1) <— { 2x— 4y =0 — x=2y

E(1) = Vect{(2,1)}




Diagonalisation : Exercices

Exercice

a-(2 %)




Diagonalisation : Exercices

2 -2
=(2 %)
E(—2) = Vect{(1,2)}
E(1) = Vect{(2,1)}




Diagonalisation : Exercices

2 -2
=(2 %)
E(—2) = Vect{(1,2)}
E(1) = Vect{(2,1)}




Diagonalisation : Exercices

2 -2
=(2 %)
E(—2) = Vect{(1,2)}
E(1) = Vect{(2,1)}




Diagonalisation : Exercices

2 -2
=(2 %)
E(—2) = Vect{(1,2)}
E(1) = Vect{(2,1)}




Diagonalisation : Exercices

Exercice

(%)




Diagonalisation : Exercices

Exercice




Diagonalisation : Exercices

Exercice




Diagonalisation : Exercices

Exercice

PB(X):det< __4 1 x ) =5-X)(1-X)+8

Ps(X) = X% —6X+13

B n’admet pas de valeurs propres réelles donc B n’est pas
diagonalisable dans R.




Diagonalisation : Exercices

Exercice




Diagonalisation : Exercices

Exercice

1 2 3-X




Diagonalisation : Exercices

Exercice

3-X 2 1

PC(X)det( 0 6-X 0 )(6X)[(3X)21]
1 2 3-X

Pc(X) = (2= X)(4 - X)(6 - X)




Diagonalisation : Exercices

Exercice

3-X 2 1

PC(X)det( 0 6-X 0 )(6X)[(3X)21]
1 2 3-X

Pc(X) = (2= X)(4 - X)(6 - X)

C admet trois valeurs propres réelles distinctes 2, 4 et 6 donc
C est diagonalisable dans R.




Diagonalisation : Exercices

Exercice

xX+2y+z=0
(x,y,2) € E(2) — 4y =0 = {
xX+2y+z=0




Diagonalisation : Exercices

Exercice

xX+2y+z=0
(x,y,2) € E(2) — 4y =0 = {
xX+2y+z=0

E(2) = Vect{(1,0,—1)}




Diagonalisation : Exercices

Exercice

xX+2y+z=0
(x,y,2) € E(2) — 4y =0 = {
xX+2y+z=0

E(2) = Vect{(1,0,—1)}

—X+2y+z=0
(x,y,z) € E(4) — 2y =0 = {

y
X+2y—z=0 X

0
z




Diagonalisation : Exercices

Exercice

xX+2y+z=0 —0
(x,y,2) € E(2) — 4y =0 = { y=
X=-z
xX+2y+z=0
E(2) = Vect{(1,0,—1)}
—X+2y+z=0 —0
(x,y,2) € E(4) — 2y=0 @{i:z
xX+2y—z=0 N
E(4) = Vect{(1,0,1)}




Diagonalisation : Exercices

Exercice

E(2) = Vect{(1,0,—1)}

E(4) = Vect{(1,0,1)}

—3x+2y+z=0
(x,y,2) € E(6) — Oy=0 = Xx=y=2
X+2y—3z=0




Diagonalisation : Exercices

Exercice

E(2) = Vect{(1,0,—1)}

E(4) = Vect{(1,0,1)}

—3x+2y+z=0
(x,y,2) € E(6) — Oy=0 = Xx=y=2
X+2y—3z=0

E(6) = Vect{(1,1,1)}




Diagonalisation : Exercices

E(2) = Vect{(1,0,—1)} , E(4)= Vect{(1,0,1)}
E(6) = Vect{(1,1,1)}

1 1
P=| 0 o
1 1

1
1
1
1




Diagonalisation : Exercices

E(2) = Vect{(1,0,—1)} , E(4)= Vect{(1,0,1)}
E(6) = Vect{(1,1,1)}

1 1
P=| 0 o
1 1

1/2 0 -1/2
Pl=11/2 -1 1/2 )
o 1 0

1
1
1
1




Diagonalisation : Exercices

Exercice

E(2) = Vect{(1,0,—1)} , E(4)= Vect{(1,0,1)}
E(6) = Vect{(1,1,1)}

1 1 1
P= o 0 1
1 1 1
12 0 —1/2
p 1/2—1 1/2
0
0
0
6

1<« CxP=.. (

(@R \V)
o ~O

|




Diagonalisation : Exercices

Exercice

Montrer que la matrice suivante n’est pas diagonalisable.

4 00
A=|-1 4 0
0 2 4




Diagonalisation : Exercices

Exercice

Montrer que la matrice suivante n’est pas diagonalisable.

4 00
A=|-1 4 0
0 2 4

Pa(X) = det(A— Xh) = (4 — X)®

Supposons que A est diagonalisable.




Diagonalisation : Exercices

Exercice

Montrer que la matrice suivante n’est pas diagonalisable.

4 00
A=|-1 4 0
0 2 4

Pa(X) = det(A— Xh) = (4 — X)®

Supposons que A est diagonalisable.
|l existe donc une matrice P telle que P~1AP = 415.




Diagonalisation : Exercices

Exercice

Montrer que la matrice suivante n’est pas diagonalisable.

4 00
A=|-1 4 0
0 2 4

Pa(X) = det(A— Xh) = (4 — X)®

Supposons que A est diagonalisable.
|l existe donc une matrice P telle que P~1AP = 415.
Dol, A=P x4l x P 1 =Px P ' x4l =4l.




Diagonalisation : Exercices

Exercice

Montrer que la matrice suivante n’est pas diagonalisable.

4 00
A=|-1 4 0
0 2 4

Pa(X) = det(A— Xh) = (4 — X)®

Supposons que A est diagonalisable.
|l existe donc une matrice P telle que P~1AP = 415.
Dol, A=P x4l x P 1 =Px P ' x4l =4l.

ABSURDE!!!




Forme réduite

Théoréme

Soit u un endomorphisme d’'un K-ev E de dimension n (K =R
ou C), de matrice A dans une base de E. On appelle P(X) son
polynébme caractéristique et on suppose que P a toutes ses
racines dans K (toujours vrai si K = C). On écrit

P(X) = (& — X)%....(A4 — X)%.

On pose E(4;) = ker(A;ld — u) (le sous-espace propre associé a
la valeur propre 4;) et E; = ker(A;ld — u)% (on I'appelle le
sous-espace caractéristique relatif a la valeur propre 4;). On a
alors :




Forme réduite

Théoreme

@ E(A) CE;

e dim(Ej) =q;

@ E=E9E®..0F
°® U(E)CE




Forme réduite

Théoreme

Si on prend alors une base de E4, E»,...,E, et si on les recolle,
on obtient une base de E dans laquelle la matrice A de u est
de la forme :

Ji
Jo

Jr

ou J; est une matrice carrée d’ordre «;, triangulaire supérieure,
avec A; sur la diagonale. Une telle forme s’appelle une forme
réduite de A.




Forme de Jordan

Théoréme

Soit u un endomorphisme d’'un K-ev E de dimension n (K =R
ou C), de matrice A dans une base de E. On appelle P(X) son
polynéme caractéristique et on suppose que P a toutes ses
racines dans K (toujours vrai si K = C). On écrit

P(X)= (A = X)*....(A — X)*. Il existe alors une base de E
dans laquelle la matrice A de u est de la forme :




Forme de Jordan

Théoreme

M &

>)

I
o
c

o)

I
o
o
c
—

Une telle matrice s’appelle une forme de Jordan et la base dans
laquelle on I'a obtenue s’appelle une base de Jordan pour u.

v




Théoreme de Cayley-Hamilton

Théoreme

Soit v un endomorphisme d’un K-ev E de dimension n (K =R
ou C), de matrice A dans une base de E. On appelle P(X) son
polynéme caractéristique et on écrit :
P(X)=(-1)"X"+a,_1X"'+...4+ag. Alorson a :

(—1)"W"+a, "' +. . +ald = 0 et
(—1)"A"+a, (A" '+ .. . +a = 0

Ce que l'on note : P(u) =0 et P(A)=0.




Application au calcul des puissances d’'une matrice

Utilisation du Théoréme de C-H

Soit v un endomorphisme d’'un K-ev E de dimension n (K =R
ou C), de matrice A dans une base de E et de polynéme
caractéristique P(X). Soit m un entier naturel. On calcule le
reste de la division euclidienne de X" par P(X) i.e.:

XM =P(X)Q(X)+ R(X) ou degR<degP=n
On peut alors écrire :

AT = P(A)Q(A)+ R(A)
= R(A) puisque P(A)=0




Application au calcul des puissances d’'une matrice

Proposition : Utilisation d’'une forme réduite

Soit A une matrice sous forme réduite. On note ay,...,a, I'ordre
des blocs triangulaires qui composent A. Alors A = D+ Nou:

@ D est la matrice diagonale qui a les mémes éléments
diagonaux que A.
@ D et N commutent (ND = DN).

@ N est nilpotente et plus précisément, N¥ = 0 sit6t que
k > Max{ay,...,o} = s.

@ Pourm>s—1,ona:

Zm:Dm+<T>Dm1N+W+< 1>Dm S+1NS 1




Application au calcul des puissances d’'une matrice

Conséquence

Si u est un endomorphisme de E, de matrice A dans une base
donnée, et si on peut mettre A sous forme réduite A, on a, en
notant P la matrice de passage :

A=PAP ! dou A™ = PATP-

ce qui donne simplement A™.




