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Intégrale d’'une fonction continue positive

. - = et s NP
Un repére orthogonal (O, i, J )ayant éte fixé, une unité d’aire
est définie de la maniere suivante :
Yy

1 w.a.=aire du rectangle OIK.J

J K
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Intégrale d’'une fonction continue positive

Définition
Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b] et
Cy sa courbe représentative dans un repére orthogonal

—- =
(OJ,])
r ’ b ’
Le réel, noté / f(x)dx, est I'aire, en unités d’'aire, du domaine

a
2 délimité par Cy, I'axe des abscisses et les droites d’équations
x=aetx=b.




Intégrale d’'une fonction continue positive

Définition
b
f(x)dx se lit somme de a a b de f(x)dx ou intégrale de a a

a
b de f.

b
/ f(z)dz=aire du domaine D

y = f(z)




Intégrale d’'une fonction continue négative

Si f est une fonction continue et négative sur [a; b], on a la
définition suivante :

Y

(@)

y=f(x)

b
/ f(z)dx=-(aire du domaine D)




Intégrale d’une fonction continue de signe quelconque

Si f est continue sur l'intervalle [a; b], alors on définit ff f(x)dx
de la maniére suivante :

Y

b
/ f(z)dz=aire du domaine D;-(aire du domaine Ds)
a

y=f(z)




Intégrale d’une fonction continue de signe quelconque

Remarque

On admet pour l'instant I'égalité suivante :
si f est une fonction continue sur [a; b], alors, pour tout

cela b,

/3 *fx)dx = 0




Cas d’'une fonction en escalier

Définition

Il est un cas ou, si la fonction f n’est pas continue sur [a; b], on

peut néanmoins définir fab f(x)dx , c’est le cas des fonctions en

escalier.

Si f est définie ainsi :
@ sixe[xo; x|, f(x)
Q si x € [x1; X[, f(x)
Q si x € [xo; X3, f(X)
Q sixe[x3;x], f(x)=cy

alors ff f(x)dx=somme des aires des rectangles situés

au-dessus de I'axe des abscisses-(somme des aires des
rectangles en dessous de I'axe des abscisses).
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Propriétés de l'intégrale

Théoréme

On admet pour l'instant, la définition de I'intégrale ayant été
donnée précédemment, que

/ab f(x)dx = — /ba f(x)dx

La notion de primitive nous permettra de valider cette propriété
dans quelques instants.




Propriétés de 'intégrale

Théoréme-Linéarité

Si f et g sont deux fonctions continues sur [a; b] et a un réel,
alorsona:

/ab f(x)dx+/bg(x)dx = /b(f(x)+g(x))dx

et

/abocf(x)dx = oc/ab f(x)dx




Propriétés de l'intégrale
Théoréme-Relation de Chasles

Soit f une fonction continue sur [a; ¢], alors :

/abf(x)d:r;%—/bcf(x)dx = /acf(x)dx

y = f(x)




Intégrales et inégalités

Si f et g sont continues sur [a; b] et si, pour tout x € [a; b],
g(x) <f(x)alorsona:

Yya

/ab g(x)dx < /abf(a:)d:c




Intégrales et inégalités

Théoreme-Inégalité de la moyenne

S’il existe m et M tels que, pour tout x € [a;b], m < f(x) <M
alorsona:

Y

m(b—a) < /abf(x)d:v < M(b—a)

M

m




Valeur moyenne d’une fonction

Théoréme

Si f est une fonction continue sur un intervalle /; a et b sont
deux réels distincts de l'intervalle /.
Alors il existe un réel c entre a et b tel que

/ ’ fx)dx = (b— a)f(c)

b
Le nombre é/ f(x)dx est appelé valeur moyenne de f
entre aet b. ?




Valeur moyenne d’une fonction

Preuve-Premiercas:a< b

Puisque f est croissante, pour tout réel x dans [a; b],
f(a) < f(x) < f(b). On a alors




Valeur moyenne d’une fonction

Preuve-Premiercas: a< b

Puisque f est croissante, pour tout réel x dans [a; b],

f(a) <f(x) < f(b). On a alors

f(a)(b—a) < / f(x)dx < f(b)(b— a) et, puisque b—a >0,

f(a) < bL /  fx)dx < f(b).




Valeur moyenne d’une fonction

Preuve-Premiercas:a< b

Puisque f est croissante, pour tout réel x dans [a; b],

f(a) <f(x) < f(g). On a alors

f(a)(b—a) < / f(x)dx < f(b)(b— a) et, puisque b—a > 0,
a
1 b
f(a) < b—al bf(x)dx < f(b).
Le réel ﬁ / f(x)dx est dans l'intervalle [f(a); f(b)], donc i
- a

b
existe ¢ dans [a; b] tel que : ﬁ/ f(x)dx = f(c).
— a




Valeur moyenne d’une fonction

Preuve-Secondcas :a> b

A vous de jouer...




Primitives

Introduction
On s’intéresse & la fonction f: x e Rt — 0,9 x e 09X,
Soit &7 la fonction qui, a tout réel x positif, associe
X
o (X) = / 0,9 e 09t
0
Alors, pour tout réel a positif, le réel «7(a+ h) — <7 (a)
représente l'aire du domaine colorié en bleue ci-apres (on se
place dans le cas ou h est strictement positif).




Primitives

Introduction

Yy

Cr: y=0,9xe 0%

0 a ath %




Primitives

Introduction
En utilisant les inégalités de la moyenne décrites plus haut, on
peut écrire :

hx f(a+h) < o (a+ h)— o/(a) < hx f(a)

d’ou




Primitives

Introduction
En utilisant les inégalités de la moyenne décrites plus haut, on
peut écrire :

hx f(a+h) < o (a+ h)— o/(a) < hx f(a)

d’ou

o(a+h)—</(a)
h

f(a+h) < < f(a)




Primitives

Introduction

De la méme maniére, en considérant h strictement négatif, on
obtient :

f(a) < (@t hf)l — (&) f(a+ h)




Primitives

Introduction
De la méme maniére, en considérant h strictement négatif, on
obtient :

h) —
f(a) < o (a+ ’)7 g/ (a)
Si on fait tendre h vers 0 et en tenant compte du fait que la
fonction f est continue sur R, donc sur R™ en particulier, on
obtient, apres passage a la limite :
o (a+ h)— </(a)

A h =)

< f(a+h)




Primitives

Introduction

Ce qui nous permet de dire que la fonction

X
o x»—>/0 f(t)dt

est dérivable sur R et vérifie

La fonction <7 est appelée primitive de la fonction f sur R*.




Primitives

Introduction

Ce qui nous permet de dire que la fonction

X
o x»—>/0 f(t)dt

est dérivable sur R et vérifie

La fonction <7 est appelée primitive de la fonction f sur R*.
En effet, si 'on considere la fonction F, définie sur R, par

F(x) = /(x)+e %%

on voit que, la fonction F étant manifestement dérivable sur R,
F'(x) =0, pour tout x > 0, donc F(x) = K constante.
D’ou: F(x)=F(0)=1.




Primitives

Introduction
Autrement dit,

o (x)=1—e %% pour tout x >0

or

/01 F(t)dt = 7 (1)

donc

1
/ f(H)dt=1—e 29
0




Définition

f est une fonction définie sur un intervalle /. La fonction F est
une primitive de f sur / si, pour tout x dans /, F'(x) = f(x)
(implicitement, cela suppose que F soit dérivable sur /).




Définition

f est une fonction définie sur un intervalle /. La fonction F est
une primitive de f sur / si, pour tout x dans /, F'(x) = f(x)
(implicitement, cela suppose que F soit dérivable sur /).

Théoréme

Si f est une fonction définie sur un intervalle /. Si F est une
primitive de f sur /, alors f admet une infinité de primitives.
Les autres primitives de f sur / sont définies par
G(x) = F(x)+ K ou K est une constante réelle.




Primitives

Preuve

F est dérivable sur / et F’ = f. La fonction G est aussi dérivable
sur [ avec G' = F' = f. Donc G est une primitive de f sur /.




Primitives

Preuve
F est dérivable sur / et F’ = f. La fonction G est aussi dérivable
sur [ avec G' = F' = f. Donc G est une primitive de f sur /.

Inversement, si G est une primitive de f sur /alors G =f=F'
dou G — F' =0.




Primitives

Preuve

F est dérivable sur / et F’ = f. La fonction G est aussi dérivable
sur [ avec G' = F' = f. Donc G est une primitive de f sur /.

Inversement, si G est une primitive de f sur /alors G =f=F'
dou G — F' =0.

La dérivée de G — F est nulle sur l'intervalle / donc G — F est
constante sur /, il existe donc un réel K tel que pour tout x de |/,
G(x)— F(x) = K, d’ou le résultat.




Théoréme

Soit f une fonction admettant des primitives sur /.

Soient xg est un réel donné appartenant a / et yy un réel
quelconque.

Alors il existe une unique primitive F de f sur / telle que

F(x0) = ¥o-




Primitive d’'une fonction continue

Théoréme

Soit f une fonction continue sur un intervalle /; a est un réel de
.

X
Alors la fonction F définie sur [ par F(x) :/ f(t)dt est
a
'unique primitive de f sur / telle que F(a) =0.




Calculs de primitives

Les opérations sur les fonctions dérivables et la définition d’'une
primitive conduisent aux résultats suivants :
@ si F et G sont des primitives des fonctions f et g sur un
intervalle /, alors F + G est une primitive de f+ g sur /.
@ Si F est une primitive de la fonction f sur un intervalle / et
A un réel, alors A F est une primitive de Af sur /.

De méme, les résultats connus sur les dérivées des fonctions
usuelles donnent par lecture inverse le tableau des primitives
suivant :




Calculs de primitives

Fonction f Primitive F Intervalle |
a (constante) ax R
Xn+1
x"(neZ\{-1}) e R sin>0et]0;4ef ou]—oo;0[ sin<0

1 2Vx 10; 4o

% ;

1 Inx 0;

. n 10; 4]

eX eX R




Calculs de primitives

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle /, on a alors :

Fonction f Primitive F Remarques
yn+1
uu (neZ\{-1}) N1 si n < 0, pour tout x tel que u(x) #0
u/
7o 2\/u u>0surl/
ul
m In(jul) u#0surl
ueY e
x—u(ax+b) (@a#0) | x— 1aU(ax+b) U primitive de u sur /




Calculs de primitives

Remarque

On peut ajouter a chaque primitive déterminée une constante
K pour obtenir toutes les primitives.




Calculs de primitives

Remarque

On peut ajouter a chaque primitive déterminée une constante
K pour obtenir toutes les primitives.

| A\

Théoreme fondamental de I'analyse

Si f est une fonction continue sur un intervalle /, F est une
primitive de f sur /, a et b sont deux réels de /. Alors :

/ ’ fx)ax = F(b) - F(a)




Calculs de primitives

Preuve

X
On sait que la fonction G : x — / f(t)dt est la primitive de f
a

sur [ telle que G(a) = 0.




Calculs de primitives

Preuve

X
On sait que la fonction G: x — [ f(t)dt est la primitive de f
a

\|

sur [ telle que G(a) = 0.

Si F est une primitive de f sur /, alors il existe k € R tel que
pour tout x de /, G(x) = F(x)+ k. Or G(a) =0, d'ou k = —F(a)
X

et on obtient : / f(t)dt = F(x) — F(a).




Calculs de primitives

Preuve

\|

X
On sait que la fonction G: x — [ f(t)dt est la primitive de f
a

sur [ telle que G(a) = 0.

Si F est une primitive de f sur /, alors il existe k € R tel que
pour tout x de /, G(x) = F(x)+ k. Or G(a) =0, d'ou k = —F(a)
X

et on obtient : / f(t)dt = F(x) — F(a).

b
En posant x = b, on obtient bien / f(t)dt = F(b)— F(a).
a




Calculs de primitives

[ 1000k = [F (1 = F(b) - F(@)




Calculs de primitives

[ 1000k = [F(ls = F(b) ~ Fa)

Remarque

Cela permet de valider la formule :

[ 00x = IFO = F(b) - F(a)
~ (F(a)~F(b)

= —/ba f(x)dx




Calculs de primitives

Exercice

2
Calculer / = / (x—3)(x — 9)dx.
1




Calculs de primitives

Exercice

2
Calculer / = / (x—3)(x — 9)dx.
1

=22
3




Intégration par parties

Théoreme

Si u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle /,
telles que leurs dérivées U’ et v/ soient continues sur /.
Alors pour tous réels aet bde I :

b b
/a u(B)V (£)dt = [u(t)v(t)]E — /a (B v(t)dt




Intégration par parties

Preuve

La fonction uv est dérivable sur [ avec (uv) = u'v+uv'.
Ainsi uv' = (uv) —u'v.

Puisque uv/, (uv)’ et u'v sont continues sur /, on en déduit
que :




Intégration par parties

Preuve

La fonction uv est dérivable sur [ avec (uv) = u'v+uv'.
Ainsi uv' = (uv) —u'v.

Puisque uv/, (uv)’ et u'v sont continues sur /, on en déduit
que :

b b
| @et= [ i) (0= @)l




Intégration par parties

Preuve

La fonction uv est dérivable sur [ avec (uv) = u'v+uv'.
Ainsi uv' = (uv) —u'v.

Puisque uv/, (uv)’ et u'v sont continues sur /, on en déduit
que :

~
~

b b
| @et= [ i) (0= @)l

et par linéarité de l'intégration :

/(uv) dt—/ (uvY t)dt—/ (U'v)(t)at




Intégration par parties

Preuve

Or uv est une primitive de (uv)’ sur /, donc

[ vy ot = oo




Intégration par parties

Preuve

Or uv est une primitive de (uv)’ sur /, donc

[ vy ot = oo

Ainsi, on obtient :

/ " OV (B)dt = (VD] — / " (vt




Intégration par parties

Exercice

2
Calculer J = / xIn(x)dx.
1




Intégration par parties

Exercice

2
Calculer J = / xIn(x)dx.
1

J=2In(2) - %




Intégration a I'aide d’'un changement de variable

Théoréme

Soient ¢ une fonction de classe ¢ sur un intervalle / de R et f
une fonction de classe ¢ sur un intervalle J de R (fonctions a
valeurs dans R). On suppose que ¢(/) C J.

Alors :

b o(b)
| o) ¢/ (hdt = /¢ L




Intégration a I'aide d’'un changement de variable

Exercice

Calculer K = /

m (on posera u =1+ In(x)).




Intégration a I'aide d’'un changement de variable

Exercice

Calculer K = /

m (on posera u =1+ In(x)).

K = In(1+In(2))




Parité-Imparité-Périodicité

Théoréme

@ Soit f € ¢ ([—a,a],R). Alors :

a a
/ f:2/ f si f est paire
—-a 0

a
/ f = 0 si f est impaire
—a

@ Soit f € ¥ (R,R) périodique de période T. Alors :

a+T T
el
a 0




Parité-Imparité-Périodicité

Parité : Imparité : e e, PN,
A=B B=—-A

/ \ \ / 7Y / Y,
Aire B~ N Aire A % ~ Aire A Aire B — Aire A —
(algébrique) A=B

Périodicité :




Les fractions rationnelles



Le corps des fractions rationnelles R(X)

Introduction

Le corps des fractions de I'anneau intégre R[X] se note R(X)
dont les éléments sont de la forme g ;ou P et Qdeux
polynémes tels que Q # 0 et s’appellent des fractions
rationnelles.

Cette ecriture est dite irréductible lorsque PA Q= 1.

Toute fraction rationnelle peut s’écrire sous une forme
irréductible...




Degré d’une fraction rationnelle

Le degré d’'une fraction rationnelle g est défini a l'aide des

relations :
de <E> = —o Sj E—0
gla)~ Q-

deg (g) = deg(P) — deg(Q) sinon

Le degré d’une fraction rationnelle est donc un élément de
ZU{—co}.




Pole d’une fraction rationnelle

Définition

Soit F = g écrite sous sa forme irréductible, les poles de F
sont exactement les racines de Q, les multiplicités de ses
racines de Q sont appelés aussi multiplicités des pdles
associés pour la fraction rationnelle F.




Pole d’une fraction rationnelle

Définition

Soit F = g écrite sous sa forme irréductible, les poles de F
sont exactement les racines de Q, les multiplicités de ses
racines de Q sont appelés aussi multiplicités des pdles
associés pour la fraction rationnelle F.

Remarque

Pour déterminer les pdles d’une fraction rationnelle il faut avant
toute autre chose la simplifier et I'écrire sous sa forme
irréductible.




Décomposition en éléments simples d’'une fraction
rationnelle

Définition

La partie entiere d’'une fraction rationnelle F est par définition
Funique polynéme noté E(F) vérifiant la propriété :

deg(F — E(F))<0.




Décomposition en éléments simples d’'une fraction
rationnelle

Définition

La partie entiere d’'une fraction rationnelle F est par définition
Funique polynéme noté E(F) vérifiant la propriété :

deg(F — E(F))<0.

Remarque

Si F= g la partie entiere de F est exactement le quotient de la
division euclidienne de P par Q.




Décomposition en éléments simples d’'une fraction
rationnelle

Définition

La partie entiere d’'une fraction rationnelle F est par définition
Funique polynéme noté E(F) vérifiant la propriété :

deg(F — E(F))<0.

Remarque

Si F= g la partie entiere de F est exactement le quotient de la
division euclidienne de P par Q.

4

Exercice

X3 4+2X2_3X+2
X2 1 '

Déterminer la partie entiére de F(x) =




Décomposition en éléments simples d’'une fraction
rationnelle

Définition

La partie polaire relative a un pole a d’'une fraction rationnelle F
est par définition 'unique fraction rationnelle notée F, vérifiant
la propriété suivante : a n’est pas un péle de F — F,.




Décomposition en éléments simples d’'une fraction
rationnelle

Définition

La partie polaire relative a un pole a d’'une fraction rationnelle F
est par définition 'unique fraction rationnelle notée F, vérifiant
la propriété suivante : a n’est pas un péle de F — F,.

Remarque

Si a est un pole de multiplicité r dans F, alors la partie polaire
relative a a dans F est de la forme :
M Ao Ar

FalX) =5 3t xeap T K ay




Décomposition en éléments simples d’'une fraction
rationnelle

Définition

La partie polaire relative a un pole a d’'une fraction rationnelle F
est par définition 'unique fraction rationnelle notée F, vérifiant
la propriété suivante : a n’est pas un péle de F — F,.

Remarque

Si a est un pole de multiplicité r dans F, alors la partie polaire
relative a a dans F est de la forme :
M Ao Ar

FalX) =5 3t xeap T K ay

Toute fraction rationnelle se décompose en éléments simples
de fagon unique comme somme de sa partie entiere et toutes
les parties polaires relatives a ses poles.




Cas d’un unique pdle

Si F(X) = ()’;();)) avec deg(P) < r admet un unique pdle a, alors
sa décomposition en éléments simples est obtenu a I'aide de /a
formule de Taylor a 'ordre r — 1 appliquée au polynéme P au

point a, plus précisément :
P(X)= P(a)+P'(a)(X —a)+ SR
d’'ou

Pr-1(a) 1 P(a)
(r—=1)! X—a "~ (X-a)

F(X) =



Cas d’un unique pole

Si F(X) = ()’;();)) avec deg(P) < r admet un unique pdle a, alors
sa décomposition en éléments simples est obtenu a I'aide de /a
formule de Taylor a 'ordre r — 1 appliquée au polynéme P au
point a, plus précisément :

P(X)=P(a)+ P'(a)(X—a)+... W(x g
o () (@
PU="(a) 1 P(a
FX) = (r—1)! X—a "~ (X-a)
Décomposer la fraction rationnelle suivante en éléments
simples :
F(X) = 2X +1

(X—1)?




Coefficient du plus haut degré dans la partie polaire

Si a est un pole de F de multiplicité r dans F, alors le
coefficient A, de (Xj—a), dans la partie polaire de F relative a a
est obtenu a I'aide de la formule A, = )I(im (X—a) F(X).

—a




Coefficient du plus haut degré dans la partie polaire

A retenir

Si a est un pole de F de multiplicité r dans F, alors le
coefficient A, de X a), dans la partie polaire de F relative a a
estobtenual alde de la formule A, = lim (X — a)" F(X).

|

Exercice

Décomposer la fraction rationnelle suivante en éléments
simples :

>
1
Q

1

FX)=Xz—5x+a




Cas d’'un pdle simple

N

A retenir ou pas

Si a est un pole simple de F = g (de multiplicité 1), alors la
partie polaire de F relative au pole a est de la forme

. P
Fa(X) = x5 0 A = 5.




Cas d’'un pdle simple

|

A retenir ou pas

Si a est un pole simple de F = g (de multiplicité 1), alors la
partie polaire de F relative au pole a est de la forme

Fa(X) = x5 0U A = 53y

Exercice

| A\

Décomposer la fraction rationnelle suivante en éléments
simples :
1

FXO = —sx+a




Cas d’'un pdle double

A ne pas retenir
Si a est un pole double de F = g (de multiplicité 2), alors la
partie polaire de F relative au péle a est de la forme :

_ 4, B
 X—-a (X-a)y?

Fa(X)

b= 1= g0




Cas d’'un pdle double

A ne pas retenir

Si a est un pole double de F = g (de multiplicité 2), alors la
partie polaire de F relative au péle a est de la forme :

A L
Fa(X):X—a+(X—a)2

oiu= i 1= TG0

Exercice

Décomposer la fraction rationnelle suivante en éléments
simples :

2X+1

e




Cas d’une fraction rationnelle paire ou impaire

Soit F une fraction rationnelle paire ou impaire et a un péle de
F de partie polaire dans F égale a

Fa(X) = x5 + (xaz + - (xay» @lors —aest aussi un pdle de
F de méme multiplicité que a et dont la partie polaire dans F
est:

® Si F paire, F_a(X) = );fa + o + - e

. . . — r+1
@ Si F impaire, F_4(X) = 315+ (X+A§)2 o (()1()+a)’lr'




Cas d’une fraction rationnelle de la forme F = P'/P

Dans ce cas si (a;)1<j< sont les racine de P de multiplicité o,
alors ce sont des péles simple de F, et la décomposition en
élément simple de F est donnée a I'aide de la formule :

PX) v A
P(X) _,;X—a,-




Remarque

Vous pouvez aussi décomposer une fraction en éléments
simples en utilisant la méthode d’identification...mais bon

courage...©




