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Fonctions de plusieurs variables

Définition

On s’intéresse maintenant aux fonctions f: D C R™ — RP. On
distingue des fonctions scalaires : R® — R et des fonctions
vectorielles : R — RP p > 1.
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Définition

On s’intéresse maintenant aux fonctions f: D C R™ — RP. On
distingue des fonctions scalaires : R® — R et des fonctions
vectorielles : R* — RP, p > 1.
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Introduction

On va commencer par ’étude des fonctions de deux variables.
Une fonction définie sur une partie D de R? et & valeurs réelles
fait correspondre a tout point X = (x,y) de D, (appelé le
domaine de définition de f) un réel unique f(X).




Fonctions de plusieurs variables

Les fonctions utilisées dans les modeéles économiques sont, le
plus souvent, des fonctions de plusieurs variables.

Les fonctions de production, les fonctions d’utilité.
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Introduction

On considere un systeme de production produisant un certain
produit "output” & partir de n autres biens, appelés facteurs de
production ou ”input”.
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nombres positifs la quantité maximale q d’output que 'on peut
produire.




Fonctions de plusieurs variables

Introduction

On considere un systeme de production produisant un certain
produit "output” & partir de n autres biens, appelés facteurs de
production ou ”input”.

La fonction de production associe a un n-uplet (x1,---,xy) de
nombres positifs la quantité maximale q d’output que 'on peut
produire.

Dans certains modeles, on se limite a deux facteurs de
production : le capital et le travail. Dans ce cas, on s’intéresse a
des fonctions de la forme : q = f(K,L) ou K représente le capital
et L le travail. On a alors une fonction de deux variables,
associant & un couple (K,L) de nombres réels (ici positifs) un
nombre f(K,L).




Fonctions de plusieurs variables

Les fonctions suivantes apparaissent souvent en théorie de
production :
o f(K,L)=aK+bL (fonction linéaire)
e f(K,L) =min(K/a,L/b), avec a >0 et b > 0 (fonction a
facteurs complémentaires)
o f(K,L) =kK*LA avec k>0, >0, B >0 (fonction de
Cobb-Douglas).




Fonctions de plusieurs variables

Soit f: D — R, D C R
@ L’ensemble des points de R?

St = {(X7Y7Z) = Rg‘(X7Y) €D, z= f(X7Y)}'

est appelé la surface représentative de f. S est aussi appelé
le graphe de la fonction f.

@ Soit A =(a,b) un point intérieur de D. Les fonctions
x +— f(x,b) et y — f(a,y) définies sur des intervalles ouverts,
contenant respectivement b et a sont appelées les
fonctions partielles associées a f au point A.

@ Soit k € R. L’ensemble Cy = {(x,y) € D et f(x,y) = k} est la
courbe de niveau k (ou ligne de niveau) de la fonction f.




Fonctions de plusieurs variables

Pour les fonctions de trois variables, la notion analogue a la
courbe de niveau est celle de surface de niveau.

Les lignes de niveau et les fonctions partielles sont utiles pour
dessiner les graphes des fonctions.




Fonctions de plusieurs variables : exemple

f(x,y) = (x* — y*).exp(—x* — y?)



Notion de limite

Une fois qu’on a les normes et les voisinages, la définition de
limite est la méme que dans R :

Définition

Soit (Xn),ey une suite d’éléments de R" et A € R".

On dit que niTan = A ssi VV voisinage de A, 9Ny € N tel que
n>Ny=X,eV.

C’est-a-dire que :

Ve>0 3N eNtel quen>Ne = ||X,— Al <e.




Lien avec les limites dans R

Propriété

Soit (Xu)peny = ((Xny5--+»Xn, ) ey une suite de R™ et

A =(a,...,a,) € R, alors IiT Xn=A ssi Vi=[|1,n]],
n— oo

lim xp, = a.
n— oo

Définition

Soit f: DCR" - RP et A €D.
On dit que f a une limite L € RP en A ssi V(X,,), oy suite de D
telle que lim X, =A,ona lim f(X,)=0L.

n——+oo n——+oo

| A

N



Lien avec les limites dans R

Il y a une autre définition de la limite d’une fonction qui est
équivalente a la définition précédente.

Définition

Soit f: D — RP une fonction définie sur une partie D de R™ et A
un point adhérent a D, L un point de RP.

On dit que f a pour limite L lorsque X — A si :

(Ve>0,9n >0;||X—-A|| <n,XeD)= (f(X)-LJ| <¢).




Lien avec les limites dans R

Il y a une autre définition de la limite d’une fonction qui est
équivalente a la définition précédente.

Définition

Soit f: D — RP une fonction définie sur une partie D de R™ et A
un point adhérent a D, L un point de RP.

On dit que f a pour limite L lorsque X — A si :

(Ve>0,9n >0;||X—-A|| <n,XeD)= (f(X)-LJ| <¢).
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Remarques

@ La notion de limite ne dépend pas des normes utilisées.

@ La limite, si elle existe, est unique.




Continuité

Définition

Une fonction f est continue en un point A € D si la limite de f

en ce point existe et est égale a la valeur de la fonction en A.
La fonction est continue sur D si elle est continue en tout point
de D.




Continuité

Définition

Une fonction f est continue en un point A € D si la limite de f
en ce point existe et est égale a la valeur de la fonction en A.
La fonction est continue sur D si elle est continue en tout point

de D.

Ou bien on peut reformuler cette définition a I'aide des suites :

Définition
Soit f: DCR" —RP et A eD.
On dit que f est continue en A ssi V(X,), oy suite de D telle que

lim X, =A,ona lim f
n—--oo0 n—--oo0

(Xa) = £(A).




Continuité

Propriétés

La somme, le produit et le quotient (la ou le dénominateur ne
s’annule pas) des fonctions continues sont continus. La
composée de fonctions continues est continue.




Continuité

Propriétés

La somme, le produit et le quotient (la ou le dénominateur ne
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composée de fonctions continues est continue.
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Remarque

Toute fonction obtenue a I'aide de fonctions continues
élémentaires de variables (x1,---,xy) en utilisant les opérations
algébriques et la composition est continue dans son domaine
naturel de définition.

\




Continuité

Propriétés

La somme, le produit et le quotient (la ou le dénominateur ne
s’annule pas) des fonctions continues sont continus. La
composée de fonctions continues est continue.
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Remarque

Toute fonction obtenue a I'aide de fonctions continues
élémentaires de variables (x1,---,xy) en utilisant les opérations
algébriques et la composition est continue dans son domaine
naturel de définition.
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Exemples

Les fonctions polynomes xKy", exponentielles e sont
continues sur R?.




Continuité

Il peut étre pratique de fixer toutes les composantes sauf une :

Définition
Soit f: D C R® — RP. Soit Xg = (x3,...,x5) € D. Pour i € [|1,n]],
on appelle i-eme fonction partielle de f en X la fonction :

¢ { DiCR — RP
Xo,i - 1 i-1 i+1
0 x = f(xg,...,Xp XX X))

ou x est a la i-eme place, et D; est tel que pour x € Dy,
(xgs-+ 1%, ..., x8) €D.




Continuité

Si f est continue en xo = (xJ,...,x8) alors Vi € [|1,n]], la fonction
partielle fy, ; est continue en XB.

Remarque

La réciproque est fausse!




Continuité

On considére une fonction f: R? — R définie de la facon suivante

Yy .
2 (x,y) # (0,0),
f: (x,y)— Ty

0 si (x,y) =(0,0).




Continuité

Exemple : correction

Ses 2 fonctions partielles en (0,0) sont
si x £ 0,
x2+0
f(0’0)71 DX +
0 si x=0,
et
Y
| bz Y A0
fo0)2: ¥y
0siy=0.
Elles sont donc continues.
Pourtant f n’est pas continue en (0,0)---




Continuité

Exemple : correction

Soient x, =y, =1/n. On a nﬂmwxn = nE}nJ:wyn =0, mais
1/n? 1

f(xn,yn) = 22 =5 Donc nﬂmwf(xn,yn) #0=1£(0,0).




Continuité

Exemple : correction

Une autre démonstration du fait que f n’est pas continue en
(0,0) : prenons une restriction de f sur la droite D; définie par
I’équation y = x.

XX 1

lim (f(x,y)‘m) — |

im— = —.
(x)—(0,0) x>0x24+x2 2

Donc la fonction f restreinte & un sous-ensemble D; de R? n’a
pas la méme limite que la méme fonction restreinte a deux
autres sous-ensembles de R2. (Les fonctions partielles

f(0,0),1 €t f(0,0),2 sont des restrictions de f aux droites

y =0 et x =0 respectivement). Or la limite, si elle existe, doit
étre unique, donc la limite n’existe pas.




Propriétés des fonctions continues sur un compact

Définition
Une partie compacte (un compact) de R est une partie fermée
et bornée de R".




Propriétés des fonctions continues sur un compact

Définition
Une partie compacte (un compact) de R est une partie fermée
et bornée de R".

Il existe au moins deux fagons différentes de définir un compact
dans un espace normé, mais dans R" elles sont équivalentes a
celle qu’on donne ici.

Dans R un intervalle fermé, et dans R™ les boules fermées sont
des exemples de compacts.




Propriétés des fonctions continues sur un compact

Théoréme

Soit f: D — RP une fonction continue sur une partie D C R" et
K une partie compacte de R" contenue dans D.

Alors, f(K) est une partie compacte de RP.




Propriétés des fonctions continues sur un compact

Théoréme

Soit f: D — RP une fonction continue sur une partie D C R" et
K une partie compacte de R" contenue dans D.

Alors, f(K) est une partie compacte de RP.

Corollaire
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Une fonction continue sur un compact est bornée et atteint ses
bornes.

A




Propriétés des fonctions continues sur un compact

Théoréme

Soit f: D — RP une fonction continue sur une partie D C R" et
K une partie compacte de R" contenue dans D.
Alors, f(K) est une partie compacte de RP.

| A

Corollaire

Une fonction continue sur un compact est bornée et atteint ses
bornes.
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Interprétation

Cela signifie que sur un compact K € R" il existe au moins un
point X, € K et au moins un point Xy; € K tels que pour tout
X €K on ait

[E(Xow) [ < [EXOI] < [H(Xna) -

A\




Dérivées

Rappels

Soit f: I — R une fonction dérivable sur un intervalle I de R.
La dérivée de f au point a € I est :

f’(a):limwznmw

h—0 h xX—a X —a




Dérivées

Rappels

Soit f: I — R une fonction dérivable sur un intervalle I de R.
La dérivée de f au point a € I est :

f’(a):limwznmw

h—0 h x—»a X—a

Approximation (équation de la tangente)

f(x) ~ f(a) + £ (a) (x — a)




Dérivées

Rappels
Soit f: I — R une fonction dérivable sur un intervalle I de R.

La dérivée de f au point a € I est :

f'(a) = Iimwzlmfw

h—0
Approximation (équation de la tangente)

f(x) ~ f(a) + £ (a) (x — a)

Elasticité Af
T f'(a)
gla) ~ z; ~a ()




Dérivées partielles

Soit f: DCR" =RP et A€D.
f(X) —1£(A)

Une expression du type “ lim ” n’est pas bien définie

X—»A X—A
parce que diviser par X — A, qui est un vecteur de R", n’a aucun

sens !
Néanmoins, si on fixe toutes les composantes de X sauf une, on
peut définir des dérivées partielles.




Dérivées partielles

Définition générale

Soit f: DCR" - RP et AeD.
Pour i = [|1,n]], on appelle dérivée partielle par rapport & x; de f

of
3 (A), ou bien f| (A), la dérivée
Xj

de la fonction partielle fa ; prise en a; :

en A =(a,---ay), et on note

aaf(A) :f/Ai(ai) — [fmm f(ala"' P ST 7an)_f(a‘17”' y iy 7an).
Xi ’

Xi—raj Xi — ajy




Dérivées partielles

Définition

Pour une fonction de deux variables f: D € R = R en un point
A = (a,b) € D. Les dérivées partielles de f(x,y) en (a,b) sont les
dérivées des fonctions partielles f(x,b) et f(a,y) qui se calculent
alors :

of . f(a+h,b)—f(a,b)
(D)= fim h
(o by — i HEDHE) = f(ab)
8y k—0

Parfois, on les note aussi f,(a,b) et £ (a,b).




Dérivées partielles

Exercice

Soit f(x,y) = 2x% — 3xy + 4y>.
Calculer les dérivées partielles au point (1,2).




Dérivées partielles

Exercice

Soit f(x,y) = 2x% — 3xy + 4y>.
Calculer les dérivées partielles au point (1,2).
En considérant y constant et en dérivant par rapport a x on a :

ﬁ
0x

AN

(x,y)=4x—3y et e




Dérivées partielles

Exercice

Soit f(x,y) = 2x% — 3xy + 4y>.
Calculer les dérivées partielles au point (1,2).
En considérant y constant et en dérivant par rapport a x on a :

ﬁ
0x

N iy9)= 9

(x,y)=4x—3y et e

En considérant x constant et en dérivant par rapport a y on a :

of

of
3 (1,2)=13

(x,y)=—3x+8y et —
dy




Dérivées partielles

Déterminer les dérivées partielles premieres de la fonction
f(x,y) = 5x%y°.




Dérivées partielles

Déterminer les dérivées partielles premieres de la fonction
f(x,y) = 5x%y°.

ﬁ(X,Y) = 10xy®
Jx

Ty(X’Y) = 15x%y




Dérivées partielles

Déterminer les dérivées partielles premieres de la fonction
f(x,y) = 5x%y°.

ﬁ(X,Y) = 10xy®
Jx

of
5. (xy) = 15x%y?

| %
A

Exercice

Déterminer les dérivées partielles premieres de la fonction
f(x,y) = 3x%y? + 4xy> + 7y puis celles de la fonction de
production de Cobb-Douglas g(K,L) = AKIL7,

A




Dérivées partielles

Définition

Si f:D € R? = R a dérivées partielles au voisinage de

A = (a,b) € D et si ces dérivées partielles sont continues en
(a,b), alors S¢ admet au point A(a,b,f(a,b)) un plan tangent
dont une équation est :

z="1f(a,b)+ g}f((a,b)(x—a) + g}f](a,b)(y—b)




Dérivées partielles

Définition

Si f:D € R? = R a dérivées partielles au voisinage de

A = (a,b) € D et si ces dérivées partielles sont continues en
(a,b), alors S¢ admet au point A(a,b,f(a,b)) un plan tangent
dont une équation est :

z="1f(a,b)+ g}f((a,b)(x— a)+ g’}f](a,b)(y—b)

Remarques

of af —
@ Vf(a,b) = { =—(a,b), a—(a,b) = gradf(a,b) s’appelle le
y

ox

vecteur gradient de f en (a,b).
@ Si h et k sont petits ((x,y) proche de (a,b))
of of

+ g(a,b).h—i— a—y(a,b).k

7N
N——

f(a+h,b+k) ~f(a,b)




Dérivées partielles

Soit f: RT x RT™ — R définie par f(x,y) = SX%y%.
@ Donner les expressions des dérivées partielles de f en x et
en y en tout point de R} x R} .

@ Déterminer une équation du plan tangent a la surface au
point (1;1;5).
@ En déduire une valeur approchée de f(1,04;0,97).




Elasticité des fonctions de deux variables

Introduction

Si on connait les variations relatives de chacune des variables x
et y on peut se demander quelle variation relative il en résulte

pour f(x,y).




Elasticité des fonctions de deux variables

Introduction

Si on connait les variations relatives de chacune des variables x
et y on peut se demander quelle variation relative il en résulte
pour f(x,y). Puisque

of of
f(x+ Ax,y + Ay) =~ f(x,y) + g(x,y) X Ax + ?y(x,y) x Ay

on en déduit




Elasticité des fonctions de deux variables

Introduction
of of
f(X+AX,y+Ay) —f(X,Y) ~ X(Xa}/v) X AX+ aiy(XQI) X Ay

f(X, y) - f(Xa Y)




Elasticité des fonctions de deux variables

Introduction

of
f(x+ Ax,y+Ay) — {(x,y) _ ox T Y)XAX+3 (x,y) x Ay
f(x,y) . f(x,y)
of
—(x,y) 5= (%)
ou Af ~ 9X Ax+ oy Ay

f f(x,y) f(x,y)




Elasticité des fonctions de deux variables

Introduction

of
f(x+ Ax,y+Ay) — {(x,y) _ ox T Y)XAX+3 (x,y) x Ay
f(x,y) . f(x,y)
of
Af 87( ,Y) yy(XaY)
M ) Y iy Y

Af ~ g(x,y) AX aiy(xa}I) Ay
f flx,y) x flx,y) v




Elasticité des fonctions de deux variables

Introduction

En définissant les élasticités partielles de f par rapport a x et

of J
X(X,y) 7(X7Y)
par rapport a y comme x—,——— notée &/ et y————
f(x,) v f(x,)

notée &, on peut en déduire :




Elasticité des fonctions de deux variables

Introduction

En définissant les élasticités partielles de f par rapport a x et

of J
—(x,y) a*(xa y)
N dx . y
par rapport a y comme X notee &/ et y
f(x,y) f(x,y)

notée &, on peut en déduire :

Af Ax Ay
T ~ Sf/x -+ Ef/y




Elasticité des fonctions de deux variables

Soit f définie sur RT x RT par f(x,y) = 3xiys.
A partir d’une valeur (xg,yo), on augmente x de 3% et on
diminue y de 2%.

Quelle est la variation en pourcentage de f7




Elasticité des fonctions de deux variables

Exercice

|
3

Soit f définie sur RT x RT par f(x,y) = 3xiys.

A partir d’une valeur (xg,yo), on augmente x de 3% et on
diminue y de 2%.

Quelle est la variation en pourcentage de f7

| A

Correction

1 1
&/x = Z et &y = §
Af Ax Ay

? ~ 8f/x +8f/y

§N1Xi+1x 2
f 47100 3 100




Elasticité des fonctions de deux variables

Exercice

|
3

Soit f définie sur RT x RT par f(x,y) = 3xiys.

A partir d’une valeur (xg,yo), on augmente x de 3% et on
diminue y de 2%.

Quelle est la variation en pourcentage de f7

| A

Correction

1 1
&/x = Z et &y = §
Af Ax Ay

f ~ 8f/x +8f/y

gwlx 3+1X _l
f 47100 3 100

Af 1 Af .
f 1200 soit TN0,08A)




Fonctions de n variables

On définit de méme les dérivées partielles des fonctions de n
variables de la facon suivant :

Proposition

Soit f: R"™ — R une fonction de n variables qui admet des

dérivées partielles dans un voisinage de X* = (x7,---,x}),
continues en X*.
Alors si X = (x1,--+,Xp) est assez pres de X*, on a :
f(X) = £(X7) + ) 5 —(X)-(X=X)+ [| X=X" || &(X)
i=1 9%i

ou lim £(X)=0.
X—X*




Fonctions de n variables

Ou encore...
* * * C af *
f(x} +h,- -+, x5 +hy) =(X*)+ ) I (X*)hi+ || (hy,--- ,hy) || €(h)
=1l 1
u i h)=0.
ou hm}s() 0
XnJrl—lea y X +Z X X*)

8xl

est ’équation de I’hyperplan tangent a la surface.




Gradient

Définition
Soit f: D € R? — R une fonction de classe C'. Son gradient, pris
en tout point de D définit une fonction a valeurs vectorielles

graéf: D c R? — R?, noté aussi :

- df of
Vf(X7Y) = <(9X7 ay) (X7Y)'




Théoréme

Soient D C R?, f: D — R et (x,y) € D, alors si f(x,y) = A, (x,y)
appartient a la courbe de niveau C, (f).

Le vecteur gradient V{(x,y) est normal a la courbe C,(f) au
point (x,y).




Théoréme

Soient D C R?, f: D — R et (x,y) € D, alors si f(x,y) = A, (x,y)
appartient a la courbe de niveau C, (f).

Le vecteur gradient V{(x,y) est normal a la courbe C,(f) au
point (x,y).




f(x,y) = x> +y2. Cy(f) = C((0,0),v2) - cercle de centre (0,0) et
de rayon V2. of (X y)=

,a—(x,y) = 2y. On remarque que
y

(2x,2y) = 2(X,y) est 2 fois le vecteur radial qui est en effet
orthogonal au cercle.




Gradient

Exemple 2

Soit la courbe d’équation x?> —y = 0. Pour calculer la normale en
chaque point de cette courbe, on la voit comme une ligne de
niveau 0 de la fonction f(x,y) = x2 —y. La normale est donc

= 2
donnée par son gradient : Vi(x,y) = ( _)i > .




Théoréme

Le gradient en (x,y) indique la direction de plus grande pente
sur I'¢ (a partir du point (x,y)).




Théoréme

Le gradient en (x,y) indique la direction de plus grande pente
sur I'¢ (a partir du point (x,y)).

Le gradient est orthogonal aux lignes de niveau.

On voit de plus que le gra-
dient est dirigé dans le sens
des pentes croissantes, et
que plus la pente est forte,
plus le gradient est grand en
norme.




Gradient

Preuve

() +7) ~f(x.y) = Vi) 7 +o(7)

Le produit scalaire Vi(x,y)- ¥ vaut | Vi(x,y)|| x [[¥]| x cos8,
ou 0 est I’angle entre les deux vecteurs. L’accroissement de la
fonction atteint le maximum quand cos® = 1, alors ¥ doit étre
paralléle 3 Vi(x, ).




Remarque

En suivant la ligne de plus grande pente dans D on a, sur le
graphe, le chemin le plus court a parcourir pour obtenir une
variation donnée de f. Autrement dit, si on veut passer le plus
vite possible du niveau a au niveau b a partir d’un point (x,y)
donné de niveau a = f(x,y), il faut suivre le gradient.




Derivées partielles d’ordre supérieur
I

Définition

Soit f: D C R® — R. Les dérivées partielles définissent n
nouvelles fonctions

f;(i(le"' 7Xn) — ox: (X17"’ aXn)-




Derivées partielles d’ordre supérieur

Définition
Soit f: D C R® — R. Les dérivées partielles définissent n
nouvelles fonctions

of
f;(i(le"' 7Xn) — ox: (X17"’ an)-

On peut regarder les dérivées partielles de chacune de ces
nouvelles fonctions. Cela nous donne les dérivées partielles
d’ordre 2 (aussi appellées les dérivées partielles secondes) et a
leur tour on peut regarder les dérivées partielles des dérivées
partielles d’ordre 2, etc. Cela s’écrit par exemple :

o d°f 0 ﬁ
Xixj_axia)(j COxg 9%




Fonctions de classe Ck

Définition

Une fonction f: R® — R de classe C¥ sur un ouvert Q de R™ est
une fonction dont toutes les dérivées partielles jusqu’a ’ordre k
existent et sont continues sur cet ouvert 2.

Une fonction est dite de classe C si elle est de classe CX pour
tout k € N.




Fonctions de classe Ck

Theoréme de Schwarz

Soit f: D € R™ — R une fonction de classe C2 sur D. Les
fonctions de dérivées partielles d’ordre 2,

0 ﬁ t i o sont égales en tout point de D
Ix; \ 9% ¢ Ixj \ 9xi & P '




Fonctions de classe Ck

Remarque

Le théoréeme de Schwarz implique que les dérivées partielles

d’ordre k, k > 2, d’une fonction de classe CX, f: D Cc R® — R ne

dépendent pas de l'ordre dans lequel les dérivées partielles sont

prises. Par exemple, pour une fonction de deux variables f(x,y)
23 _ 93f

oxdydx  0x29dy’

de classe C3, on a :




Fonctions de classe Ck

Soit f(x,y) = 3X%yi, x>0, y>0.
Déterminer les dérivées partielles d’ordre 2 de f.




Tangentes aux courbes de niveau

Théoréme
Soit f de classe C! autour de (xo,y0)-
On suppose que graéf(xo,yo) # (0,0).
Alors la courbe de niveau de f passant par (xg,yo) a une
tangente (T) d’équation :
of

of
E(XOQ’O)(X_XO) + a*y(XmYO)(y—YO) =0

En particulier, graaf(x(),yo) est normal a cette tangente.




Tangentes aux courbes de niveau

N
|

Théoreme
Soit f de classe C! autour de (xo,y0)-

On suppose que graéf(xo,yo) # (0,0).
Alors la courbe de niveau de f passant par (xg,yo) a une

tangente (T) d’équation :

of of
E(XOQ’O)(X_XO) + a*y(Xo,YO)(y—YO) =0

En particulier, graéf(xo,yo) est normal a cette tangente.

Définition

|

—
Un point ou gradf(xg,yo) # (0,0) s’appelle un point régulier.

ra
By

Si gradf(xg,yo) = (0,0) alors (x,yo) est un point critique (ou

stationnaire).




Matrice Hessienne

Soit f une fonction de R® — R de classe C? sur un ouvert .
On appelle matrice Hessienne de f en X la matrice symétrique

1) = (5259




Matrice Hessienne

Soit f une fonction de R® — R de classe C? sur un ouvert .
On appelle matrice Hessienne de f en X la matrice symétrique

1) = (5259

Soit S une matrice symétrique.
Alors (x1,X2, - ,Xp) — (X1X2-+-Xn) S (x1 X0+ x5 ) = XS'X est
une forme quadratique (on dit que c’est la forme quadratique
associée a S).




Matrice Hessienne

Exercice

On considere une fonction de Cobb-Douglas de deux variables
définie par

f(x,y) =x%P? pour x>0et y>0

@ Calculer la matrice hessienne de f au point (a,b).
On la note H¢(a,b).

@ Montrer que la forme quadratique définie par He(a,b) est :
a(x,y) = a® 2pP2 [a (o —1)b*x* + B (B — 1) a’y* + 2aBabxy]

4




Formules de Taylor

Définition : petit o...

Soient f et g deux fonctions d’une variable a valeurs réelles.
On dit que g = o(f) au point a si :

g(x)
lim Sy =




Formules de Taylor

Définition : petit o...

Soient f et g deux fonctions d’une variable a valeurs réelles.
On dit que g = o(f) au point a si :

| A\

Exemple
u(x) =x3,v(x) =x?>+2x. En a=0 on a u(x) = o(v(x)) et en
a = o0 on a v(x) = o(u(x)).




Formules de Taylor

Théoreme : Formule de Taylor a 1'ordre 2

Soit f une fonction de classe C? au voisinage de X € R". Alors,
pour Y € R" de norme assez petite, on a :

1t
f(Xo+Y) = f(X0)+DfXO(Y)+§YHf(XO)Y+HYH2£(Y)
of

 dx;

(Xo) X yi = VH(Xo).Y

=

ou lime(Y) = 0et Dfx, (Y)=
Y—0

—-




Formules de Taylor

Théoreme : Formule de Taylor a 1'ordre 2

Soit f une fonction de classe C? au voisinage de X € R". Alors,
pour Y € R" de norme assez petite, on a :

1t
f(Xo+Y) = f(X0)+DfXO(Y)+§YHf(XO)Y+HYH2£(Y)
of

—
‘ aXi (Xo) Xyi= Vf(Xo)Y

ou lime(Y) = 0et Dfx, (Y)=
Y—0

-

1

| A\

Remarque

Cette formule de Taylor donne ’approximation de f au
voisinage de Xy par un polynome de degré 2. Ce qui suit permet
d’approcher f au voisinage de Xy par des polyndémes de degré
supérieur.




Formules de Taylor

Définition

Soit f une fonction de R® dans R de classe C¥ sur un ouvert U
de R™. Pour 1 <k, on pose :

1 JR—
D' (Y,..,Y) = ;1.21...;1m(X),yilyiQ..yh
== i=
o't
7 9e 9w K)YinViz--¥i
aXilaXiQ-..aXil( )yly2 yl

1<y ig,...,i1<n

oY = (y1,--,¥n)-




Formules de Taylor

On peut montrer que :

Dy (Y....Y) y Il d'f
X = [0 Q

Y . o eN oplon!...o! ax‘lxlaxf...axn“
o404 40, =1

(X) .y ys?. yoe




Formules de Taylor

On peut montrer que :

1! J'f
oplon!...o! ax‘lxl axgz...axg“

Difx(Y,...,Y) = y
Ay ,..,00 EN
o +0o+... 4o =1

(X) .y ys?. yoe

d2f 1 .
D*x(Y,Y) = Y e (X) iy
Lo =2 3X1118X122 ...8}(%{1
d22f
= axian( )Y1YJ

= SYH{(X)Y




Formules de Taylor d’ordre k

Proposition

Soit f une fonction de R® dans R de classe C¥ sur un voisinage
de Xy. Alors, pour Y de norme assez petite, on a :

1 1
f(Xo+Y) = f(Xo) + Dfx, (Y) + 5D2fx0 (Y, Y)+..+ FDkfx0 (Y, ... Y)+[[Y][<e(Y)

ot lim &(Y) =0.
Y0




Fonctions de R®™ dans R™

Une fonction F de R™ dans R™ sera notée :
F : R*—=R™
X = (X1,..,%n) = F(X) = (f1(X), ..., fm(X))

Ot les f; sont des fonctions de R™ dans R que ’on appelle les
fonctions coordonnées de F.



Différentielles-Jacobiennes

Définition

On dit qu’une fonction F de R™ dans R™, définie sur un
voisinage de Xg est différentiable en Xj si ses fonctions
coordonnées sont différentiables en Xg.




Différentielles-Jacobiennes

Définition

On dit qu’une fonction F de R™ dans R™, définie sur un
voisinage de Xg est différentiable en Xj si ses fonctions
coordonnées sont différentiables en Xg.

On peut donc écrire, pour tout i =1,...,m et pour X assez
proche de X :

fl(X) = fi(Xo) i Dfng (X = X()) = HX — X()H Ei(X)
ou_lim &(X)=0
X%Xo




Différentielles-Jacobiennes

On peut alors définir une application linéaire de R" dans R™,
notée DFx, par :

DFx,(Y) = (Dfix,(Y),...,Dfmx, (Y))
DFx, s’appelle la différentielle de F en Xg. On peut alors écrire :
F(X) =F(Xo) +DFx, (X —Xo) +[|X = Xo| &(X)

ou_lim &(X)=0
X*)X()




Différentielles-Jacobiennes

On peut alors définir une application linéaire de R" dans R™,
notée DFx, par :

DFx,(Y) = (Dfix,(Y),...,Dfmx, (Y))
DFx, s’appelle la différentielle de F en Xg. On peut alors écrire :

F(X) = F(Xo) + DFx, (X — Xo) + [|X — Xo|| £(X)
ou_lim &(X)=0
X*)X()

Cette égalité donne encore une approximation de F au
voisinage de Xy par une application linéaire. Le fait de travailler
en dimension finie va permettre de traduire cette égalité
matriciellement.




Différentielles-Jacobiennes

£

a—l(Xo) existent et soient continues en Xg
Xj

pour tout i=1,...,m et tout j=1,...,n (on dit que F est de

classe C!). On sait alors que la différentielle Dfix, est définie

par :

Supposons que les




Différentielles-Jacobiennes

Supposons que les Xj) existent et soient continues en X

5l
Xj
pour tout i=1,...,m et tout j=1,...,n (on dit que F est de
classe C!). On sait alors que la différentielle Dfix, est définie

par :

(Xo)y;

I of;
Dfix, (¥1,--s¥n) = '
0 j=1 8Xj




Différentielles-Jacobiennes

Donc chaque composante de DFx,(Y) dans la base canonique

n fi
de R™ sera : Y, g
j=1 0%

ses coordonnées dans la base canonique est :

(Xo)yj, ou encore que le vecteur colonne de




Différentielles-Jacobiennes

Donc chaque composante de DFx,(Y) dans la base canonique

n fi
de R™ sera : Y, g
j=1 0%

ses coordonnées dans la base canonique est :

o 8f1

& aT{j(Xo)Yj

(Xo)yj, ou encore que le vecteur colonne de

DFx,(Y)

n Of,
) T}{j(xo)}’j




Différentielles-Jacobiennes

On a alors ’égalité matricielle :
o ofy of of
= XO Y; 1 e L
=1 9Xj( s I, X0) 9, K0\ fy,
b Oy s T v
7y Vv Zmix X n
=1 (9Xj ( O)yJ 8x1( 0) (9Xn( 0)




Différentielles-Jacobiennes

Ce qui prouve que la matrice de DFx, dans les bases
canoniques de R" et R™ est :

afy af

axl ox, Xo) o axn (Xo)
It TN
8X1 (XO) T aXn (XU)




Différentielles-Jacobiennes

Ce qui prouve que la matrice de DFx, dans les bases
canoniques de R" et R™ est :

ofy oty
axl ox, Xo) o axn (Xo)
It TN
8X1 (XO) T aXn (XU)

Cette matrice s’appelle la jacobienne de F en X et se note en
général J(F)y, . C’est une matrice m x n. Si m =n, son
déterminant s’appelle le jacobien de F en Xq (noté |J (F)x, ).




Utilité de la jacobienne

Le jacobien sert de test a la dépendance fonctionnelle d’un
systeme d’équations linéaires et non linéaires. C’est ainsi, si

|J| = 0 alors les équations sont fonctionnellement dépendantes;
si |[J| # 0 alors les équations sont fonctionnellement
indépendantes.




Utilité de la jacobienne

Soit le systeme linéaire suivant :

(S) fl(Xl,Xg) = 5X1 +3X2
fg(Xl,Xg) = 25X% + 30x1x0 + QX%

Testons la dépendance fonctionnelle du systeme linéaire S.




Utilité de la jacobienne

Soit le systeme linéaire suivant :

(S) fl(Xl,Xg) = 5X1 +3X2
fg(Xl,Xg) = 25X% + 30x1x0 + QX%

Testons la dépendance fonctionnelle du systeme linéaire S.
Le calcul du jacobien donne :

) 3

1= ‘ 50x; +30x2  30x1 + 18x2




Utilité de la jacobienne

Soit le systeme linéaire suivant :

(S) fl(Xl,Xg) = 5X1 +3X2
fg(Xl,Xg) = 25X% + 30x1x0 + QX%

Testons la dépendance fonctionnelle du systeme linéaire S.
Le calcul du jacobien donne :

) 3

1= ‘ 50x; +30x2  30x1 + 18x2

|J| = 150x; +90x2 — 150x; — 90x3 = 0




Utilité de la jacobienne

Soit le systeme linéaire suivant :

(S) fl(Xl,Xg) = 5X1 +3X2
fg(Xl,Xg) = 25X% + 30x1x0 + QX%

Testons la dépendance fonctionnelle du systeme linéaire S.
Le calcul du jacobien donne :

) 3

1= ‘ 50x; +30x2  30x1 + 18x2

|J| = 150x; +90x2 — 150x; — 90x3 = 0

Comme la valeur de |J| =0, il y a une dépendance fonctionnelle
entre 1 et fa, en effet : (5x; +3x2)? = fo.

e e e e




Les fonctions implicites

Théoreme (Cas de deux variables)

Soit f: R? — R de classe C! sur un ouvert contenarétf

Xo = (x0,50)- On pose k =1{(Xp). On suppose que a—(Xo) #0.11
y

existe alors un voisinage de x¢ (Jxg — a,xp+ o[ , & > 0) et une
fonction x — y(x) de R dans R, de classe C! sur ce voisinage,

([ # Vxelxo—a,xo+af , f(x,y(x)) =k
¢ y(x0) =¥o
f
tels que : a—(xo,yo)
0 ) = -
- (x0,¥0)
ay "’




Les fonctions implicites

Ce théoreme signifie que la courbe de niveau k de f peut étre
considérée localement (c’est a dire pour X proche de Xj)
comme la courbe représentative d’une fonction d’une variable et
la derniere formule permet de calculer la dérivée de cette
fonction en xg.




Fonction réciproque

Le théoréme suivant s’obtient en appliquant le théoreme des
fonctions implicites a la fonction f(x) —y.



Fonction réciproque

Le théoréme suivant s’obtient en appliquant le théoreme des
fonctions implicites a la fonction f(x) —y.

Théoréme

Soit f une fonction de R® — R, de classe C!' sur un voisinage de
X0, et dont la différentielle en x¢, Dfy,, est bijective. Il existe
alors un voisinage ouvert U de xg et un voisinage ouvert V de
yo = f(x0) tels que f soit une bijection de U sur V. Si on note f~!
la bijection réciproque (définie sur V), f~! est de classe C! sur
Vet Df;t = (Dfy) ™" Vx €U et y = f(x).




Fonctions homogenes



Fonctions homogenes

Soit f: (R%)" — R. Soit r € R.
On dit que f est homogene de degré r si :

vt e RY, f(tX) = t'f(X), pour tout X € (R} )"




Fonctions homogenes

Soit f: (R%)" — R. Soit r € R.
On dit que f est homogene de degré r si :

vt e RY, f(tX) = t'f(X), pour tout X € (R} )"

f(x,y,2z) = kx%yBzY (Cobb-Douglas & 3 variables)

f(x,y,z) = ax® + by? + cz® + dxy + exz + fyz (quadratique)

\




Fonctions homogenes

Soit f: (R%)" — R. Soit r € R.
On dit que f est homogene de degré r si :

vt e RY, f(tX) = t'f(X), pour tout X € (R} )"

Exemple

| A\

f(x,y,2z) = kx%yBzY (Cobb-Douglas & 3 variables)

f(x,y,z) = ax® + by? + cz® + dxy + exz + fyz (quadratique)

\

A Attention

f(x,y) = v25—x*—y?

f n’est pas homogene.




Fonctions homogenes en économie

Si f est une fonction de production de n variables : f(x1,--,xy)
n inputs pour 1 output




Fonctions homogenes en économie

Si f est une fonction de production de n variables : f(x1,--,xy)
n inputs pour 1 output

@ Si f est homogene de degré 1 alors
f(txq, - txn) = tf(x1, -+ ,Xn).
Si on double tous les inputs alors la production double.
On dit qu’une telle fonction est a rendements d’échelle
constants.




Fonctions homogenes en économie

Si f est une fonction de production de n variables : f(x1,--,xy)
n inputs pour 1 output
@ Si f est homogene de degré 1 alors
f(txq, - txn) = tf(x1, -+ ,Xn).
Si on double tous les inputs alors la production double.
On dit qu’une telle fonction est a rendements d’échelle
constants.
@ Si f est homogene de degré r avec 0 <r < 1 alors f est dite a
rendements d’échelle décroissants.




Fonctions homogenes en économie

Si f est une fonction de production de n variables : f(x1,--,xy)
n inputs pour 1 output

@ Si f est homogene de degré 1 alors
f(txq, - txn) = tf(x1, -+ ,Xn).
Si on double tous les inputs alors la production double.
On dit qu’une telle fonction est a rendements d’échelle
constants.

@ Si f est homogene de degré r avec 0 <r < 1 alors f est dite a
rendements d’échelle décroissants.

© Si f est homogene de degré r avec r > 1 alors f est dite a
rendements d’échelle croissants.




Fonctions homogenes

Propriété

Qn

Une fonction de Cobb-Douglas f(x1,- - ,x5) = kx% -+ - x2

est homogene de degré a; +--- + oy.




Fonctions homogenes

Une fonction de Cobb-Douglas f(x1,- -+ ,xp) = kx - - x%
est homogene de degré a; +--- + oy.

Théoréme

| A

Si f est de classe C! et si f est homogene de degré r, alors ses
dérivées partielles sont homogéenes de degré r — 1.




Fonctions homogenes

Une fonction de Cobb-Douglas f(x1,- -+ ,xp) = kx - - x%
est homogene de degré a; +--- + oy.

v

Théoréme

Si f est de classe C! et si f est homogene de degré r, alors ses
dérivées partielles sont homogéenes de degré r — 1.

Preuves de la propriété et du théoreme... \




Fonctions homogenes

Théoréeme d’Euler

N
|

Soit f une fonction de classe C! sur (R% )™ et homogene de degré
r.
Alors, pour tout X € (R )"

of

of
15— (X) o xa g —(X) =X £(X) = X VH(X)

Ce qui s’écrit :

Z Sf/Xl =rT.




Fonctions homogenes

Théoréeme d’Euler

N
|

Soit f une fonction de classe C! sur (R% )™ et homogene de degré
r.
Alors, pour tout X € (R )"

of

af
XITXI(X) —i-Xna

(X) =1 x f(X) = X - VE(X)

Ce qui s’écrit :

Z Sf/Xl =rT.

v
Preuve du théoréme...




Fonctions homogenes

Exercice

Soit f la fonction de production définie sur D' = (Ri)Q par

f(x,y) =x'/y

@ Montrer que f est homogene et déterminer son degré
d’homogénéité.

@ Si on double les quantités x et y, comment varie la
production de f?

© Montrer que f vérifie I’égalité d’Euler.




Fonctions homogenes

Réciproque du Théoreme d’Euler

Si f est une fonction de classe C! sur (R* )™ et si

ixiaa)f(X) =r x f(X)
i=1

1

pour tout X € (R%)". Alors, f est homogene de degré r.




Fonctions d’une variable : Rappels

Définition

La fonction f est dite convexe si
V(x,y)e BVAe[0,1], f(Ax+(1-2)y) < Af(x)+(1—2)f(y).

Elle est dite concave si —f est convexe.




Fonctions d’une variable : Rappels

Définition

La fonction f est dite convexe si

V(x,y)e BVAe[0,1], f(Ax+(1-2)y) < Af(x)+(1—2)f(y).

Elle est dite concave si —f est convexe.

Définition bis

| \

On dit que f est convexe (resp. concave) sur un intervalle I si
pour tous points A et B de la courbe représentant f, I’arc de
courbe est situé au-dessous (au-dessus) du segment [AB].




Fonctions d’une variable : Rappels

Définition

La fonction f est dite convexe si

V(x,y)e BVAe[0,1], f(Ax+(1-2)y) < Af(x)+(1—2)f(y).

Elle est dite concave si —f est convexe.

Définition bis

| \

On dit que f est convexe (resp. concave) sur un intervalle I si
pour tous points A et B de la courbe représentant f, I’arc de
courbe est situé au-dessous (au-dessus) du segment [AB].

Les fonctions x — x?, x — |x| sont convexes.




Fonctions d’une variable : Rappels

f(y)
Af(x)+(1-2)1(y)
f(x)

f(Ax+(1-2)y)

N - ——

Ax+(1-A)y



Fonctions d’une variable : Rappels

Théoréme

Soit f une fonction de classe C! sur un intervalle 1.
Alors f est convexe (resp. concave) sur I si et seulement si :

f(y) — £(x) 2 F(x)(y —x), ¥(x,y) €12

(resp. f(y) —f(x) <f(x)(y —x), V(x,y) €T?)




Fonctions d’une variable : Rappels

Théoréme

Soit f une fonction de classe C? sur un intervalle I. Alors :
o fest convexe sur I < {’(x) >0 pour tout x €I
e fest concave sur I <= {’(x) <0 pour tout x €1




Fonctions d’une variable : Rappels

Théoréme

Soit f une fonction de classe C? sur un intervalle I. Alors :
o fest convexe sur I < {’(x) >0 pour tout x €I
e fest concave sur I <= {’(x) <0 pour tout x €1

Inégalités de convexité

Si f est dérivable et convexe sur I alors sa courbe représentative
est au-dessus de chacune de ses tangentes :

Va,x € I, f(x) > f'(a)(x —a) +f(a)

Pour les fonctions concaves I'inégalité est inversée.




Fonctions d’une variable : Rappels

L’intérét des fonctions convexes ou concaves dans les problemes
d’optimisation s’explique par le résultat suivant :



Fonctions d’une variable : Rappels

L’intérét des fonctions convexes ou concaves dans les problemes
d’optimisation s’explique par le résultat suivant :

Théoréeme

Soit f une fonction concave (resp. convexe) sur intervalle ouvert
1. Si x¢ est un point critique pour f, alors f présente en xg un
maximum (resp. minimum) global sur I.




Passage a la dimension n

Soit f : R™ — R définie sur un ensemble convexe U.
On dit que f est concave (resp. convexe) sur U si :

YA €[0,1], ¥X,Y €U
FAX 4 (1= A)Y) > A£(X) + (1 - A)£(Y)

(resp. f(AX+(1-2)Y) < A(X)+(1-21)f(Y))




Passage a la dimension n

Théoréme

Soit f de classe C! définie sur un convexe U.
Alors f est concave (resp. convexe) sur U si et seulement :

VX, YeU

£(Y) — £(X) < VEX) - (Y - X)

L of
ou encore f(y1,--+,yn) — f(x1,+,xn) < Y 5 i)
=1 9%

1 of
(resp. f(yla"' 7yn)_f(X1?"' aXn) > Z 0 (yi_xi)>




Formes quadratiques et matrices symétriques

Définition : Rappels

Une forme quadratique définie sur R™ est une fonction a valeurs
réelles qui peut s’écrire sous la forme :

n
a(x1, -+ ,Xn) = Z aix; -+ QZainin
i=1 i<j

ot A = (aj;) est I'unique matrice symétrique correspondant a
I’expression de q.

Réciproquement, a toute matrice symétrique A, peut étre
associée une fonction & valeurs réelles q(x1, - ,x,) = XA'X
avec X = (x1X2---Xp), identique a celle définie précédemment.
Cette fonction est une forme quadratique.




Formes quadratiques et matrices symétriques

Exercice

Déterminer les formes quadratiques associées aux matrices
suivantes :




Formes quadratiques et matrices symétriques

Définition

Soit A une matrice symétrique d’ordre n.
Alors A est dite :




Formes quadratiques et matrices symétriques

Soit A une matrice symétrique d’ordre n.
Alors A est dite :
@ définie positive (resp. semi-définie positive) si
q(x1,-++,xn) = XA®X > 0 pour tout X € R" et X # Ogn
(resp. q(x1, -+ ,%xn) = XA'X >0)




Formes quadratiques et matrices symétriques

Soit A une matrice symétrique d’ordre n.
Alors A est dite :

@ définie positive (resp. semi-définie positive) si
q(x1,-++,xn) = XA®X > 0 pour tout X € R" et X # Ogn
(resp. q(x1, -+ ,xn) = XA'X >0)

@ définie négative (resp. semi-définie négative) si
a(x1, -+ ,xn) = XA'X < 0 pour tout X € R® et X # Ogn
(resp. q(x1," -+ ,xn) = XA'X <0)




Formes quadratiques et matrices symétriques

Soit A une matrice symétrique d’ordre n.
Alors A est dite :
@ définie positive (resp. semi-définie positive) si
q(x1,-++,xn) = XA®X > 0 pour tout X € R" et X # Ogn
(resp. q(x1, -+ ,xn) = XA'X >0)
@ définie négative (resp. semi-définie négative) si
a(x1, -+ ,xn) = XA'X < 0 pour tout X € R® et X # Ogn
(resp. q(x1," -+ ,xn) = XA'X <0)
@ indéfinie s’il existe des vecteurs X de R* tel que XA'X >0
et d’autres tel que XA*X < 0.




Hessienne : propriété

Théoréme

Toute matrice symétrique a coefficients réels est diagonalisable.
Toute matrice hessienne & coefficients réels est diagonalisable.




Hessienne et fonctions concaves ou convexes

Théoreme

Soit f de classe C? sur un sous-ensemble ouvert U de R". Alors,
f est une fonction concave sur U si et seulement si la matrice
hessienne de f est semi-définie négative pour tout X de U.

La fonction f est convexe sur U si et seulement la matrice
hessienne de f est semi-définie positive pour tout X de U.




Hessienne et fonctions concaves ou convexes

Théoreme

Soit f de classe C? sur un sous-ensemble ouvert U de R". Alors,
f est une fonction concave sur U si et seulement si la matrice
hessienne de f a toutes ses valeurs propres négatives ou nulles.
La fonction f est convexe sur U si et seulement la matrice
hessienne de f a toutes ses valeurs propres positives ou nulles.

v




Hessienne et fonctions concaves ou convexes

Dans R?, on utilisera une propriété pratique...car décomposer
des formes quadratiques en somme de carrés...ce n’est pas gagné

©




Hessienne et fonctions concaves ou convexes

Théoréeme

Soit f de classe C2 sur un sous-ensemble ouvert U de R2.
Alors :




Hessienne et fonctions concaves ou convexes

Soit f de classe C2 sur un sous-ensemble ouvert U de R2.

Alors :

@ f est concave sur U si et seulement si V(x,y) € U,
tr (He(x,y)) < 0 et det (He(x,y)) > 0.




Hessienne et fonctions concaves ou convexes

Soit f de classe C2 sur un sous-ensemble ouvert U de R2.
Alors :
@ f est concave sur U si et seulement si V(x,y) € U,
tr (He(x,y)) < 0 et det (He(x,y)) > 0.

@ f est convexe sur U si et seulement si V(x,y) € U,
tr (Hy(x,y)) > 0 et det (He(x,y)) > 0.




Hessienne et fonctions concaves ou convexes

Théoréeme

Soit f de classe C2 sur un sous-ensemble ouvert U de R2.
Alors :

@ f est concave sur U si et seulement si V(x,y) € U,
tr (He(x,y)) < 0 et det (He(x,y)) > 0.

@ f est convexe sur U si et seulement si V(x,y) € U,
tr (Hy(x,y)) > 0 et det (He(x,y)) > 0.

© sinon, on ne peut rien dire- - -




Hessienne et fonctions concaves ou convexes

Les fonctions f et g suivantes sont-elles convexes ou concaves sur
R??

f(x,y) =x*+ %y +y*—3x -8y , g(x,y)=xy




Hessienne et fonctions concaves ou convexes

Exercice

On considere une fonction de Cobb-Douglas de deux variables
définie par

f(x,y) =x%P pour x>0ety>0

Montrer que f est strictement concave sur (Ri)2 si et seulement
oa>0
si: B>0
a+p<1

| \

Remarque

Une fonction de production de Cobb-Douglas définie sur (Ri)Q
est concave si et seulement si ses rendements d’échelle sont
constants ou décroissants.




Hessienne et fonctions concaves ou convexes

Exercice
Soit f la fonction la fonction de production définie sur
2
D' = (R%)” par
f(x,y) =x'"/y

@ Calculer la hessienne de f au point (a,b) € D'.

@ Montrer que la fonction f est concave sur D’.




Complément |

[m] [ = = = o>



Etude du signe d’une forme quadratique

Proposition

On peut décomposer une forme quadratique sur R® comme
combinaison linéaire de carrés de formes linéaires
indépendantes. Cette décomposition n’est pas unique, mais les
nombres de coefficients stictement positifs et strictement
négatifs de ces CL est fixe. Le couple (m,p) de ces deux
nombres s’appelle la signature de la forme quadratique.




Etude du signe d’une forme quadratique

Proposition

On peut décomposer une forme quadratique sur R® comme
combinaison linéaire de carrés de formes linéaires
indépendantes. Cette décomposition n’est pas unique, mais les
nombres de coefficients stictement positifs et strictement
négatifs de ces CL est fixe. Le couple (m,p) de ces deux
nombres s’appelle la signature de la forme quadratique.

Définition

Soit A une matrice carrée d’ordre n. On appelle mineur
principal d’ordre k (k =1,2,...,n) le déterminant de la matrice
obtenue en éliminant de A les mémes n —k colonnes et n — k
lignes. On appelle mineur diagonal principal d’ordre
k(k=1,2,...,n) le déterminant de la matrice obtenue en
éliminant de A les n —k derniéres colonnes et les n — k derniéres
lignes.

| A

\




Etude du signe d’une forme quadratique

aj] al2 a3
Soit A= [as ag as | € ///(3,3)(R)-

az] azz2 ass
Déterminer les mineurs principaux de A.




Etude du signe d’une forme quadratique

ail a2 a3
Soit A= [ag; age asg | € //(373)(]&).
az] azz2 ass
Déterminer les mineurs principaux de A.
Trois mineurs principaux d’ordre un :

My =|an |=ann , Mio=| agy |=an , Miz=| ags |=ass




Etude du signe d’une forme quadratique

ail a2 a3
Soit A= [ag; age asg | € //(373)(]&).
az] azz2 ass
Déterminer les mineurs principaux de A.
Trois mineurs principaux d’ordre un :

My =|an |=ann , Mio=| agy |=an , Miz=| ags |=ass
Trois mineurs principaux d’ordre deux :

a2 a3
a32  as3

ail a3
a3l as3

allr a2
a1 a2

, Moz =

My = , Moo=




Etude du signe d’une forme quadratique

ail a2 a3
Soit A= [ag; age asg | € //(373)(]&).
az] azz2 ass
Déterminer les mineurs principaux de A.
Trois mineurs principaux d’ordre un :

My =|an |=ann , Mio=| agy |=an , Miz=| ags |=ass

Trois mineurs principaux d’ordre deux :

ajl  ar ar; as agy a23
My = , Moy = ; Mag =
a1 a2 az1  as3 a32  az3
ajl a2 a3
Un mineur principal d’ordre trois : Mg = | ag; age ass

a3l a32 a33




Etude du signe d’une forme quadratique

a1l a12 a3
Soit A= [ag; ag a| € '//(3,3) (R)

a3l a32 as3
Déterminer les mineurs diagonaux principaux de A.




Etude du signe d’une forme quadratique

a1l a12 a3
Soit A= [ag; ag a| € '//(3,3) (R)

a3l a32 as3
Déterminer les mineurs diagonaux principaux de A.

M1:‘ ail ‘:an




Etude du signe d’une forme quadratique

a1l a12 a3
Soit A= [ag; ag a| € '//(3,3) (R)

a3l a32 as3
Déterminer les mineurs diagonaux principaux de A.

M =| a1 |=an
a; a

M, = | 211 812
ag) agy




Etude du signe d’une forme quadratique

a1l a12 a3
Soit A= [ag; ag a| € '//(3,3) (R)

a3l a32 as3
Déterminer les mineurs diagonaux principaux de A.

M =| a1 |=an
a; a

M, = | 211 812
ag) agy

all a2 a3
M3z =| as1 az a3
a3l a32 a33




Etude du signe d’une forme quadratique

Proposition

Soit q une forme quadratique sur R" et A la matrice symétrique
associée. Alors :

4 q est définie positive ssi tous ses n mineurs diagonaux
principaux sont strictement positifs.

¢ g est définie négative ssi tous ses n mineurs diagonaux
principaux d’ordre k (k = 1,...,n) My vérifient : (—1)*My > 0.

¢ Si 'un des mineurs diagonaux principaux est non nul et ne
vérifie pas I'une des deux regles de signes ci-dessus, alors ¢ est
de signe variable (q est indéfinie).




Etude du signe d’une forme quadratique

Proposition

Soit q une forme quadratique sur R" et A la matrice symétrique
associée. Alors :

¢ q est semi-définie positive ssi tous ses 2™ — 1 mineurs
principaux sont positifs ou nuls.

4 g est semi-définie négative ssi tous ses 2" — 1 mineurs
principaux d’ordre k (k = 1,...,n) My vérifient : (—1)¥My > 0.

4 Sinon q est de signe variable (q est indéfinie).




Optimisation des fonctions de
plusieurs variables



Extrema locaux et globaux

Définition

On étudie le comportement d’une fonction de plusieurs
variables a valeurs réelles. Une telle fonction peut avoir des
valeurs extrémales : des minima (des valeurs les plus petites) ou
des maxima (des valeurs les plus grandes) sur tout le domaine
de définition ou bien sur une certaine partie.

On les appelle des extrema.




Extrema locaux et globaux

Définition

Soit f: D — R une fonction définie sur une partie D C R".




Extrema locaux et globaux

Soit f: D — R une fonction définie sur une partie D C R".

@ On dit que f admet un maximum (resp. minimum) global
au point A € D si pour tout X € D on a f(X) < f(A) (resp.
f(X) > f(A)). Le maximum (resp. minimum) est appelé
strict si f(X) < f(A) (resp. f(X) > f(A)).




Extrema locaux et globaux

Définition

Soit f: D — R une fonction définie sur une partie D C R".

@ On dit que f admet un maximum (resp. minimum) global
au point A € D si pour tout X € D on a f(X) < f(A) (resp.
f(X) > f(A)). Le maximum (resp. minimum) est appelé
strict si f(X) < f(A) (resp. f(X) > f(A)).

@ On dit que f admet un maximum (resp. minimum) local au
point A € D si on peut trouver un nombre r > 0 tel que
XeDet |[X—A| <r entraine f(X) <f(A) (resp.

f(X) = £(A)).




Extrema locaux et globaux

Définition

Soit f: D — R une fonction définie sur une partie D C R".

@ On dit que f admet un maximum (resp. minimum) global
au point A € D si pour tout X € D on a f(X) < f(A) (resp.
f(X) > f(A)). Le maximum (resp. minimum) est appelé
strict si f(X) < f(A) (resp. f(X) > f(A)).

@ On dit que f admet un maximum (resp. minimum) local au
point A € D si on peut trouver un nombre r > 0 tel que
XeDet |[X—A| <r entraine f(X) <f(A) (resp.

f(X) = £(A)).

Les extrema globaux sont appelés aussi extrema absolus.




Théoreme des extrema sur un compact

Théoréme

Soit f: K — R une fonction continue sur un compact K C R"
(compact=fermé+borné).

Alors f admet un maximum global et un minimum global sur K.




Théoreme des extrema sur un compact

Théoréme

Soit f: K — R une fonction continue sur un compact K C R"
(compact=fermé-+borné).
Alors f admet un maximum global et un minimum global sur K.

| A

Remarque

En dimension n =1 la fonction a des points extrémaux sur un
intervalle. Soit ils sont a I'intérieur de l'intervalle, auquel cas ils
vérifient f'(x) = 0, soit ils sont au bord de l'intervalle (sur le
bord, la condition f'(x) = 0 n’est pas forcément satisfaite).
Donc pour trouver les extrema on cherche d’abord des points
critiques (ou la derivée s’annule), puis on compare la valeur des
points critiques avec les valeurs sur le bord de l'intervalle. Les
valeurs max et min se trouvent parmi ces valeurs-la.

N




Extrema locaux et globaux

Définition

Soit f: D — R une fonction de classe C! sur une partie D de R™.
On dit que A € D est un point critique de f si toutes les dérivées
partielles s’annulent en A (équivalent & dire que le gradient de f
est nul en A, équivalent & dire aussi que la différentielle de f est
nulle en A).




Condition nécessaire d’extremum local

Théoréeme

Soit f: U — R une fonction de classe C? définie sur un ouvert
U C R* admettant un maximum ou un minimum local au point
A € U. Alors A est un point critique de f.




Condition nécessaire d’extremum local

Théoréeme

Soit f: U — R une fonction de classe C? définie sur un ouvert
U C R* admettant un maximum ou un minimum local au point
A € U. Alors A est un point critique de f.

A Attention

La réciproque est fausse!!!




Condition nécessaire d’extremum local

Preuve du Théoreme

Reprenons la formule de Taylor & ’ordre 2 en dimension 2.
La preuve se généralise sans probleme aux dimensions
supérieures.




Condition nécessaire d’extremum local

Preuve du Théoreme

Reprenons la formule de Taylor & ’ordre 2 en dimension 2.
La preuve se généralise sans probleme aux dimensions
supérieures.

f(a+h,b+k)—f(a,b) = haaf (a,b) —i—ka}ff (a,b)
92f 9%t 9%
) 2
<h I S (a b)+2hka ay( a,b)+k 272 = (a, b)>

(H(h,k)H )




ndition nécessair Xtremum )
Condition nécessaire d’extre local

Preuve du Théoréme

Si on a un maximum local en A, alors f(a+h,b+k)—f(a,b) <0
pour tout (h,k) suffisamment petit. La valeur de la fonction

linéaire de deux variables h=—(a,b)+k=—(a,b), si elle n’est pas

dx dy

0, est grande par rapport aux termes suivants. Donc cette
valeur, si elle n’est pas égale a 0, doit étre négative.




ndition nécessair Xtremum )
Condition nécessaire d’extre local

Preuve du Théoréme

:
2.
|
.
|

Si on a un maximum local en A, alors f(a+h,b+k)—f(a,b) <
pour tout (h,k) suffisamment petit. La valeur de la fonction

linéaire de deux variables h=—(a,b)+k=—(a,b), si elle n’est pas

x Ay

0, est grande par rapport aux termes su1vants. Donc cette
valeur, si elle n’est pas égale a 0, doit étre négative.
Pourtant pour h,k positifs il faut que les constantes
af
g(a,b) <0, i=1,2 et pour h,k négatifs il faut que les mémes
of f
valeurs —(a,b) >0, i=1,2, d’ou
% oxi

On peut refaire le méme raisonnement pour un min local.

=0,i=1,2.




Extremum local : cas pratique

Soit f : (x,y) + x% — 2x +xy +y?, définie et de classe C! sur R2.

4 2
Montrer que f admet un minimum local en <§, —§>




Extremum local : cas pratique

Soit f: (x,y) — x? — 2x+xy +y?, définie et de classe C! sur R2.

4 2
Montrer que f admet un minimum local en <3, —3).

| A\

Exemple

Si f admet un extremum local en (x,y) € R?, alors

of of { 2x+y =2

X(XaY):aiy(XQI):OOU encore X2y =0

2
On trouve alors apres calculs que (x,y) = < —3> est I'unique

37

point critique de f sur R2.




Extremum local : cas pratique

Exemple

Soit f: (x,y) — x? — 2x+xy +y?, définie et de classe C! sur R2.

2

4
Montrer que f admet un minimum local en <3, —3).

| A\

Exemple

Si f admet un extremum local en (x,y) € R?, alors

of of { 2x+y=2

X(XaY):aiy(XQI):OOU encore X2y =0

2 t 'uni
373 est I'unique

On trouve alors apres calculs que (x,y) = <

point critique de f sur R2.

Est-il vraiment un extremum local ?




Extremum local : cas pratique

4
Il faut comparer f(x,y) et f (

gu

4 2
(3, —3>. Ce qui revient a étudier le signe de

2
—3) pour (x,y) voisin de

4 2
f(3 +h, ~3 —|—k> pour (h,k) voisin de (0,0)




Extremum local : cas pratique

4
Il faut comparer f(x,y) et f(g’

4 2
( —>. Ce qui revient a étudier le signe de

2
—3) pour (x,y) voisin de

373

4 2
f(3 +h, ~3 —|—k> pour (h,k) voisin de (0,0)

D’apres la formule de Taylor a I'ordre 2, on a pour tout
(h,k) € R? :

4 2 4 2 k\2 3Kk2
f(=+h—=+k)—f(=.—=)=h®>+hk+k’=(h+= =
<3+73+) (3,3) Fhk+ (+2)+4




Extremum local : cas pratique

4
Il faut comparer f(x,y) et f(g’

4 2
( —>. Ce qui revient a étudier le signe de

2
—3) pour (x,y) voisin de

37 3
4 2 ..
f(3 ~+h, ~3 —|—k> pour (h,k) voisin de (0,0)

D’apres la formule de Taylor a I'ordre 2, on a pour tout
(h,k) € R? :

4 2 4 2 k\2 3Kk2
f(=+h—=+k)—f(=.—=)=h®>+hk+k’=(h+= =
<3+73+) (3,3) Fhk+ (+2)+4

4 2 4 2
f(=4+h,—24k)—f(=,-2)>
(s+0-5+k)1(3-3) =




Extremum local : cas pratique

.. 2 .
f admet un minimum local en | = —3 qui vaut

3’
f(_2)__4
3" 3 3




Extremum local : cas pratique

.. 2 .
f admet un minimum local en | = —3 qui vaut

3’
f(4_2)__¢
3" 3 3

Remarque

| A\

Tout ceci est long et fastidieux il faut étudier des conditions du
second ordre en se servant de la matrice Hessienne.




Extrema et Hessienne

Soit f: DCR" — R et Xg e D.

Rappels

Quand n = 1, pour savoir si un point critique Xg est un
maximum local ou un minimum local, on étudie la dérivée
seconde (quand elle existe) :

e sif’(Xp) >0, alors f(X() est un minimum local,
e sif’(Xp) <0, alors f(Xp) est un maximum local,

e sif’(Xp) =0, il faut faire des calculs supplémentaires de
dérivées supérieures - ce peut étre un point d’inflexion, un
maximum ou un minimum.




Extrema et Hessienne

Soit f: DCR" — R et Xg e D.

Rappels

Quand n = 1, pour savoir si un point critique Xg est un
maximum local ou un minimum local, on étudie la dérivée
seconde (quand elle existe) :

e sif’(Xp) >0, alors f(X() est un minimum local,
e sif’(Xp) <0, alors f(Xp) est un maximum local,

e sif’(Xp) =0, il faut faire des calculs supplémentaires de
dérivées supérieures - ce peut étre un point d’inflexion, un
maximum ou un minimum.

Dans le cas des fonctions de plusieurs variables, a la place de {”,
on étudie la Hessienne.

<




Extrema et Hessienne

Soit f: D CR" — R et Xp € D un point critique de f.
On suppose que la Hessienne Hg(X() existe. Alors

e si He(Xj) est définie positive (*xH(Xp)x > 0, pour tout
x € R") alors f(Xp) est un minimum local,

o si Hy(Xj) est définie négative (*xH(Xo)x < 0, pour tout
x € R") alors f(X) est un maximum local,

e sinon il faut étudier des termes d’ordre supérieur dans la
décomposition de Taylor en Xg...




Extrema et Hessienne : fonctions de deux variables

Théoréeme

Soit f: D C R? = R et Xy € D un point critique de f.
On suppose que la Hessienne H¢(X() existe. Alors

o si det(H¢(Xo)) > 0, f admet un extremum local en Xy
o si tr(He(Xp)) > 0 alors f(Xo) est un minimum local,
o si tr(He(Xo)) < 0 alors f(Xp) est un maximum local,
o si det(H¢(Xo)) < 0 alors X¢ est un point selle (comme selle
de cheval) ou point col (comme dans les montagnes)

o si det(H¢(Xo)) = 0 alors on ne peut pas conclure, on doit
regarder la formule de Taylor a 'ordre supérieur (a l'ordre
3 et parfois plus)...




Recherche des extrema : fonctions de deux variables

0.5+

-0.54

fx,y) =x* —y*
(0;0) point selle



Recherche des extrema : fonctions de deux variables

o Déterminer des points ot f n’est pas de classe C! et
regarder les valeurs de f en ces points. Par exemple, la
fonction f(x,y) =1— /x? +y? admet un maximum &
I'origine mais on ne le trouve pas parmi les points critiques.

@ Rechercher les points critiques.

o Etudier les points critiques.




Recherche des extrema : fonctions de deux variables

Exemple

Extrema locaux et globaux de f(x,y) = 2x%y + 2x2 +y2 sur R2.
Points critiques :

of
=
of x>+y =0

a—y(x,y) =2x%+2y =0

On trouve alors trois points critiques (0,0),(—1,—1) et (1,—1).

V.




Recherche des extrema : fonctions de deux variables

Points critiques (0,0) | (—1,-1) (1,-1)
J°f

0°f

=4 0 -4 4

I ay(&y) X

aZf( ) =2 2 2 2
= ) =

272 %Y
det(Hf(XQ)) 8 —16 —16
Signe de tr(Hg(Xo)) >0

Nature du point critique : | min | point selle | point selle

i i A N . e ——




Recherche des extrema : fonctions de deux variables

Exemple

Pour les extrema globaux on voit que :

AR OIS IS

donc pas de maximum global.
Pas de minimum global non plus car

lim f(x,—2)= lim —2x?4+4= —oo

X—Foo X—>+o0




Recherche des extrema : fonctions de deux variables

f(x,y) = 2x%y +2x2 +y?



Extrema globaux et convexité

Théoréme

Soit f une fonction convexe sur un ouvert convexe 2 de R™.

o Sif admet en Xy € Q un minimum local, alors f admet en
Xp un minimum global.

o Si f est de classe C! sur Q. Alors si gradf(Xo) = 0, f admet
en Xg un minimum global sur €.

On a des énoncés équivalents en remplagant convexe par
concave et minimum par maximum.




Résumons la situation : cas pratique

Introduction

Il s’agit d’optimiser une fonction f sur un domaine fermé borné
A de R?2xR? délimité par des inégalités que doivent vérifier les
variables ; en microéconomie elles seront du type x >0 et

y > 0et ax+by <c avec a,b,c constantes positives. La fonction
f étant continue elle admet sur A un maximum (global) et un
minimum (global).




Résumons la situation : cas pratique

Marche a suivre

@ On recherche les éventuels points critiques de f & I’'intérieur
de A et on examine en ces points la condition du second
ordre : on a ainsi optimisé la fonction a 'intérieur de A.

e On étudie localement la fonction sur le bord de A (en se
ramenant & une fonction d’une variable a étudier sur un
segment).

@ On conclut en regroupant tous les points critiques a
I'intérieur et sur le bord de A.




Résumons la situation : cas pratique

Optimiser la fonction f(x,y) = x*> +y? —xy —x—y+2 sur
lensemble A={x>0ety>0et x+y<3}.




