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Sources et avertissements

@ Sources générales
[Cra04] Chapitre 7
[KDNO03] Chapitre 13
@ Sources supplémentaires pour les splines
o [Den; Cro; Boo01]

Avertissements

@ Ce cours présente seulement une partie "basique" des générations de
trajectoires, il ne décrit aucune méthode avancée.

@ Dans certains cas, il existe de nombreuses approches, ce cours
présente un peu la diversité des méthodes, mais en approfondit qu’un
nombre limité.
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Problématique

o Simplifier I'interface utilisateur
@ Minimiser la durée d’exécution

o Eviter les discontinuités (position, vitesse, accélération, ... )

@ Pour obtenir des mouvements réalisables, prendre en compte les
limites physiques
o Les couples applicables sont limités
o Il y a des vitesses maximales

@ Respecter des contraintes fortes en terme de temps de calcul
o Fréquence habituelle: 60Hz & 2000Hz [Cra04]
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Génération de trajectoires

Exemples de cibles utilisateur
@ Début et fin de la trajectoire: Xgrc, Xend

o Points de passages: ((to,x0), (t1,x1), .-, (tn, Xn))

Résultat attendu:

Une trajectoire avec une expression simple a calculer pour:
@ Ladurée T
@ Dans l'intervalle de temps [0, T]:
x(t) La position

x(t) La vitesse
X(t) L'accélération
X (t) Le jerk
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Trajectoires et continuités

Continuité au degré n

On note C"[t,, tp] I'ensemble des fonctions continues et dérivable a I'ordre
n sur I'intervalle [ta, tp).

@ Pour une trajectoire T
o T ¢ C°0, T] = vitesse infinie
o T ¢ C[0, T] = accélération infinie
o 7 ¢ C?[0, T] = jerk infini, variation de force instantanée
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Les trajectoires sont définies dans un espace choisi

Trajectoire dans I'espace articulaire
o La trajectoire d'une articulation est indépendante des autres

o |l est facile d'établir des limites sur la vitesse et |'accélération de
chaque articulation

@ Quand la trajectoire de |'outil entre les points de passage importe peu.

Trajectoire dans I'espace opérationnel
@ Quand la trajectoire de I'outil entre les points de passage est
contrainte.
@ Plusieurs problémes possibles: (voir [Cra04])

o La trajectoire passe par des points non-atteignables
o Vitesse infinie des articulations nécessaire prés des singularités
o Le nombre de solutions au MGI peut varier
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Comment décrire ces trajectoires? Quelques exemples:

Splines cubiques Lois de mouvement trapézoidales
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Présentation

@ Une spline est spécifiée par des points de passages

e points de passage (via points) # points de controle
o Dans certains cas, des informations supplémentaires sont transmises a
travers les points de contrdle (ex. dérivée a chaque point)
@ La trajectoire est obtenue a partir des points de passage et d'une
méthode d'interpolation
o Définie par le degré des polyndmes utilisés et parfois des contraintes
supplémentaires pour résoudre des ambiguités
o Le choix de la méthode d'interpolation défini a quel degré la trajectoire
est continue.
@ La trajectoire entre les points de passage est définie localement par
des polynémes

@ Tout polyndme est C*°, les problémes de continuité auront donc lieu
sur les points de passage.
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Formalisme

Points de passage

P = ((to:x0): (t1,x1), - -+ (tn, xn))

Résultat
Une fonction S : [0, T] — R est une spline de degré k si:
0o 0=th<ti<--<ty=T
Si(t) t<t<ty

Salle) e £ 0 € iy

@ Pour tout i de 1 a n, S; est un polynéme de degré k.
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Splines constantes

Points de passage
o Classique: P = ((to,x0), (t1,x1),- -, (tn, Xn))

Méthode d’interpolation
La derniére valeur spécifiée est utilisée jusqu'au prochain point de passage:

S,'(t) = X

Remarques

Cet exemple est avant tout pédagogique, ce n'est pas une maniére
convenable de définir des trajectoires.
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Splines linéaires

Points de passage
° Classique: P= ((t07X0)7 (t17X1)7 °00 g (tnaxn))

Méthode d’interpolation

o Pour assurer que la trajectoire 7 € C°[to, t,] il faut assurer:
° Si(t,-) = X
o Si(tiy1) = xip1

o Ceci implique que Si(t) = (t — t,)% + x;

Remarques

Simples a définir et a utiliser, les splines linéaires permettent d'assurer une
continuité des ordres, mais demandent une accélération infinie.
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Splines cubiques: méthodes locales vs méthodes globales

@ Il y a 4 variables libres pour chaque polynéme donc 4n variables

Méthodes locales

o Le couple de point ((x;, i), (xi+1,yit+1)) définit S;
@ Résolution de n systémes d'équations:
e 4 équations, 4 inconnues

Méthodes globales

o Les coefficients de chaque polynéme S; dépendent de I'ensemble des
points
@ Résolution d'un seul systeme d'équations
e 4n équations, 4n inconnues
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Splines cubiques locales

Localement: 2 Contraintes, 4 degrés de liberté
o Contraintes pour C%[ty, t,]
° S;(t,') = X;
o Si(tit1) = Xit1
o 4 variables libre par polyndme: S;(t) = a;t3 + b;jt> + cit + d;

@ |l reste deux degrés de liberté

o Imposer Si(t;) =0et 5;(t;+1) =0

o Choisir manuellement S;(t;)

o Etendre le voisinage: (Voir [Cro], Méthode 1)
o Si(ti—1) = xi—1
o Si(tit2) = Xi2
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Exemple: Splines cubiques avec dérivées nulles

Points de passage
o Classique: P = ((to,x0), (t1,x1),- .-, (tn, Xn))

Méthode d'interpolation pour S;

t,'3 t,'2 t; 1 aj X;

tiv1®  tip® tipn 1 bi | _ | Xi41 (1)
3t 26, 1 0f|g 0

3tit1 2 9 tit1 1 0 d; 0

Remarques

La trajectoire obtenue est C'[to, t,]
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Exemple pratique: Splines cubiques avec dérivées nulles

P= ((Oa 2)7 (17 3)7 (47 _2))

” . Résultats et vérifications
Déterminer S et 5, [ Résultats et verifications |

5o 5 @ Polynémes obtenus:
L1011 Z‘; 3 So(t) = =263 + 3t 42
= Si(t) = 0.4t3—2.8t>+4.4t+1.0
001 0| 0 (2) i ) s
3 2 1 0 do 0 @ Veérification dérivée:
So(1)=-3-242-3=0
1 1 1 1\ [a 3 $1(1)=3-04-2.28+44=0
64 16 4 1 by -2
3 2 1 0 al= 1o (3) @ Dérivée seconde discontinue:
8 8 1 0) \d 0 Sll) = —fndok 2oy = =
$1(1)=6-04-2-28=-32
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Splines cubiques globales

Globalement: 4n — 2 contraintes, 4n variables

o Contraintes de position: 2n équations
o Pour i€ [0,n—1],S5(t) = x
o Pour i€ [0,n—1],Si(ti11) = xit1
o Contraintes de continuité des dérivées: 2n — 2 équations
e Pour i€ [[17 n— 1]],5,‘_.__1(&) = $,'(t,')
o Pourie [[1, n— 1]],5,'_1(1';) = Si(t,')

Exemples de contraintes supplémentaires

o Splines naturelles: So(t) =0 et S,_1(t,) =0
o Splines périodiques: So(ty) = Sp_1(tn) et So(to) = Sa_1(tn)
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Exemple: splines cubiques naturelles

o> to2 tp 1 0 0 0 o 0 0 0 o 2
03 #u?2 o 1 0 0 0 o0 0 0 0 o x1
0 0 0 0 ot 2 a1 0 0 0o o0 a0 x
0 0 0o o ta 22 ta 1 0 0 0 o0 bo x2
. . . . . . . . <o .
: : D : : S : : do :
32 23 1 0 32 24 -1 0 0 0 0 o a0 (@)
64 2 0 0 —6f 2 0o o 0 0 o o o1 0
0 0 0 0 3t° 2t, 1 0 -—352 -2t -1 0 = 0
0 0 0 o 6ta 2 0 0 —6t 2 0 o dy 0
6to 2 0o o 0 0 0o o 0 0 0o o 0
0 o o0 o0 0 0 0o o 0 0 0o o 0

Remarques

La trajectoire obtenue est C2]ty, t,[
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Quelques commentaires

Interface utilisateur

@ Ajouter un point est facile mais anticiper I'impact sur la trajectoire
devient difficile dés que le degré est supérieur a 1.

Réalisabilité

Si la continuité des trajectoires est intéressante, il n'y a aucune garantie
qu’elles soient "réalisables".

Degré > 3: Beaucoup de méthodes d'interpolation différentes

En théorie, cette diversité offre la possibilité d’adapter ce choix en fonction
du contexte. Mais, en pratique, il est souvent difficile de décider de la
meilleure méthode.
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Présentation

Générer une trajectoire 7
@ D'une source T(0) = Xerc
A une cible: T(T) = Xeng

o
@ Dont la durée est minimale (optimalité)
o

Qui respecte un ensemble de contraintes (réalisabilité)

Exemples de contraintes:

o Vt € [0, T],|7(t)| < Vmax: Limite de vitesse
o Vt €0, T],|7(t)| < amax: Limite d’accélération
o Vt € [0, T],|T(t)] < jmax: Limite de jerk
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Loi trapézoidale en vitesse: Présentation

o Vt €0, T],|7(t)| < vmax: Limite de vitesse
o Vt €0, T],|7(t)| < amax: Limite d’accélération
o 7(0)=0et 7(T)=0: Les vitesses initiales et finales sont nulles

Intuition générale

Pour minimiser le temps, accélérer a fond jusqu'a atteindre la vitesse
maximale. Puis, décélérer a fond au dernier moment.

Précautions a prendre

o La distance entre xgc et Xeng peut étre insuffisante pour atteindre vimay

@ La distance entre xgc et Xend peut étre négative
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Loi trapézoidale en vitesse: représentation graphique
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Loi trapézoidale en vitesse: calculs |

Est-ce qu’on a le temps d’atteindre la vitesse maximale?

Dépend de la valeur absolue de la distance D = Xong — Xerc:

@ Accélération durant t, distance parcourue: dicc = %amaxt2

o Pareil pour la décélération, donc dace + dgec = Omaxt?

@ Pour une accélération durant t, la vitesse atteinte est: v = amaxt
°

Donc si vinax €st atteinte, alors t = Ymax

Qmax
- - 2 2
Ce qui signifie que |D| > qupaxdnex, = Vinax®

Qmax Qmax
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Loi trapézoidale en vitesse: calculs I

Durée de la phase d’accélération? 7,7

Si on a le temps d’atteindre la vitesse maximale:

Vmax

Ta =
Gmax

Sinon, on peut utiliser |D| = dacc + ddgec = OmaxTa’:

Distance parcourue pendant I'accélération? D,

s s 5 2
En reprenant les formules précédentes on a simplement D, = “masTe—
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Loi trapézoidale en vitesse: calculs IlI

Quelle est la durée de la trajectoire entiére? T

o La distance parcourue a vitesse maximale est simplement: |D| — 2D,
+ |D|—2Dy

Vmax

@ La durée totale de la trajectoire est donc: T = 27,

On a donc trois phases clairement identifiées:

Q L'accélération: T(t) = xerc + Slgn(D)amaxt
@ La phase a vitesse maximale:
T(t) = xsrc + sign(D)(Da + Vimax(t — 7))
o Seulement si |D| > Vmax®

Omax

© La décélération: T(t) = Xenq — Sigm(D)%T_t)2

o Symétrique a I'accélération
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Loi trapézoidale en vitesse: Récapitulatif

Eléments importants

Paramétres d’entrée
L D = Xend — Xsrc
Xsre poOSition initiale Vinax si|D| > Utrere
. _ Omax Qmax
Xend Cible To = D] :
sinon
. 5 Omax
Vmax Vitesse maximale g
D, = %maxTa®
('max accélération maximale DI—2D
T =271, + | ‘|/ =
max

Trajectoire finale

Xere + sigm(D)O"";—xt2 sit < T,
T(t) =< Xend — sign(D)%T_t)2 sit>1—1, (5)
Xsrc + sign(D)(Dy + Vmax(t — 7))  sinon
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@ Les trajectoires en robotique concernent généralement plusieurs
dimensions, on a donc une trajectoire par dimension: 71,75, ...

o Planifier les trajectoires indépendamment engendre améne a ce que
chaque trajectoire 7; ait sa propre durée maximale T;

Synchronisation

o |l est généralement préférable de les synchroniser pour minimiser les
accélérations et vitesses demandées aux différents joints. Ce qui
permet:

o De réduire la consommation d'énergie.
o D’obtenir plus de précision dans le suivi d'une trajectoire.
o |déalement, on essaie aussi de synchroniser la durée d’accélération 7,
des différents joints pour avoir un nombre de phases distinctes limiteé.
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Des trajectoires réalisables et optimales: vraiment?

Les constantes vinax €t amax sont des approximations

Les limites se situent plutét au
niveau du couple disponibles au
niveau des moteurs, couple qui est

Speed

inﬂuenCé par |a Vitesse de rOtation- Une courbe typique du torque en fonction de la vitesse
pour un moteur a pas (Source: [Nik01], Fig 9.30)

Torque

La configuration du robot n’est pas anodine

Si un bras robotique est "tendu", le couple nécessaire ne sera pas le méme
que s'il est replié.

Des forces s’exercent sur le robot

La gravité peut aussi bien aider que contrer un mouvement, considérer
Q'max au niveau d’un joint est donc une approximation insatisfaisante.
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