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1 Introduction

2 Décomposition arborescente

Lemme 1
Il existe une suite croissante (By), de parties de S satisfaisant les propriétés suivantes :

e B, est une région (connexe) compacte (et B, C Bpi1)
d Un B" = S

e S5i C une composante connexe de B,\B,, 1, alors Fr(C)NB, 1 = CNB,_; est conneze,
c’est une courbe simple o correctement plongée dans B,,. De plus a divise S en deux

parties, dont celle contenant C' est non compacte.

3 Espace des bouts

Définition 1 (Bout [4, 1])
Soit S une surface non compacte sans bord, on considére une suite décroissante P, O Py D
.. D P, D ... de régions non bornées telle que

e la frontiere de P, est compacte,
e pour toute partie bornée A de S, il existe ng tel que AN P, = () pour tout n > ny.

Nous dirons que deus telles suites {P;}i0, {P; }iso sont équivalentes si pour tout n il existe
n' tel que P;l, C P, et réciproquement.
Une classe d’équivalence pour cette relation sera appelée un bout de S.

Définition 2 (Frontiere idéale)

On considére U une région de S de frontiére compacte, soit alors U* la partie de B(S)
formée par les classes d’équivalence de suite {P,}i>o telle P, C U pour n suffisament grand.
Soit B l’ensemble de tous les U* obtenus de la sorte, nous appellerons frontiére idéale de S
lensemble B(S) des bouts de S muni de la topologie de base B.
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Soit S = S U B(S), on munit S de la topologie engendrée par les ouverts de S ainsi que les
parties de la forme U U U*.

Proposition 1 (Compactification)
1:5 = S est une compactification de S.

Remarquons que S n’est pas nécessairement une surface.

Définition 3 ([2, p146])
Nous dirons que X est de dimension zéro si tout point de X posséde des voisinages ouverts de
frontiéres vides arbitrairement petits, ce qui équivaut a dire que X est totalement discontinu.

Théoreme 1
Les propriétés suivantes caractérisent ’espaces des bouts :

o S estun espace de Hausdorff localement connexe,
e B(S) est totalement de dimension zéro,

e B(S) est une partie non séparente de S (i.e. si G est une région conneze de S, alors
G N S reste connexe dans S).

Toute compactification satisfaisant ces propriétés est isomorphe a (5', S).

Soit (B,,), une famille de régions de d’une surface planaire S satisfaisant les conditions
du lemme 1; La compacité de B,, implique que Fr(B,) est composée d’'un nombre fini &, de
courbes, ces courbes délimitent k,, + 1 régions U, o, U, 1, ..Uy k,—1 €t B,. Pour tout couple

n, k d’entiers tel que 0 < k < ny, on note [, = Uy ;. On a alors

Lemme 2
Bk est un ouvert fermé, en particulier, c¢’est un compact.
{Buk | n €N, 0 <k <ny} constitue une base pour la topologie de B(S).

Soit S une surface a bord non compacte planaire.

Les composantes connexes du bord de S sont des variétés de dimension 1 sans bord : des
courbes simples fermées homéomorphes & S! ou bien des courbes simples homéomorphes
a R. On considére S, la surface obtenue a partir de S en recollant un demi-plan (resp.
un disque) sur chaque composante connexe non compacte (resp. compacte) du bord; cela
revient a définir un homéomorphisme entre chaque composante non compacte du bord et
R = (R x R") (resp. entre chaque composante compacte du bord et S* = §D?), on peut
vérifier que la classe d’homéomorphisme de S ne dépend pas du choix des recollements. Ainsi
S est bien définie.

Proposition 2
S est une surface sans bord planaire.



Preuve :
On considére S la surface obtenue & partir de S en recollant un disque sur chaque com-
posante connexe compacte du bord de S; S € S" C S.
S est planaire. En effet, par hypothése, S Dest, on peut supposer S C S2. Considérons
v : [0,1] — &S paramétrisation d’une composante connexe compacte du bord de S. =y est
une courbe de Jordan de S?; elle sépare S? en deux disques, i.e. S? \ 7 est formée de deux
disques ouverts D; et Dy. D’autre part, S est connexe et du fait qu’elle est une surface, le
reste si on lui retire v; donc S \ v est totalement inclu dans Dy ou dans Ds, disons D; par
exemple. Dans la construction de S', on peut donc recoller Dy sur 7. En répétant cette
opération pour toute les composantes connexes compactes de S, on obtient S comme partie
de S2, S est planaire.
Soit v :]0, 1[— 0S5 paramétrisation d’une composante connexe non compacte du bord de S.
Chaque point y(x) (z €]0,1]) possede un voisinage ouvert dans S homéomorphe au demi-
disque F = {2z € C | |2] < 1 et Im(z) > 0} : il existe un plongement j, : £ — S C S? tel
que j(0) = z. On considere un plongement j, : D? — S? prolongeant j,.
La famille {j,(D.) | D, disque ouvert centré en 0 de rayon € } constitue une base des voisi-
nages de x dans la topologie de S?. Par conséquent, il existe ¢ > 0 tel que j,(D.) NS =
Jz(De) N jz(E) (S est munie de la topologie induite par la topologie de S?). On pose alors

Dy = ja(Dg) \ ju(E)

puis

P:UDx

z€]0,1]

P est connexe. En effet, soit C' une composante connexe de P. On peut lui associer une
partie de v 2 . C" = {z € v | D, € C}. 1l est clair que C" est ouverte. On peut aussi
montrer facilement qu’elle est fermée. En effet, soit (2,,),>1 une suite de C' convergente vers
xy € 7, Dy, intercepte une infinité de D,, , donc par construction de C, D,, C C et zg € C".
D’autre part, v est connexe, donc v = C’ et par suite P = C.

P n’est pas encore homéomorphe au plan, il peut subsister des “trous”. Soit a un lacet de P,
les composantes connexes de S?\ o sont toutes homéomorphes a des disques ouverts, I'une
d’elles contient S. Pour chaque lacet o de P, on considere T, la réunion des composantes
connexes de S? \ o qui ne contiennent pas S. On pose alors

P=PrPu UTa

On peut montrer que P’ est simplement connexe, et donc, homéomorphe a un plan.
D’autre part, on peut voir que P' NS =+, P’ U~ est un demi-plan. Par conséquent S U P
représente le recollement d’un demi-plan sur v, du fait que S U P C S?, la variété obtenue
est planaire.

L’ensemble des composantes du bord est dénombrable : {7y, 71, ..7,..}. En itérant le procédé

2Pour simplifier les notations, 7(]0, 1]) est notée 7.



de recollement décrit plus haut, on construit une suite croissante de surfaces So C S; C .. C
Sk C .. ou S est obtenu en recollant un demi-plan sur v,_; dans Sk_; et toutes ces surfaces
sont des parties de S?. Finallement S = | J, Sy est bien planaire [J

S est donc une surface planaire sans bord non compacte. B(S) est un espace compact
de dimension zéro, on peut donc le plonger dans I’espace de Cantor et donc dans la sphere
S?%. Choisissons un tel plongement, son image sera encore notée B(S). D’apres le théoréme
de Kerékjarto, le complémentaire de B(S) dans S? est homéomorphe & S. On peut donc
remplacer S par cette surface et considérer S comme sous-surface de S. Remarquons que le
compactifié de S est exactement S2.

Lemme 3

On peut choisir comme représentants d’un bout p € B(S) sont une suite emboitée de voisi-
nages de p dans S?, homéomorphes a des disques fermés privés d’un ensemble de dimension
Z€710.

Considérons la partie ® de B(S) x B(S) définie par :
((Pn)n207 (Fn)nz(]) € ¢ ssi VN El’fl(] Vn Z No Pn C FN (1)
Il est facile de vérifier que cette condition de dépend pas des représentants des bouts.

Proposition 3
O est le graphe d’une application continue, surjective, encore notée ®, de B(S) sur B(S).

Preuve :
(i) Chaque bouts (P,)n>0 € B(S) posséde au plus une image par ¢

/

Soient (P,)n>0 et (P,)n>0 deux représentants de bouts de S satisfaisant la condition 1 ci-
dessus. Si nous avions affaire & deux bouts distincts, il existerait N tel que Py et P, soient

disjoints. Or par (1), il existe ng tel que P,, C Py et ny tel que Png C Py. Si par exemple,

ng > nl), il vient que P,, C Py N Py, ce qui est absurde.

(ii) Tout élément de B(S) posséde une image par ®

Supposons au contraire qu’il existe un bout de S représenté par (P,), tel que pour tout bout
de S représenté par (P,),, il existe N tel que Vn, P, C Py.

Supposons qu’il existe z € P, NPy et 2 € P, \ Py. Comme P, est connexe par arc, il
existe un chemin « dans P, connectant x est . Or ce chemin coupe la frontiere F' de Py,
en particulier F'N P, # ().

D’autre part, F' est compacte. Par conséquent il existe & > n tel que P, N F = (). On a alors
P.NPy =0 (P, C Py est contradictoire) et donc V&' > k VN > N, Py NPy =10.
Considérons maintenant une suite (x,),>o de points de S tels que z, € P,.

Nous allons voir que cette suite ne posséde pas de point d’adhérence dans S U B(S), ce qui
constituera une contradiction, ce dernier ensemble étant compact.
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D’abord, S ne peut pas comporter de point d’adhérence de (x,),>¢ car sinon ce point ap-
partiendrait a 'intersection des adhérences des P,, qui est vide.

(2,)n ne possede pas de point d’adhérence dans S non plus. C’est évident si I'on remarque
que chaque point de S\ S posséde un voisinage entierement contenu dans S\ S.

Soit maintenant un bout p € B(S) représenté par une suite (Py)y, la famille {Py | N > 0}
constitue une base des voisinages de p dans la topologie de SU B(S). Or nous avons vu qu’il
existe k tel que P, N Py = 0; en particulier pour tout & > k, I F*N.

Nous avons donc prouvé que ® est une application.

(iii) © est continue

1l suffit de montrer que pour toute suite (Py)y représentant un bout de S, VN, ®~1(Py)
est un ouvert de B(S). Or ® Y(Py) = |JP? o l'union est prise sur tous les P, € Py
appartenant A une suite (P,), représentant un bout de S. Donc ® !(Py) est bien ouvert
comme union d’ouverts.

(iv) @ est surjective

Supposons donc qu’il existe un bout de S représenté par (Py )y qui ne possede pas d’antécédent
par @.

Pour tout N, Py intercepte S. Sinon, Py serait contenu dans un demi-plan P pour N assez
grand. Ce qui conduirait & une contradiction sachant que 6Py est compacte. Soit donc pour
tout N, un élément xy de Py NS. On montre de fagon similaire a (ii) que la suite (xy)y ne
possede aucune valeur d’adhérence dans SUB(S). Or ce dernier est compact : contradiction
d

Définition 4 B
Nous appellerons Fleur toute partie de B(S) de la forme ®1({p}) avec p € B(S)

Les fleurs sont simplement les classes d’équivalence de la relation ~g définie par p ~g p ssi
P(p) = 2(p).

Proposition 4
® induit un homéomorphisme ® entre ’ensemble des fleurs muni de la topologie quotient et

B(S).

On montre que ® est une bijection continue sur un compact [

Proposition 5
Soit1: S — S le plongement canonique.
®Ui: SUB(S) = SUB(S) est une application continue.

Rappelons que S C S = S%\ B(S)
On considere une composante connexe non compacte v du bord de S. 7y possede deux bouts

limites p1, p2 € B(S). 1l est facile de voir que ®(p;) = (p2) = p € B(S5).
v est une courbe simple fermée privée d’un point qui est exactement p. Pour voir cela, on



remarque que 7 est un segment ouvert de S? dont les deux extrémités convergent vers p.
Ainsi, ¥ = 7 U {p} est une courbe de Jordan de S? et donc, partage S% en deux disques.
L’un de ces disques contient S, soit D le second (D est un disque ouvert). Remarquons que

D U 7 est exactement le demi-plan recollé sur v dans la construction de S.

On considere 7' la frontiere d’un voisinage régulier de v dans S. Un tel voisinage es-
t homéomorphe a une bande [0,1] x R ou, de facon plus imagée, a une plage bordant -y
dans S?; en fait, 7 est une courbe non compacte sans bord longeant v dont les extrémités
convergent aussi vers p. 7 est aussi une courbe de jordan de S?, elle sépare S? en deux
disques dont 1’un contient D, notons le D'

Il est maintenant facile de se convaincre qu’il existe une homotopie

H,y: (D7 D) x [0,1] - D+ {p}
telle que
e Vit € [0,1], H,(.,t) est un plongement,
e H,(.,0) est I'identité,
e H,(,1): D' \D — D'\ {p} est un homéomorphisme.
o Vt, H,(.,t)|, est I'identité.

(on peut considérer D comme 'union disjointe de segments dont une extrémité est p et
l'autre appartient a 7).

Remarquons que pour deux courbes distinctes du bord v et 2, H,, et H,, ont des domaines
disjoints. Ainsi,

H=iu| JH,: 565 =5

v

(on note 7 I'injection canonique de domaine S\ U ﬁ))
H est donc une homotopie telle que :

e Vt € [0,1], H(.,t) est un plongement,

e H(.,0) est I'identité,

e H(.,,1): S \ S — S est un homéomorphisme.
o Vi, Hv("t)|Dom(i) est l'identité.

Pour simplifier les notations, on note 1 I'application H(.,1).



4 Courbes correctement plongées dans une surface planaire

Définition 5
Nous dirons qu’un bout p de S est limite d’une composante connexe du bord C si et seulement
si il existe une suite (P,), € p tel queVn : P,NC = 0.

Lemme 4
Deux bouts de S appartiennent a la méme fleur si et seulement si il n’existe pas de courbe
simple fermée de S les séparant dans S U B(S).

Preuve :
(i) : (=)
Soient deux bouts p, p de S représentés respectivement par (P,), et (P, )n, v : [0,1] — S une
courbe simple fermée telle que p et p' n’appartiennent pas & la méme composante connexe
de SU B(S) \ 7.
Soient C; et Cy les composantes connexes de S \ 7, S\ 7 est constituée de deux composantes
connexes C et C, telles que C; C C; (i = 1,2). En effet, supposons que C, et C, soient
connectées dans S par un arc a. On peut tranformer ¢, en laissant ses extrémités fixées, de
telle sorte qu’il ne coupe pas « ni de composante du bord de S (cela n’est pas possible en
général si v est un arc correctement plongé dans S) et de ce fait devienne un arc de S, ce
qui est contradictoire.
Supposons qu'il existe un bout p € B(S) tel que ®(p) = ®(p') = p. 1l existe Ny tel que
Py, Ny = (), donc Py, est inclu dans C| ou bien dans C, disons C}; mais alors, pour n
assez grand, P, N Py, = ), c’est une contradiction.

(if) + (<)
Soient deux bouts p, p' de S n’appartenant pas a la méme fleur, (P,), et (P,),, représentants
respectifs de p et p'. Soient p = ®(p), p = ®(p). Par hypothese, p et p sont deux bouts
distincts de S, surface sans bord; on peut montrer qu’ils sont séparés par une coube simple
fermée ¢ : [0,1] — S (on peut regarder S comme une somme connexe arborescente par ex-
emple). On considere alors la courbe ¢ = 77 1(c), nous allons voir qu’elle sépare p et p'.

Il est clair que ¢ sépare p et p dans S2, de plus ¢ est une courbe de S. Maintenant, il existe
deux voisinages V et V' de j et § séparé par ¢. Pour finir, par définition de ®, il existe ng

tel que P,y C Vet P, C V' O

Lemme 5
Soit {ay, ay, ..., ar} un ensemble fini de courbes compactes correctement plongées telles que :

e Chaque a; sépare S en deux parties, A; qui contient toutes les autres courbes et B;, qui
n’en contient aucune.

e Chaque partition évoquée ci-dessus induit une partition de B(S) qui est saturée pour
la relation d’appartenance a la méme fleur.

1l existe alors une courbe fermée simple correctement plongée dans S induisant la partition
de B(S) constituée des ensembles () A; et | B;.



La preuve se fait par récurrence sur k, si k = 1, c’est fini. Supposons donc £ > 2,

cas 1 : [l existe parmis les a; deux courbes simples fermées, disons ax_1 et ay
on les connecte alors par un arc « et on les remplace par le bord d'un voisinage régulier de
ag_1 UarUa.

cas 2 : Au plus l'un des a; est une courbe simple fermée

Choisissons donc un arc parmis les a;, disons ag, par hypothese, cet arc sépare S, les limites
des courbes du bord qu’il connecte appartiennent a une fleur f totalement incluse dans By,
si ’on parcourt I'une de ces courbes dans la partie connexe contenant x, on doit retomber
sur un arc a;, car sinon on connecte un bout de f a x ce qui est contraire aux hypotheses;
maintenant, en suivant ce chemin on doit retomber sur a; puisque la collection initiale de
courbe est finie. On a alors décrit une courbe simple fermée, en considérant le bord d’un de
ses voisinages réguliers, on peut éliminer tous les arcs rencontrés, nous avons augmenté le
nombre de courbes simples fermées sans augmenter k, le cas 1 permet donc de conclure. [J

Proposition 6
Soit f une fleur infinie. Soit L [’ensemble des bouts limites de composantes du bord est dense
dans f, alors f est l'adhérence de L dans B(S); de plus L est dénombrable.

Preuve :
Soit p un bout appartenant a une fleur infinie, (P, ), un représentant de p.
dng | Vn > ny : 0P, n'est pas composée que de courbe simple fermée
Sinon, la proposition précédente impliquerait que |®1(®(p))| = 1.

pour n > ng, 0P, peut étre réduite a une union disjointe de segments correctement plongés
D’abord, 0P, est une union finie de segments et de cercles correctement plongés, pour fa-
ciliter les notations, on considere que P, commence a partir de F,,,.

Supposons que 0P, contienne un cercle ¢, dans ce cas on remplace P, par la composante
connexe de S \(6P,\c) la contenant. 3.

On peut transformer (P,),, de telle sorte que 0P, soit un segment correctement plongé.
Supposons que P, soit constituée d’au moins deux segments s; et s9, P, est connexe par arc,
on peut donc connecter s; et sy par un arc a.

Il existe n; minimum, tel que P,, N(s;UssUa) = (. On remplace alors P, par la composante
connexe de S\ (s; U se U ) contenant P, , on élimine ensuite tous les P, pour n < k < ny.
0P, est décrémentée de 1, on conclut par récurrence.

Ainsi, 0P, est constitué d’'un seul segment correctement plongé. Soit 7 une composante
du bord de S contenant une extrémité de ce segment. On considére ensuite p' un des deux
bouts limite de v 4.

®(p') = @(p)

311 y a ici une imprecision dans la rédaction sur le choix de ng : ng est choisit tel que Vn, n > ng, 0P,
et 0P ne peuvent pas étre séparé par une courbe simple fermée correctement plongée
“PB : v pourrait étre compacte a priori




Sinon, p et p sont séparés par un cercle ¢ correctement plongé dans S. Soit D le disque de
frontiere ¢ contenant p', D contient vy entierement car ¢ est correctement plongé. Soit 7 la
composante du bord de S contenant I'autre extrémité de 0 P,, elle ne peut étre contenue dans
D sinon, 0P, C D ce qui est impossible. Donc 0P, coupe D en un point x, on considere
alors un voisinage régulier de ¢ dans S \ D, sa frontiere est une courbe joignant des points
de P, a des points de S\FP, mais ne coupant pas 6P, : contradiction.

p appartient donc & f, on choisit un tel p' pour chaque P,, notons le p,. La suite (p, ),
converge maintenant vers p [

Lemme 6
p1 et py appartiennent a la méme fleur si et seulement si toute courbe v allant de py a py
partage S en deux parties.

Preuve :

(=) : supposons le contraire, soit x € -, un petit voisinage de x dans S, homéomorphe a
un disque est partagé en deux par 7, cependant, ces deux parties sont connectées dans S\
par une courbe simple «, maintenant, il est facile de prolonger a des deux cotés vers x pour
finallement fabriquer une courbe simple fermée qui sépare p; et po, ¢’est une contradiction
grace au lemme 2

(<) : Soit y une courbe joignant p; et p; qui partage S en deux parties, si p; et p, ne sont
pas dans la méme fleur, alors on peut les séparer par une courbe simple fermée, ceci constitue
une contradiction. (on regarde dans S2.) O

Corollaire 1
Un segment correctement plongé dans S sépare cette derniére en deux parties ssi il connecte
deuxr composantes du bord associées a la méme fleur.

Preuve :
Pour voir cela , notons ~; et v les deux composantes du bord connectées par le segment «
on considere alors la frontiere d’un voisinage régulier dans S de v Uy Ua O

Remarque 1 Une courbe simple partitionne au plus une fleur.

5 Ordre cyclique dans une fleur

On suppose que S est une surface orientée (choisir une orientation de S, c¢’est en fait choisir
une face de S), ¢’est-a-dire qu’un ordre cyclique (une permutation circulaire d’ordre 3) est
choisi sur les sommets de chaque simplexe de dimension deux de S. Il est facile de voir que
cette orientation induit une orientation de S. Le probléme est que nous n’avons pas de
triangulisation canonique de S U B(S), cependant, ce dernier espace est homéomorphe a S?,
et par conséquent, orientable; maintenant, S est une partie de SU B(S) d’intérieur non vide,
elle induit donc une orientation de S U B(S).



Définition 6

Soit v une courbe simple orientée partageant une surface S, elle-méme orientée en deux
parties Sy et So, ces deur surfaces héritent chacune d’une orientation de S, seule l'une des
deuz est compatible avec celle de vy, disons Sy. Nous dirons alors qu’une partie connezxe par
arc A C S\y est a gauche de vy si et seulement st A C Sj.

Définition 7

Soient py,pe,p3 € f C B(S), on définit une relation G d’arité 3 sur f par G(p1,p2,ps) ssi
pour toute courbe v ayant pour limite py et ps, orientée de py a pa, ps se trouve a gauche de
v i.e. Y(P?), € p3, 3ng > 0 tel que Py est a gauche de 7.

Pour démontrer la validité de cette définition, il faut voir que G(p;, p2, p3) ne dépend pas
du choix de v ni de celui de (P2),; le dernier point est facile.

Soit maintenant v et 7 deux candidats (des courbes simples) pour la définition. (on les
suppose simpliciale). Comme dans la définition, on considere les sous-surfaces Sy, S, Si, S’2
(S et S| sont respectivement les parties gauches de v et de 7’). Nous allons voir que, ni
S1 NS, ni S| NSy ne peuvent contenir ps.

Soit donc une composante connexe C de S; N S'2 contenant ps, sa frontiere (pas son bord !)
est contenue dans v U 7.

Cette frontiere est une 1-variété. Les seules singularités possibles sont des points de
croisements de v et 7. Lorsque I'on énumere tous les cas de figure, seul un semble prob-
lematique (la figure ? représente un point ou la frontiére n’est pas une variété), une analyse
plus approfondie montre cependant que ce cas est absurde, en effet, les deux parties qui se
font face sont connectées par un arc o de C' (cf figure 7) ce faisant, la planarité implique
qu'’il sépare v et 7 qui pourtant se rejoignent en p; et po, ces derniers appartiendraient alors
a .

0C' est donc composée de courbes simples, les cas envisageables sont alors les suivants :

e supposons que 0C contienne une courbe simple fermée, la connexité de v et de 7 ainsi
que la planarité de S implique que 0C' ne peut contenir d’autre composante, il s’en suit
que p3 est séparé de p; et de py par une courbe simple fermé, c’est contradictoire avec
le fait qu’ils appartiennent tous les trois a la méme fleur.

e O0C est donc composée de courbes simples non compactes. A quoi ressemblent ces
courbes 7 soit ¢ 'une d’elle,
une analyse détaillée (cf figure) montre que les limites de ¢ existent et sont dans {p1, p2},
de chaque c6té, au bout d’un certain temps, ¢ est confondue avec 7, ou bien 7. Il s’en
suit que le nombre de composantes de dC n’exede pas 2.
Supposons que les deux limites de ( soient égales au meme bout, par exemple p;.
Plongée dans S2%, ¢ est une courbe simple fermée, elle divise S? en deux disques D,
et Dy, I'un d’eux contenant py, disons D,. Clairement, C' est contenue dans D;.
Mais revenons a S, soit (Pl), un représentant de p;, il existe ny > 0 tel que P,%O
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n’intercepte pas ps, d’autre part, il existe N > 0 tel que (] — oo, =N]U[N, oc[) C P!

mno?
ce dernier est connexe, il existe donc un arc « connectant ((—N) et ((N) dans Pﬁz,
nous avons fabriqué une courbe simple fermée séparant p; et p, de p3 (cf figure), c’est
une contradiction.

Ainsi ¢ & pour limite p; et p,. Mais alors, ¢ est confondue avec v ou bien 4" (On se
sert de 'orientation de C par rapport a celle de v et 7'). Trois cas se présentent alors,
(i) 0C = yU~ avec yN~y =0, (ii) 0C = v ou bien (iii) C = 7' les deux derniers
cas étant symétriques. Pour (i), on applique la méthode précédente des deux cotés;
(ii) veut dire que 7 est a droite de 7" et par voie de conséquence, que v est & droite
de v (C et S; ont la méme frontiere dans S). Il existe alors un chemin o dans S, N S,
connectant v et 7, ce chemin arrive sur v et sur 4 par la droite. D’autre part, v
et 7' sont disjointes mais ont les mémes limites, dans S?,y U~ est une courbe simple
fermée, les orientations de v et de 4 montrent que « connecte les deux disques séparés

par v U~ (cf figure), contradiction.

Ce qui acheve de démontrer que la définition 7 est cohérente [

Lorsqu’une courbe simple joint deux bouts p; et py de la méme fleur f, elle partage S en
deux parties S; et Sy (corollaire 1), ce qui induit une partition de f en deux ensembles qui
correspondent aux bouts p tels que G(p1, p2, p) est vraie d’une part et d’autre part ceux pour
lesquels G(p1, p2, p) est fausse.

Lemme 7 G(p1,p2,ps) < —G(p1,p3, p2)

Lemme 8
Soient x1,x9 € B(S), alors x, et xy sont les limites d’une méme composante compacte vy du
bord de S ssi o(xy) et o(xq) le sont. De plus, lorientation de vy induite par S est préservée.

Preuve :
Il faut montrer que x; et x5 sont les limites d’une méme composante compacte du bord de
S si et seulement si pour tout autre bout x de de la méme fleur, G(z1, x5, ) est vraie (cela
veut aussi dire que 7 est orientée par S de x; vers x5) ou bien pour tout autre bout x de de
la méme fleur, G(z1, 9, x) est fausse (cela veut aussi dire que vy est orientée par S de x5 vers
x1). (<) est facile, 'autre sens parait plus dur ...
(=) :
Supposons donc que pour tout autre bout x de de la méme fleur, G(xz1,x9, z) est vraie,
Soit « un segment séparant x; de x5 (cela peut étre la frontiere d'un P! pour n assez grand
(vérifier que 'on peut choisir cette frontiere connexe), o connecte deux courbes du bord « et
" dont 'une, v par exemple est orientée en direction opposée de celle de z; alors que I'autre
file en direction de z; (on peut voir cele en regardant I'orientation de v U U~ induite par
I'orientation de P!, d’ailleurs, nous supposerons dans la suite que « est oriente de la sorte :
de v & 7). Nous allons voir que 7 est notre candidat.
Soit ¢ une courbe allant de z; a x5, ne coupant a qu’en un seul point M, montrons que -y
est située a droite de (. En effet, soit S; la partie gauche de (, elle lui induit son orientation,
cette orientation est déja induite par S; N P! or ( N P! Ua NS, appartient au bord de
SiN P! d’autre part, (NP} et aN.S; sont orientés de fagon cohérente par rapport & S; NP},
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mais ( est orientée en direction de M, donc av N Sy est orientée dans le sens opposé, ce qui
prouve que l'extrémité de « appartient a Sy : par voie de conséquence, son origine est a
droite de (, cette origine appartient a v : cette derniere est donc située a droite de (. Donc
les limites de v sont a droite de (, ce qui par hypothese implique que ce sont x; et x5 [J

6 Résultat principal

Théoreme 2
Soient S et S’ deux surfaces orientées, o : B(S) — B(S') un homéomorphisme échangeant
les fleurs et conservant lordre cyclique. Alors S et S sont homéomorphes; de facon plus

précise, o se prolonge en un homéomorphisme(isomorphisme) entre les compactifications
SUB(S) et S'UB(S).

Lemme 9

Soient Sy et Sy deur surfaces compactes planaires a bord orientées, f : 057 — 05y un
homéomorphisme conservant l’orientation. Alors f est prolongeable en un homéomorphisme
entre S1 et So

Pour voir cela, on se ramene au cas du disque en découpant le long d’arcs essenciels [
Remarque 2 En fait le théoreme est une généralisation du lemme 9.

Preuve du théoreme :
- , . , . /
Nous allons construire par récurrence une suite d’homéomorphismes f, : 4, — A, telle que

(i) les suites (A,), et (A), sont croissantes, en fait elles doivent satisfaire les conditions
imposées aux B,,.

(i) Ban C Agy et By, C Ay
(iii) fn41 prolonge fi,.

(iv) Pour chaque composante U de S\A,, si U est la composante de S/\Aln telle que
fu(FrU) = FrU’, alors o(U*) = U'™*

(v) Soit C (resp. C') I'ensemble des point du bord de S appartenant a FrA,, (resp. FrA,),
tout point x de C on associe un bout [(x) limite de la demi-droite du bord de S issue de
x ne coupant A, quen z. Alors f,|c : C — C est une bijection et I'(f,(z)) = o(I(x))
pour tout x € C.

. . /
Pour commencer on choisit A4, = A, = ()

On suppose construit les f, jusqu’au rang N — 1 (N impair), on considére alors m =

min{n € N|n>Net Ay_, C B',} et Ay = B, (ca, c’est un peu rapide...)
considérons une composante connexe C' de la région compacte A\\Ay_,. Clest une sur-
face compacte plane a bord. Le but est de lui associer dans S une surface C ainsi qu’un
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homéomorphisme f : C — C tel que f~1(C' N Ay_,) = CNAx_; et que floray , =
fn-1lcnay_,- La méthode que nous allons adopter consiste a assigner une courbe de S a
chaque composante du bord de C' de telle sorte que I'ensemble de ces courbes délimitera
exactement C.

Il nous faut fixer quelques notations, soient c’o, c'1 c’k les courbes (simples fermées) du bord
de C’, on suppose que c;] intercepte A/N_1 (c’est d’ailleurs la seule). C' hérite d’une orientation
de S', elle en induit une sur les c;, on les considere donc munit de cette orientation. Il se peut
que pour certaine courbes ¢; interceptent le bord de S' (notons I = {0 < i < k | ¢;nNdS" # 0}
I’ensemble d’indice correspondant), dans ce cas c; est formée alternativement de morceaux du
bord de S’ et de segments correctement plongés, composantes connexes de FrC'; choisissons
I'un d’eux : a, (dans le cas ot i = 0, on choisit C' N A'N s puis numérotons les autres dans
leur ordre d’apparition en suivant I'orientation de c; : «;;, .. . Pour tout i ¢ I, notons
= ¢; (k; = 0); enfin, pour tout couple (4,5) avec 0 < i < k et 0 <j <k, Yij I'adhérence

de la composante connexe de S’ WUg 7)<y () oz%j) voisine de Ay ; (<jay désigne ordre
9, —_ eX 3

lexicographique)

Remarquons que la suite des Y est décroissante et que son intersection est exactement C’, en
fait on peut noter les ¢; (i ¢ I) et les ozz-j de facon uniforme : dy, d,, ...d,, dans un ordre ev1dent
(obtenu en remplagant ¢; pour i € I par oy, a;;...ct;;, ). Notre méthode de preuve consiste
alors & construire par induction dy, dy, ...d, (puis considérer les parties Y}, construites de facon
similaire a Yh' mais a partir des dj) et un homéomorphisme f, : dyUd; U...dy, — dl) Ud’1 U d’h
de telle sorte que

(i) fa prolonge fr—1
(ii) L’orientation de dj, induite par celle de d, via f, correspond 2 celle induite par Y},

(iii) deux points de 9S" N Im(f,) sont connectés par une composante du bord ssi leurs
antécédents par fj, le sont aussi.

(iv) Yy =o07'(¥}))
Le premier pas de cette induction est donné par fyx_1 (fo = fv_1ld,), Supposons donc
construit dy, ..., d, 1, plusieurs cas se présentent alors :

cas 1 : d, est une courbe simple fermée
Y, * \Y,* est un ouvert fermé de B(S9"), et en particulier un compact, il en est donc de méme de
o (Y,r Y, ) = Yo7 (Y,") . On considere Ny = {(n,k) € N2 | Bux C Y7 o (YV29)},
Uensemble {3, | n € Ny} est un recouvrement ouvert de Y;* \o~!(Y,*), mais comme ce
dernier est compact, on peut extraire un sous recouverment fini, notons Ny, le sous ensemble
de N; associé a ce sous recouvrement. Maintenant, grace au lemme 5, on peut trouver
une courbe simple fermée partageant B(S) en deux parties : {B.x | (n,k) € N} et son
complémentaire, on peut choisir cette courbe de telle sorte qu’elle ne coupe aucune d; déja
construite, appelons-la d;, elle partage S en deux partie, soit alors U celle qui ne contient
pas Ay_i, elle ne contient pas non plus By_;, on a donc U* = afl(Yf:’il\Yf;*). Or par
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construction, Y = Y \U* = o7 (Y, (o (Y, 1Y, ) = o~ H(Y}5).
Pour étendre fj,_;, on établit un homéomorphisme entre d, et d; de telle sorte que les

. . . . . ’ ,
orientations induites respectivement par Y et Y, sont conservées.

cas 2 : d;l est un segment correctement plongé
Soient, 7(') et fyll les composantes du bord de S’ connectées par d;l (on peut supposer que d’h
est orienté (par Y, ) de 7, & 7;, notons m; = v; Nd, (i = 0,1), on considere le bout p; de
B(S') limite de la partie de 7; non contenue dans Y,. Remarquons que 7, est orientée vers
pg alors que 7’1 est orientée dans la direction opposée a celle de p’l.
Soient donc p; = o '(p;), grace au lemme 8 p; est limite d’une composante du bord de 9,
notons la ;, de plus, 'orientation des v; est la méme que celle de leurs correspondantes dans
S’
dp, doit joindre vy a v,

On peut s’accorder sur les notations de la figure suivante :

Nous allons construire les antécedents des d; par induction.

Soient donc deux points m; € v; (i = 0,1), m; € Y}, (c’est possible car py,p; € Y, ), le
but est de les connecter par un arc (orienté de mgy & m;) qui réalise la partition de B(S) en
o1 (Y, ho 1 (Y,") et son complémentaire tout en laissant Ay_; sur sa gauche. (d, laisse
Ay_, sur sa gauche).

Soit donc un arc « connectant mg et m; dans S\Ay_1, orienté vers m;, on peut supposer
que « ne coupe aucun d, déja construit. De plus, comme p, et p; appartiennent a la méme
fleur f = o~ (f') ot f est la fleur de p, et de p;, a sépare S en deux parties.

Remarquons que que cet arc ne sépare pas py de py, ceci grace a l'orientation des courbes g
et Y1-

Nous voulons dans un premier temps transformer « de telle sorte qu’il laisse Ay_; sur sa
gauche. Si c’est déja le cas, c’est fini. Supposons donc que non, deux cas se présentent alors :

d,, est un ozz)j (7 # 0 : 'homéomorphisme est déja donné par fy_ ;).

Dans ce cas, Ay_; est nécessairement a gauche de « :

On sait que 7y est orientée par S en direction de py. Cela implique que la partie de v, se
trouvant du coté gauche de «, est celle ne contenant pas py. Soit le chemin € construit de la
facon suivante : on commense par remonter v, a partir de mg en sens inverse de son orienta-
tion, on rencontre alors 'extrémité de dj,_1, on le parcours jusqu’a son origine, on rencontre
alors une composante v du bord de S, v est distincte de ~y, et de v, par conséquent, yNa = (),
on parcours alors v en sens inverse de son orientation, on rencontre alors dj, 5, en ainsi de
suite. Apres un temps fini, on rencontre agy qui est incluse dans Ay_;. On a relié Ay_; a
« par un chemin coupant « par sa gauche en un unique point qui est l'origine de oo. An_;
est bien a gauche de a.

! ! .
dj, est un «;; avec i # 0.

Dans ce cas, Ay est séparé de my et de m; par la courbe simple ¢ (déja construite), si ¢g
emprunte le bord de S, on peut la déplacer légerement par une isotopie de telle sorte qu’elle
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soit un S! correctement plongé. Soient my et de m; deux points de ¢ ainsi que deux chemins
g de my vers mg et ay de my vers mq, my et de m; délimitent dans ¢y, deux arcs, orientés
vers 1y par convention, sur ces deux arcs, seul 'un est correctement orienté par rapport
a Ax_1 (c’est-a~dire que son orientation est induite par celle de ¢y qui laisse Ay 1 sur sa
gauche) : appelons le 3, on remplace alors « par ag U f U a;.

Soit U la partie droite de « i.e. celle qui ne contient pas Ay_;.
On a alors, U* N f = o~ 1(Y,_,"\Y, N f'). Pour voir cela, on vérifie que Y, ,"\Y, N f est
exactement I'ensemble des éléments de f qui sont & droit de d'h, s’il existe un bout a gauche
de ¢' qui n’appartient pas a Y,;*, il est alors séparé de Y,; par un d; pour ¢ < h et donc,

*(

il n’appartient pas non plus a Y,; 1, d’autre part, aucun d; ne figure a droite de d'h. Ainsi

done Y, "\Y;" N f =Dy oy = {po,pi} U{p € f | =G(po,pi,p'}. Or par hyptothese,
Ufl(D(pg,p’l)) = Doy =U"Nf

Reste a arranger o pour ajouter ce qui manque a U* c’est-a-dire 0’1(Y,;71*\Y,;*)\U* et
retirer ce qu’il y a en trop : U0~ (Y,_,\Y, ).
Pour cela remarquons que a’l(Y,;fl*\Y,;*)\U* est un ouvert fermé, saturé pour la relation
d’appartenance a la méme fleur (la seule fleur suceptible d’étre coupée en deux est f). Par
un procédé similaire au cas 1, on peut construire un courbe simple fermée € en découpant.
On connecte maintenant « a € par un arc puis on prend la frontiere d’un voisinage régulier
du tout... On utilise la méme méthode pour retirer U\o~ (Y, ,"\Y, ) de U*.
Nous avons finallement construit un arc qui laisse Ay_; sur sa gauche et qui réalise la par-
tion en o~ (Y,_, )\o~'(Y;") et son complémentaire. On peut donc le noter dj et établir un
homéomorphisme f, : d, — d;l respectant l'orientation.

On arrive finallement & construire tous les dp,; grace a la condition (iii) portant sur fp,
on peut construire une extension de f, de |J¢; sur [J¢;. On a enfin V> = (), cela implique
que Y, est une surface compacte, son bord est exactement |J¢; : c¢’est la partie C' que nous
cherchions, par le lemme 9 elle est homéomorphe & C'. En effectuant cette construction sur
chaque composante connexe de A\\Ay_,, on obtient fy O
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