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Chapitre 3

Arborescence et régularité en
dimension 3

“Et c’est ainsi que dans l’étroitesse d’un vase, dans son obscurité, ils vivent,
chantent, pondent et fixent leurs ceufs, meurent. Puisqu’ils perpétuent 1’espece,
oui, c’est préférable a les élever en cage et qu’ils ne vivent que ’espace d’un été,
mais il reste que c’est une vie au fond d’un vase : pour eux, le vase est I'univers.”

Yasunari Kawabata, “Kyoto”, 1971.

Ce chapitre est consacré a 1’étude des variétés non compactes de dimension 3. Explorant
dans ce contexte I'idée de régularité arborescente, nous fournirons une caractérisation des
3-variétés HR-équationnelles en termes de recollement de 3-variétés a bord compactes. Cela
étant, le cas hyperbolique nous conduira a un résultat de rigidité dont la démonstration s’ap-
puie sur les théoremes de Thurston et de Sullivan, fondamentaux en géométrie hyperbolique.

Forts de ce résultat, nous étudierons la structure des groupes fondamentaux des variétés
HR-équationnelles, et particulierement comment il est possible d’en avoir une vue construc-
tive, et de donner une solution algorithmique au probleme du mot.

Par ailleurs, nous verrons que les revétements réguliers qui possedent une triangularisa-
tion HR-équationnelle se caractérisent fort bien en terme de groupes: ce sont ceux dont le
graphe de Schreier est le graphe de Cayley d’un groupe virtuellement libre.

3.1 Variétés HR-équationnelles de dimension 3

3.1.1 Arborescence

Le concept de variété arborescente de dimension 3 est par essence tres proche de celui de
somme connexe arborescente qui fut introduit dans le chapitre 2, définition 5. Néanmoins,
certains arguments nous ont conduit a ne pas unifier ces deux notions. Le concept de somme
connexe existe aussi en dimension 3; il consiste a recoller deux 3-variétés fermées, i.e. com-
pactes sans bord, en leurs retirant une boule a chacune et en identifant les bords sphériques
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restant. La notion de somme connexe arborescente prend des lors un sens évident en di-
mension 3. Mais il n’y a aucun espoir de retrouver des résultats comparables a ceux que
nous avons obtenus en dimension 2 dans le cadre des surfaces. Le concept de 3-variété ar-
borescente est plus général que celui de somme connexe arborescente en ceci qu’il autorise
le recollement des morceaux sur des bords qui ne sont pas nécessairement des sphéeres. Mais
cette plus grande liberté implique aussi une plus grande complexité des données a considérer
pour établir des méthodes de description constructives de ces objets.

Nous introduisons le vocabulaire de base de la topologie des variétés de dimension 3.
Soit M une 3-variété triangularisée; nous appellerons surface correctement plongée dans M
tout sous-complexe simplicial de M qui est la triangularisation d’une surface connexe S
telle que S N OM = 0S. Une telle surface est dite a deuzr bords si la frontiere de chacun
de ses voisinages réguliers comporte deux composantes connexes; elle est dite séparante si
M \ S possede exactement deux composantes connexes. Nous dirons que M est premiere
si on ne peut pas la décomposer en somme connexe sur des spheres de deux variétés non-
triviales; nous dirons qu’elle est irréductible si toute sphere correctement plongée dans M
est la frontiere d’'une boule. Une surface S non spheérique, correctement plongée dans M est
dite incompressible si pour toute application continue f : D? — M du disque D? dans M
telle que f(0D?) C S, il existe une application f, : D* — S telle que flopz = fslop2 (cf.
[Hem76, FM97]). M est dite de Haken si elle possede au moins une surface incompressible.
M est dite acylindrique si OM est composée de surfaces incompressibles et si tout cylindre
St x [0, 1] correctement plongé dans M, dont les composantes de bord S* x {0} et St x {1}
ne sont pas homotopiquement nulles dans OM, est homotope a une partie du bord de M,

i.e. on peut le déformer continuement de telle sorte qu’il soit totalement inclus dans OM (cf.
[Thu86]).

Définition 10

Soit M une variété de dimension 3 sans bord triangularisée, éventuellement non-compacte.
Nous dirons que M est arborescente s’il existe une famille {Sy}, de surfaces séparantes
et deur a deuz disjointes et qui découpent M en morceaur simples en ce sens qu’il existe un
nombre fini de variétés de dimension 3 a bord compactes triangularisées My, . .., M, telles que
pour chaque composante connexe C de M\ |, Su, il existe un homéomorphisme simplicial,
i.e un isomorphisme de triangularisation, pc : C — M,y 0t o(C) € [1,n]. La décomposition
de M, i.e. la famille {S,}., est dite incompressible si chaque S, est incompressible. M
est dite acylindriquement arborescente si tous les M; sont acylindriques.

La construction qui suit montre dans quelle mesure ce concept se rattache a 1’'idée d’ar-
borescence développée tout au long des chapitres précédents.

Soit M une variété de dimension 3 arborescente. On conserve les notations de la définition
10; pour chaque i € [1,n], soit {B;;}i1<j<s les composantes du bord de M;. Pour toute
composante connexe C' de M \ |J, S, et pour tout u tel que S, C C, ¢,ls, définit un
isomorphisme entre les triangularisations de S, et de I'une des composantes du bord de M, .
Il n’y a qu'un nombre fini de B;;; par conséquent, le nombre de S,, est fini a homéomorphisme
simplicial pres. Soit {Tj }1<k<m une famille de représentants des S,, donnée avec, pour tout
u, un homéomorphisme simplicial v, : S, — Tyw), ot p(u) € [1,m]. Soient %, j, u et C
tels que ¢, (S,) = Bij; ¥y 0 cp;l\ Bi; * Bij = Ty() est un homéomorphisme simplicial. Or, le
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nombre d’homéomorphismes simpliciaux entre deux surfaces triangularisées est fini a isotopie
pres. Ainsi, quitte a ajouter de nouveaux représentants pour les composantes connexes de
M\ |, Su, i-e. de nouveaux M;, on peut supposer que , o (p;l\Bij ne dépend ni de u, ni de
C; on le note g;;.

M est alors codé par un arbre 7 construit de la facon suivante: A chaque composante
connexe de M\ | J, Sy est associé un nceud de 7, et & chaque S,, correspond un arc connectant
les noeuds associés aux deux composantes de M\ |, S, dont les adhérences se coupent en S,,.
L’orientation des arcs est en un sens arbitraire, elle est choisie de telle sorte que 7 soit un arbre
orienté apres avoir choisi la racine de facon arbitraire. On étiquette maintenant les noeuds et
les arcs de 7. Pour toute composante C, le nceud de 7 qui lui est associé est étiqueté par +(C),
I’indice de son représentant. Chaque arc e est étiqueté par un couple d’entiers défini comme
suit : soient C et C' les composantes associées respectivement a 'origine et a extrémité de
e; soit S, la surface séparante correspondant a e; S, correspond, via ¢ (resp. ¢, ), a un
Bi; (resp. Byj) dans M) (resp. Mycry); I'étiquette de e est alors définie comme étant le
couple (7, 7).

La donnée de 7, des M; et des g;; suffit alors a reconstruire la triangularisation de M.
En effet, pour ce faire, on associe a chaque nceud x de 7 une variété de dimension 3 a bord
qui est une copie de M; ou i est I'étiquette de x; ces variétés sont alors recollées deux a deux
le long des arcs de 7: soit e un arc étiqueté par un couple (7, j'), soit i et 7' les étiquettes
de l'origine et 'extrémité de e; on recolle alors les deux variétés liées par e relativement a
I’homéomorphisme défini par gz.le, 0 gij-

Cette méthode de reconstruction d’une variété de dimension 3 arborescente a partir de
7, des M; et des g;; démontre en particulier le résultat suivant:

Proposition 3.1.1
La triangularisation d’une 3-variété arborescente est codée par un hypergraphe arborescent,
i.e. de largeur arborescente finie.

La réciproque est vraie en dimension 2 (théoreme 2), qu’en est-il ici?

3.1.2 Régularité

Il apparait maintenant naturel d’introduire le concept de régularité suivant.

Définition 11

On conserve les notations introduites page 71. Une 3-variété arborescente M sera dite
réguliére si elle posséde une décomposition, i.e. une famille {Sy,}, de surfaces séparantes,
telle que T soit un arbre régulier.

Les notions d’arborescence et de régularité arborescente ont donc trouvé des formalisa-
tions dans le cadre de la dimension 3. La proposition 3.1.1, ainsi que la suivante qui est
similaire a la proposition 2.2.1, les placent dans le contexte de ce mémoire.

Proposition 3.1.2
Soit M une variété de dimension 3 sans bord triangularisée. Alors M posséde une triangu-
larisation HR-équationnelle si et seulement si M est arborescente réquliere.
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Preuve. (<) :

Soit M une 3-variété arborescente réguliere définie par la donnée de 7, des M; et des
gij (on conserve les notations introduites page 70). On suppose que 7 est défini comme
développement d’un multi-graphe orienté pointé (', vy) dont les sommets sont étiquetés par
des indices correspondant aux M; et les arcs par des couples d’indices correspondants aux
B;;. Quitte a ajouter de nouveaux M; pour lesquels on modifie la numérotation des compo-
santes de bord, on peut considérer que les couples d’entiers associés aux arcs de I' sont tous
de la forme (j,0). Cela revient a dire que I'on “entre” dans un M; toujours par la méme
composante de bord. Pour chaque v € Vi, on considere alors un hypergraphe H,, codant
la triangularisation du M; qui associé a v, i.e. M lab@w)" Les sources de H, sont les sommets
de la triangularisation de By, 1’“entrée” de M;. Les arcs d’origine v codent les “sorties” de
M;; pour chacun d’entre eux, on ajoute un hyperarc non-terminal sur la composante de bord
correspondante : & un arc étiqueté par (j,0) dont extrémité est étiqueté par 7', on associe un
hyperarc non-terminal étiqueté par 7' dont les sommets sont ceux de la copie de B;; dans H,,.
On obtient finalement une grammaire de remplacement d’hyperarc qui décrit la construction
de la triangularisation de M.

(=):
Soit M une 3-variété HR-équationnelle sans bord définie par une grammaire © = (by, { Hy }se 5)-
On peut supposer que O satisfait les conditions du lemme 1.2.1.
e On peut transformer © de telle sorte que chaque Hy soit la triangularisation d’une 3-variété
a bord. Rappelons que H, est ’hypergraphe obtenu a partir de H, en supprimant tous les
hyperarcs non-terminaux.
On commence par remplacer la triangularisation de M par sa double subdivision bary-
centrique, cela facilite les découpages. On note encore © la grammaire associée. Il faut
transformer © de telle sorte que chacun des sommets de chaque H, possede un voisinage
homéomorphe & une boule B® = {(z1, z2,73) € R® | ||(21, 22, 23)||2 < 1} ou bien une demi-
boule {($1,.’L'2,.’133) eR3 ‘ ||(l'1,$2,ﬂ33)||2 <letaxs> 0}

Considérons donc un H, ainsi qu'un de ses sommets .
Si x n’appartient pas a un hyperarc non-terminal et n’est pas une source, alors tous les
hyperarcs terminaux contenant x qui lui forment un voisinage dans M sont déja dans H,.
Comme M est une 3-variété sans bord, ce voisinage est homéomorphe a une boule.
Si = est une source, alors il doit étre recollé sur un sommet z’ appartenant a un hyperarc
non-terminal dans un autre H,. Si x ne possede pas de voisinage homéomorphe a une boule
ou bien une demi-boule, alors il en est de méme pour z’. C’est le cas suivant.
Supposons donc que x appartient a un hyperarc non-terminal de H, et qu’il ne possede pas
de voisinage homéomorphe a une boule ou bien une demi-boule. Par le lemme 1.2.1, il n’y
a qu’'un seul Hy qui doit étre recollé sur z. Soit s’ la source de Hy qui doit étre identifiée
a x. Considérons les tétraedres, i.e. les hyperarc terminaux d’arité 4, de Hy contenant s'.
Nous allons les retirer de Hy et les recoller autour de x dans H,, ainsi que dans tout autre
Hy» contenant un hyperarc non-terminal étiqueté par ¢'. Ensuite, on supprimera s'. Apres
cette opération, x aura un voisinage homéomorphe a une boule dans Hj. Soit 7" un de
ces tétraedres; rappelons que nous considérons la double subdivision barycentrique de la
triangularisation originale de M. Les sommets créés durant le processus de subdivision ont
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tous des bons voisinages, s’ n’en fait donc pas partie. C’est par contre le cas des trois autres
sommets a/, b’ et ¢ de T". Apres la suppression de 7", pour ajuster le recollement de Hy, ils
deviennent des sources de Hy. Notons que deux d’entre eux pouvait déja en etre. On vérifie
qu’ils ont des bons voisinages dans Hy \ 1", i.e. homéomorphes & une demi-boule. Le détail
de cette opération étant plus complexe que difficile, il est omis ici.

Notons que I'aspect effectif de cette démonstration repose en partie sur la reconnaissance
algorithmique de la boule B3, qui, en toute généralité, est un probleéme difficile [FM97, Mat];
néanmoins, dans notre cas, nous n’avons a considérer que des voisinages de sommets, i.e. de
forme St(v) et donc, il suffit d’en regarder les liens, i.e. les Lk(v). Or décider de la forme
de I’étoile d’un sommet en dimension 3 se réduit a un probléme de classification de surfaces
compactes.

e On peut transformer © de telle sorte que les sources d’un Hy sont les sommets d’au plus
une composante du bord de H,.

Considérons le sous-hypergraphe Fy de Hj, formé par les sources de Hj, et les hyperarcs d’arité
3 les connectant entre elles, i.e. les triangles dont tous les sommets sont des sources. Notons
d’abord que le point précédent implique que |Fp| est une union de surfaces compactes sans
bord deux a deux disjointes. Notre but ici consiste a transformer © de telle sorte que chaque
Fy ne comporte qu’une seule surface. Supposons donc que Fy contient au moins deux surfaces
disjointes c; et cy. Grace au lemme 1.2.1, on peut supposer que chaque Hy est connexe; soit
a un chemin de Hj connectant ¢; et ¢y (cf. figure). Soit K un voisinage régulier de ¢c; UaU ¢y

o T

Co

C1

dans I;Tb. K est une 3-variété a bord avec trois composantes de bord; c¢; et ¢y en sont deux,
la troisieme, qui est plongée dans Hjp, est homéomorphe a leur somme connexe, notons-la c.
L’idée consiste a retirer K de H,, remplacer les sommets de ¢; et ¢y par les sommets de ¢
dans la liste des sources de Hj, et enfin, recoller K sur c; et co a la place de chaque hyperarc
étiqueté par b dans ©. A chaque recollement de K, on adjoint un nouvel hyperarc étiqueté
par b qui code le recollement du nouvel H, sur c. Nous ne developperons pas le détail de
ces opérations ici. Finalement, nous avons fait décroitre le nombre de composantes de Fj, on
conclut par récurrence.
On construit maintenant un multi-graphe orienté pointé I' codant ’arbre régulier définissant

M comme 3-variété arborescente réguliere. Pour chaque b € B, on ordonne linéairement les
hyperarcs non-terminaux de H,. L’ensemble des sommets de I' est B, ’ensemble des indices
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des H,. La racine de I' est by. L’ensemble des arcs de I' est en bijection avec ’'union des
ensembles d’hyperarcs non-terminaux des Hp, il est défini comme suit: pour chaque b € B
et chaque hyperarc non-terminal e de H,, disons que e est le j-ieme hyperarc non terminal
de H,, on définit un arc dans I, étiqueté par le couple (j,0), d’origine b et d’extrémité &', ou
b’ est I'étiquette de e. A chaque sommet v de I' est associé la 3-variété a bord dont ItN[b est
une triangularisation, ou b est 1’étiquette de v. On vérifie que [' définit un arbre régulier qui
définit a son tour M comme 3-variété arborescente réguliere.
O

En reprenant les méthodes développées dans le chapitre 2, on montre que I’ensemble des
bouts d’une 3-variété arborescente M est homémorphe a celui de 7 (on conserve les notations
définies page 71). On obtient alors le résultat suivant :

Proposition 3.1.3
L’espace des bouts d’une variété de dimension 3 arborescente réquliere est un espace de type
fini au sens de la définition 7.

La réciproque semble fausse, comme le laisse présager I’exemple qui suit.

QD

F1G. 3.1: Ny est une 3-variété a bord; son bord comporte 2 composantes, l'une de genre 1,
lautre de genre 2. Elle est obtenue en découpant une surface de genre 2 a l'intérieur d’un
tore plein.

On considere la suite (Nj)g>1 de 3-variétés a bord dont les premiers éléments sont
représentés dans les figures 3.1, 3.2 et 3.3; Ny est obtenue a partir d’'un corps a poignées
de genre 2¥~1 (en anglais: "handlebody”, cf. [Hem76, Jac77, Joh95], il s’agit d’une surface
orientable de genre k£ “remplie” de matiére) en creusant dans son intérieur une surface de
genre 2F; la surface de genre 2%, notée S, est nouée comme I'indiquent les figures; on note
Sy la composante de bord de genre 2=! de N.

On fabrique alors une variété non compacte N en considérant I’'union de tous les Ny, et
en recollant S;, sur Si.; pour tout k. On montre aisément que N n’a qu'un seul bout; ainsi,
son espace de bouts, réduit a un seul point est de type fini. Cependant, nous conjecturons
que N n’est pas arborescente.

Nous avons vu dans le chapitre 2 que les surfaces pointées sont HR-équationnelles; en
dimension 3, nous pensons que ce fait se généralise de la fagcon suivante:

Conjecture 1 Les 3-variétés possédant un ceeur compact au sens de [Sco73] sont HR-
équationnelles, de méme que celles qui possédent une structure hyperbolique de volume fini
(voir plus loin).
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Jollok

Fi1G. 3.2: Ny est obtenue a partir d’un corps a poignées de genre 2 en creusant a ['intérieur
une surface de genre 4. Elle posséde donc deuzr composantes de bord, l'une de genre 2, la
surface extérieure, et l'autre de genre 4, la surface intérieure.

F1G. 3.3: N3 est obtenue a partir d’un corps a poignées de genre 4 en creusant a l’intérieur
une surface de genre 8. Elle posséde donc deux composantes de bord, l'une de genre 4 et
P’autre de genre 8.
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3.2 Rigidité des 3-variétés arborescentes

3.2.1 Groupe fondamental, revétements

Pour une introduction a la théorie du groupe fondamental ainsi qu’a la théorie des
revétements, cf. [Mas67, Rot88]; pour un traitement approfondi, cf. [Spa66]. Pour ce qui
concerne la théorie combinatoire des groupes, le lecteur est renvoyé a [MKS66, LS77].

Soit K un polyedre connexe et zy un point de K. Un lacet de point de base x; est une
application continue « : [0, 1] — K telle que a(0) = a(1) = zo. On définit le produit c.o/ de
deux lacets « et o par .o/ (t) = a(2t) pour ¢ € [0, 1] et a.c/(t) = o/ (2t — 1) pour ¢ € [3, 1].
Notons que cette opération n’est pas méme associative. On considere sur ’ensemble des lacets
la relation d’équivalence définie comme suit. Deux lacets a et o sont dit équivalents s’ils
sont homotopes, i.e. il existe une application continue H : [0, 1] x [0,1] — K telle que pour
tout s € [0,1], H(s,0) = H(s,1) = zo; H(0,.) = a et H(1,.) = . On interpréte souvent
I’équivalence de deux lacets comme la possibilité de déformer I'un pour obtenir 'autre et
vice versa. On montre alors que si oy ~ a9 et of ~ o, alors og.0] ~ «as.04; ainsi, la loi
de composition sur les lacets est aussi définie sur les classes d’équivalence de lacets. Sur ce
dernier ensemble, elle devient associative; en fait, ’ensemble des classes d’équivalence de
lacet muni de cette loi forme un groupe appelé le groupe fondamental de K de point de base
%o, on le note m; (K, ). On montre que la classe d’isomorphisme de 7; (K, z¢) ne dépend pas
du choix de xg: si z; est un autre point de K, alors 71 (K, zo) et w1 (K, x;) sont isomorphes.

Le groupe fondamental d’un polyedre est un inwvariant de sa structure topologique: on
montre que si deux polyedres sont homéomorphes alors leurs groupes fondamentaux sont
isomorphes. Cette correspondance entre les structures de groupe et d’espace topologique
est en fait plus profonde: une application continue ¢ : K — K’ induit canoniquement un
homomorphisme ¢, : m (K, z9) — m (K', ¢(x0)). Formellement, cela définit un foncteur de
la catégorie des espaces topologiques pointés dans celle des groupes (cf. [Spa66]).

Le concept de groupe fondamental est usuellement défini dans le cadre des espaces de
Hausdorff connexes. On ne possede alors en général aucun moyen constructif de le définir.
Dans le cas des polyedres, la situation est plus favorable; on peut construire une présentation
de m1(K) de facon effective a partir d’une triangularisation de K. La méthode est la sui-
vante: on commence par considérer le 1-squelette K' d’une triangularisation de K, i.e. le
sous-complexe simplicial formé des simplexes de dimension inférieure ou égale a 1. Il définit
lui-méme un polyedre, en fait un graphe, dont le groupe fondamental s’applique de fagon
surjective sur celui de K; cela provient du fait que tout lacet de K est homotope a un la-
cet simplicial (cf. e.g. [Mas67]). Par ailleurs le groupe fondamental de K', et d’un graphe en
général, est facile a appréhender, c’est un groupe libre. On calcule un ensemble de générateurs
A partir d’un arbre couvrant de K' dont la racine est x,, son point de base; chaque aréte
n’en faisant pas partie définit un élément de la partie génératrice de m(K',zy) associée a
I’arbre couvrant en question; cet élément est la classe d’équivalence du lacet défini comme
suit : a partir du point de base xy, on joint I'une des extrémités de ’aréte en question en
empruntant 'unique plus court chemin de I’arbre couvrant, on parcourt ’aréte en question,
puis on retourne au point de base xy en suivant I'unique plus court chemin dans l'arbre
couvrant; notons que ce procédé permet en fait d’associer & toute aréte de K' un élément
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de 7, (K, zy), celles de 'arbre couvrant de K* étant toutes associées & ’élément neutre. On
obtient finalement un ensemble de générateur de 71 (K", zy) qui définit de fagon canonique
un ensemble de générateurs de m; (K, zy). Pour définir une présentation de m; (K, zy), il nous
reste a déterminer les relateurs. Ceux-ci sont définis par les simplexes de dimension 2, i.e.
les triangles; le bord de chacun d’eux est formé de 3 arétes, en le parcourant dans un sens
(ou dans lautre, peu importe), il définit un mot sur ’ensemble de générateurs construit
précédemment; ’ensemble des mots construits de cette fagon est ’ensemble des relateurs de
notre présentation. Pour la validitée de cette construction, le lecteur est renvoyé & [Mas67].

Soit K un polyedre connexe; un revétement de K consiste en une paire (IN( ,p) ol K est
un polyedre connexe et p : K — K est une application continue surjective telle que tout
point z de K possede un voisinage U tel que chaque composante connexe V' de p~(U) est
homéomorphe & U et p|y : V — U est un homéomorphisme; un tel voisinage est appelé un
voisinage élémentaire de x et p est appelée la projection relative a (K D). (K p) est appelé
le revément universel de K si le groupe fondamental de K est trivial.

On énumere ici quelques propriétés fondamentales des revétements; le lecteur est renvoyé
pour les preuves a [Mas67, Rot88, Spa66]. Soit zyg € K et 7y € p~*(xg), p~1(z0) est appelée
la fibre de xy, on montre que p, : m(f{,a":o) — 71 (K, x9) est un homomorphisme injectif.
Pour tout autre élément Z; de la fibre de x4, on montre que p, (7r1(1~( ,Ty)) est un sous-groupe
de 1 (K, z9) conjugué & p,(mi (K, 7o)); en particulier, il lui est isomorphe; si ce dernier est
un sous-groupe normal de 7 (K, 7o), on dit que (K, p) est un revétement régulier de K.

Soit f:Y — K et Yo € f- ( 0); alors il existe un relévement f:Y > K i.e. une
application telle que f = pf avec f(yo) = o, si et seulement si f, (71 (Y, 40)) C ps(m1(K, 5o)).

Soient (Kl, 1) et (Kg,pg) deux revétements de K; on appelle homomorphisme de revé-
tement entre (K 1,p1) €t (KQ, pg) toute application continue ¢ : K, — K, telle que p1 = pap.
Soient &; € p;' (o) et Ty € p; ' (xo); il existe alors un homormorphisme ¢ : K, — K, qui
échange 7 et Ty si et seulement si py, (m (Kl, xl)) C pa,(m (Kg, Z9)); et cet homomorphisme
est un isomorphisme si py, (1, (K1, 1)) = po, (m1 (K2, %2)).

3.2.2 Variétés hyperboliques de dimension 3 arborescentes
Variétés hyperboliques

L’introduction a la géométrie hyperbolique qui est donnée ici est somme toute un peu
minimaliste; nous avons jugé qu’un développement pédagogique de ce sujet serait, de par la
taille qu’il nécessiterait, hors de propos ici. Ainsi, nous nous sommes limités ici aux définitions
de base. Les concepts et les résultats que nous utilisons par la suite seront donnés dans le
texte au fur et a mesure, avec bien entendu les références appropriées. Pour des approches
plus complétes mais rapides du sujet, cf. [Mil82, Can84, Sco83|, pour un traitement ap-
profondi, cf. [Bea83, MT98, Mas87, Rat94, Thu97]; [Mil82, Can84, Bea83, Mas87, Rat94]
concernent la géométrie hyperbolique en général, tandis que [Sco83, MT98, Thu97] sont plus
particulierement dédiés aux problemes de la dimension 3 et aux travaux de Thurston sur le
sujet.
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Pour I’espace hyperbolique, nous considérons ici le modele de la boule unité de Poincaré :
on définit H? comme étant la boule unité B* = {z € R® | ||z||2 < 1} de R® munie de la
métrique riemannienne hyperbolique ds? donnée en fonction de la métrique euclidienne dx?
par

4dx?
ds? = —~
T =y

en un point de B" situé & distance r € [0, 1] de l'origine, ds? vaut ﬁ fois dz?. La longueur

d’un chemin ~ rectifiable de B? est alors donnée par

() = /de

et la distance séparant deux points de H? est définie comme étant le minimum des longueurs
des chemins allant de I'un a 1’autre.

On montre que les géodésiques de H® sont les arcs de cercles coupant S™ perpendicu-
lairement. On note Isom H? le groupe des isométries de H?; et Isom™H? le sous-groupe de
Isom H? constitué des isométries qui préservent 1’orientation.

Définition 12
Une variété hyperbolique orientable de dimension 3 est une 3-variété M, orientable,
munie d’un atlas {Uj, p;}jcs ot

o U; est un ouvert de M et M =J; Uj;

o p;: Uy — I est un homéomorphisme de U; sur ¢;(U;) que Uon appelle usuellement
une carte;

e Si Ujy NUj, # g, alors Uy, NUj, est conneze et fj|v; nu,, © fj271|fj2(Ujanj2) est un
homéomorphisme de f;,(U;, NU;,) sur f;,(U;, NUj,) qui préserve la métrique hyperbo-
lique; on montre que c’est la restriction d’un élément de Isom™H?.

Arborescence et hyperbolicité

Une sous-variété d’une variété hyperbolique est dite totalement géodésique si elle contient
toutes les géodésiques qui lui sont tangentes. L’idée de largeur arborescente finie nous conduit
a proposer la définition suivante.

Définition 13

Nous dirons qu’une variété de dimension 3 hyperbolique complete M est arborescente
si elle posséde une triangularisation géodésique’, i.e. chacun de ses simplezes est totale-
ment géodésiques, dont les arcs ont des longueurs uniformément bornées inférieurement et
supérieurement, relativement a laquelle M est arborescente et posséde une décomposition
incompressible au sens de la définition 10.

1. notons qu’une triangularisation rectifiable pourrait étre une hypothése suffisante
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Notons qu’une 3-variété hyperbolique compacte est arborescente; mais les 3-variétés hyper-
boliques compléetes arborescentes sont en général de volume infini.

Le résultat suivant permet la construction d’exemples de 3-variétés hyperboliques arbo-
rescentes. Les principales idées de la preuve sont apparues lors d’une conversation avec D.
Epstein et 1. Rivin.

Une 3-variété compacte N est dite atoroidale si tout sous-groupe de 71 (/N) isomorphe a
Z? est conjugué a un sous-groupe de 7 (ON) (cf. [Thu82]).

On définit les variétés hyperboliques a bords totalement géodésiques en remplacant dans la
définition 12 P’espace hyperbolique H® par le demi-espace hyperbolique H, = {(21, 2, z3) €
B3 | z3 > 0} et Isom™HP par le sous-groupe des isométries de Isom™H® qui conservent HS .

Lemme 3.2.1

Soit N une variété compacte de dimension 3 premiére, acylindrique et atoroidale dont les
composantes du bord sont des surfaces incompressibles de genres supérieurs ou égaux a 2.
Alors on peut munir N d’une structure hyperbolique compléte a bord totalement géodésique.

Preuve. Soit N la 3-variété fermée obtenue en recollant deux copies disjointes de N par iden-
tification de leurs bords. Les bords identifiés de ces deux copies forment dans N une surface
incompressible; N est une variété de Haken. Par ailleurs, elle est atoroidale; par le théoréme
d’uniformisation de Thurston [Thu79], elle peut étre munie d’une structure hyperbolique
complete. On montre que cette structure se transmet a son revétement universel, qui devient
alors isométrique & H®; ainsi on peut supposer que le revétement universel de N est H?; soit
p: H® — N une projection; on montre que (H?, p) permet la définition d’une représentation
fidéle de m(N) dans Isom™H?, i.e. un homomorphisme p : 7, (N) — I' C Isom™H® injectif
dont I'image est un sous-groupe discret, de telle sorte que ’on a on a N ~ H?/T; notons que
ces propriétés valent pour toute variété hyperbolique compléte (cf. [Thu97, MT98]).

Soit 7 : N — N I’homéomorphisme échangeant les deux copies de N. Soit B C N une
composante connexe du bord des copies de N dans N; notons que B est fixé point par point
par 7. B se reléve par p en un plan P plongé dans H®. Notons que, de méme que B, P n’est
a priori pas totalement géodésique. Soit 7 : H? — H? le relevement de 7 qui fixe P point par
point. Par le théoréme 11.6.1 de [Rat94], 7 est une pseudo-isométrie. Notons que 72 = Idgs.

Par le théoréeme de Mostow [Mos68], 7 induit une transformation de Mébius de la sphere
a I'infini que 'on note 7 : S2 — S2. Comme 7 est d’ordre deux, il en est de méme de 7
qui est donc une symétrie. Comme 7 fixe P point par point, 7 fixe la courbe limite de P
qui est donc un cercle de S%. Ce cercle & 'infini définit un plan hyperbolique P’ dans H?*.
Nous allons construire une déformation I'-équivariante de P en P’ qui induira, via p, une
déformation de B en une surface totalement géodésique.

En premier lieu, p(P’) est une surface compacte. Pour voir cela, on consiere H C T, le
stabilisateur de P et on montre d’abord que 'action de H sur P’ est cocompacte. Pour ce
faire, on montre qu’il existe K; > O tel que pour tout x € P, dgs (z, P') < K; et pour tout
' € P!, dg (2, P) < K. Notons que H stabilise aussi P'. Soit zo € P; choisissons z;, € P’
tel que dgs (79, xf) soit minimal. Comme B est compacte et B = P/H, il existe R > 0 tel
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que pour tout = € P, il existe h € H tel que dgs (xg, h(z)) < R. On a alors:

dgs (z, h = (zf)) = dus (h(z), x})
< dms (h(), o) + ds (w0, T5)
< R+ dgs (w0, 7p).

On pose K; = R + dgs(z9,x}). Soit 2’ € P'. Soit v une géodésique de H? coupant P’
perpendiculairement en z’. Notons que 7N P # @; soit € yN P. On a alors

dys (¢, P) < dgs (2',7) = ds (P, 2) < K;.

On en déduit que action de H sur P’ est cocompacte. On montre en effet qu’il existe Ky > 0
tel que pour tout =/, 2, € P', il existe h € H tel que dgs (h(z}), z}) < K,. Soient z!,z!, € P';
Soient x1, z2 € P tels que dpe (z;, 2}) est minimal. Soit h € H tel que dys (h(z1),22) < R. On
a alors:

die (h(27),25) < dps (h(1), h(21)) + dis (h(21), T2) + dis (22, 75)
<dm(z],z1)+ R+ K,
< 2K, + R.

On choisit Ky = 2K + R. Ainsi, p(P') est compacte.

Il reste a prouver que p(P’) est bien une surface, i.e. chacun de ses points posseéde un
voisinage homéomorphe & un disque; rappelons que p(P') hérite sa topologie de N. Soit
' € NNp(P') et 3 € p~t(z') N P'. Soit D un disque ouvert de P’ contenant '. Supposons
que pour tout voisinage élémentaire V' de 2/, il existe un point zy € p(P') NV qui n’est pas
dans p(D). Considérons V la composante de p~ (V) contenant 7'; et Zy € p~i(zy)N V. Pour
V suffisamment petit, VNP =Vn D; et donc Zy ¢ P'. Ainsi donc, il existe vy € T'\ H tel
que Zy € vy (P'). Considérons la famille P de tous les plans hyperboliques obtenus comme
images de P’ par un .

Si P est de cardinal fini, alors il existe v € I" tel que y(P') = ~y(P') pour tout voisinage
V' d’une base de voisinages élémentaires de z’. Dans ce cas, y(P') intercepte P’. Mais alors,
en regardant I’action de 7 sur la sphere a l'infini, on en déduit que (P) intercepte P; ce qui
est impossible car B est une surface.

Supposons donc que P est infinie. L’argument précédent montre que les images de P’ par
deux isométries de I' sont soit disjointes, soit confondues. Ainsi donc, il existe une infinité
de plans hyperboliques deux a deux disjoints de la forme 7y (P'). Comme l'action de H sur
P est cocompacte, pour V suffisamment petit, il existe v{, € ' tel que v{, (') € v (P’)
et dgs (71,(2'), 2v) < Kj. Ainsi, en choisissant V' suffisamment petit, 7{,(Z') reste dans un
voisinage borné de z’. Par compacité, on peut donc extraire une base dénombrable (Vj), de
voisinages élémentaires tel que pour toute paire ki, k2, v, (Z') et vy, (') soient distincts et
la suite (i, (#'))x converge; ce qui contredit le fait que I'action de T' sur HP est discréte.

p(P') est donc une surface totalement géodésique plongée dans N.

Par ailleurs, quitte a déformer légerement B, il existe une triangularisation géodésique
de N pour laquelle B et p(P') sont simpliciales. Cette triangularisation se reléve en une
triangularisation I'-équivariante de H? dans laquelle P et P’ sont simpliciaux. Cela permet
de définir, tétraédre par tétracdre, une isotopie de N déformant B en p(P').
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On déforme ainsi chaque composante du bord des deux copies de N qui forment N.
Finalement, en découpant le long des surfaces géodésiques obtenues de la sorte, on obtient
deux morceaux homéomorphes a N ayant la structure hyperbolique requise.

O

Notons que I'hypothese d’acylindricité est essentielle dans ce lemme. On obtient un contre-
exemple en considérant une variété de la forme S x I ou S est une surface. S x I n’est
pas acylindrique. Par ailleurs elle ne peut pas étre équippée d’une structure hyperbolique
compléte a bord totalement géodésique. Si c’était le cas, en considérant deux copies de cette
variété que 1’on recollerait sur leurs bords, on obtiendrait une variété compacte sans bord,
hyperbolique compléete dont le groupe fondamental comporterait un sous-groupe isomorphe
A Z2. C’est impossible.

On peut maintenant construire une variété de dimension 3 hyperbolique arborescente de
la facon suivante. On se donne une 3-variété a bord atoroidale N dont les bords sont des
surfaces de genre supérieur a 2. Soit n le nombre de composantes connexes du bord de N;
on les suppose numérotées de 1 a n. Par le lemme 3.2.1, on peut équiper N d’une structure
hyperbolique compléete rendant ses bords totalement géodésiques. On consideére maintenant
I’arbre non-orienté infini ¢, régulier, de degré uniformément égal a n, dont les arétes sont
étiquetées par des entiers entre 1 et n tels que chaque noeud appartient a une aréte étiquetée
par i et une seule, pour tout i € [1,n]. A chaque nceud de ¢, on associe une copie de N.
On recolle alors toutes ces copies de N selon les arétes de ¢; une aréte étiquetée par un
entier ¢ indique que l’on recolle les deux copies de N qu’elle relie en identifiant leurs i-
iemes composantes de bords. On vérifie aisément que I’on obtient une 3-variété hyperbolique
complete arborescente. Notons que cette 3-variété est un revétement régulier de la 3-variété
fermée obtenue a partir de deux copies de N en identifiant leurs bords; parallelement, ¢ est
un revétement du graphe comprenant un seul sommet et n boucles étiquetées de 1 a n; nous
développerons cette idée dans la section 3.3.2.

Fic. 3.4: Ezemple de 3-variété a bord acylindrique et atoroidale dont les composantes
connezes de bord, au nombre de 3, sont des surfaces de genre 2.
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3.2.3 Rigidité

Le résultat suivant est fondamental pour ce qui nous intéresse: il réduit le probleme de
I’homéomorphisme a un probleme d’isomorphisme de groupes.

Théoreme 7
Deux variétés de dimension 3 hyperboliques completes acylindriquement arborescentes sont
1sométriques si et seulement si leurs groupes fondamentauxr sont tsomorphes.

La démonstration de ce résultat se compose de plusieurs parties. Avant tout, il nous
faut fixer quelques notations. Soient donc M et M’ deux 3-variétés hyperboliques completes,
acylindriquement arborescentes. Soient xg € M, xy € M' et @ : w1 (M, zq) — m (M', x}) un
isomorphisme.

On conserve pour M les notations introduites page 71. Pour chaque k € [1,m], on dis-
tingue un sommet x de la triangulisation de Tj; pour chaque paire i, j, soit k € [1,m] tel
que B;; est envoyé sur Ty par g;;; soit alors x;; = gigl(xk). Soit t; un arbre simplicial dans M;
de racine x;p connectant z;y aux autres z;;; quitte a subdiviser la triangularisation de M;,
on construit ¢; en forme d’étoile centrée en x;; de telle sorte que les seuls points de contact
de ¢ avec le bord de M; soient les x;;. Fixons maintenant pour tout &£ un arbre couvrant du
1-squelette de Ty; il définit, via gigl, un arbre couvrant de B;;; Soit s; un arbre couvrant de
M; contenant cet arbre pour tout j, ainsi que ¢;. En utilisant gp;l pour chaque composante C'
de M\ |, Su, la famille {s;}; définit un arbre couvrant s du 1-squelette de M; pour chaque
C, notons z, = (pgl(xb(c)o); quitte a ajouter de nouveaux représentants pour les composantes
de M\ |J, Su, on peut supposer que quelque soit C; # Cs, on a T, F Tg,. Quitte a sub-
diviser la triangularisation de M ainsi qu’a déformer une surface S, de sa décomposition
arborescente, on peut supposer que x, est égal a T, pour une composante Co de M\ U, Su
que I'on appellera composante racine de M. L’arbre ¢ formé de 1'union des {¢_'(t;)}, est
appelée la colonne vertébrale de M. Notons que la construction de ¢ n’est pas canonique pour
M et loin s’en faut; néanmoins, deux colonnes vertébrales de M ont des espaces de bouts
homéomorphes.

Comme ¢ est un arbre contenant z. , 71 (M, ) est canoniquement isomorphe a m (M, z, )
(cf. [Spa66]). D’autre part, pour chaque composante C, cp;l induit un homomorphisme de
71 (M,(¢), Tu(c)o) dans 71 (M, t); notons pour tout i, I'; = 71 (M;, z0). On considere alors 1'ho-
momorphisme résultant j, : I,y — 71 (M, xCO). Comme les surfaces séparantes S, sont
supposées incompressibles, on obtient le résultat suivant :

Lemme 3.2.2 j_ est injectif.

Construction d’une équivalence d’homotopie k-lipschitzienne entre M et M'.

On conserve les notations précédentes a propos de M. Soit A; le sous-ensemble fini de
générateurs de I'; défini, a partir de s; comme arbre couvrant du 1-squelette de M;, par les
arétes de M; qui n’appartiennent pas a s;.

Considérons la fonction m; qui associe a toute représentation fidele p de I'; dans Isom™ H?,
le point m;(p) € H? qui minimise la fonction suivante:

d,(z) = Z des (z, p(ar) (2))

ac A;
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Lemme 3.2.3
m; est bien définie et est continue relativement a la topologie dite algébrique de l’espace des
représentations fidéles de T';.

Pour la définition de la topologie algébrique sur ’espace des représentations fideles d’un
groupe, le lecteur est renvoyé a [Thu86, MT98].

Preuve. Remarquons en guise de préliminaire que les éléments d’une représentation fidele de
['; dans Isom H? ne peuvent étre que loxodromiques (cf. [Mas87]), et non paraboliques ou
elliptiques; ceci est dii au fait que M; est une 3-variété hyperbolique.

Pour P'existence d'un minimum, on remarque que d,(z) tend vers I'infini quand « tend vers
Vinfini. En effet, un point de OHP? au voisinage duquel d, resterait bornée serait nécessairement
un point fixe de tous les éléments de p(I';); cela impliquerait que p(I';) soit un groupe de simi-
larités euclidiennes. D’autre part, remarquons que I’on peut supposer que dM; # ¢, car sinon,
M serait en fait égale a M;, une variété hyperbolique compacte; dans ce cas, le théoreme 7
se ramene au théoreme de Mostow. Maintenant, comme les composante du bord de M; sont
des surfaces de genres supérieur a deux, leurs groupes fondamentaux ne peuvent pas étre
représentées par des similarités euclidiennes, c’est une contradiction. L’unicité provient du
fait que d, est strictement convexe. m;(p) est donc bien définie.

On démontre maintenant la continuité. Fixons une représentation fidele py de I';. Dans
I’espace des représentations fideles de I';, muni de la topologie algébrique, il existe un voi-
sinage V de po dans lequel m;(V) est totalement inclus dans un compact de H*. Pour voir
cela, remarquons que pour un élément o € A; fixé, 'axe de p(«) est fonction continue de p
relativement & la topologie de Hausdorff sur les parties de H? U S% ; de méme, la longueur de
translation de p(«) le long de son axe est aussi une fonction continue de p. Ainsi, en choi-
sissant V' suffisamment petit, pour tout couple a # o' d’éléments distincts de A;, les points
fixes de p(a) et p(a’) restent éloignés les uns des autres dans S2, i.e. leurs distances respec-
tives sont uniformément bornées inférieurement; et les distances de translations le long des
axes restent assez grandes. Ainsi, pour tout D > 0, un point z de H?, suffisamment éloigné
de m;(py), se trouve a une distance supérieure & D de 'axe de p(«a) pour tout p € V et
au moins I'un des «; tenant compte du fait que les longueurs de translation des p(«) sont
uniformément bornées inférieurement pour p € V et o € A;, en choisissant D suffisamment

grand, on peut ainsi rendre d,(z) = ) dgs(z, p(«)(z)) aussi grand que 'on veut. Ainsi,
a€A;

m;(p) pour p € V reste a une distance bornée de m;(pp); soit W I’adhérence de V; c’est
un fermé que ’on peut en fait choisir compact dans ’espace des représentations fideles de
I';. Observons maintenant que la variation relativement a p de d,|w est continue pour la
topologie de la convergence uniforme; il s’en suit aisément que la variation du point réalisant
le minimum de d, est aussi continue relativement a p, i.e. m; est continue; cela termine la
preuve.
O

M et M' sont munies de structures hyperboliques complétes; cela nous autorise a considérer
leurs revétements universels p : H* — M et p’ : H* — M’'. Choisissons un élement
Z., € p'(z¢,) (respectivement i’CO) dans la fibre de z, (respectivement x’CO); avec le
revétement évoqué plus haut, le choix de fixe une représentation fidele I' C Isom H?
de m (M, :L'CO) dans Isom H2, ainsi qu’un isomorphisme appelé application d’holonomie H :
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m (M, z, ) — T (cf. [Thu97]). On construit de méme une représentation fidele I C Isom H®
de m1(M'). On montre que M ~ H?/T" et M’ ~ H?/T" (cf. [Thu97, MT98]). L’isomorphisme
S m (M, xy) = m(M',z;) induit alors un isomorphisme encore noté ® entre I' et I'.

Pour toute composante connexe C' de M \ |J, Sy, on note p, = ® o H o j; c’est une
représentation fidele de I,y dans Isom H?; pour toute composante C de M\ |, S, distincte
de Cy, on pose T/, = my¢)(p.) (:Z"CO a déja été défini plus haut).

Lemme 3.2.4
1l eziste kv > 0 tel que pour toute paire de composantes voisines Cy et Cy de M\ U, Su, i.e.
CiNCy# g, on a

dH3 (.i‘lcl . .’23102) < k.

Preuve. Considérons donc deux telles composantes C; et Cy avec C; N Cy # ¢. On suppose
C: et Oy distinctes de Cy; dans ce cas, la constante recherchée existe trivialement étant
donné que le nombre de composantes voisines de Cy est fini. Soit donc K = m1(C1UCs, z, );
CiUCy C M et T, € t; par conséquent, K se plonge dans T (M, xCO) par un homomorphisme
injectif canonique jg : K — (M, xCO). Par ailleurs, pour i = 1, 2, gp;il induit une injection
de j’Ci : I'¢;) = K notons que l'on a j, = j, o ]’Cl

D’autre part, la fonction & valeurs réelles positives définie sur I’espace des représentations
fideles de K par

p = d (mycyy (po gy, ) mues) (P o i)

est continue par le lemme 3.2.3. On montre qu’elle est invariante par conjugaison; elle définit
donc une application continue

gK’j’Cl’j’CQ : AH(K) — RF

ou l'on note AH(K) l'espace de Teichmiiller de K muni de la topologie algébrique, i.e. le
quotient de I'espace des représentations fideles de K par la relation de conjugaison. Notons
que C1UC} est une variété a bord acylindrique; d’apreés le théoréme de Thurston (cf. [Thu86]),
AH(K) est donc compact. Et par conséquent, d. K.ty site, €St bornée comme fonction continue
sur un compact.

A isomorphisme pres, il n’y a qu'un nombre fini de triplets de l_a forme (K, j’c1 , j’C2); ainsi,
il existe une borne £, telle que quelque soit le choix de C; et Cs, dK’jICI by est bornée par k.

Etant donnée une paire de composante C et Cy, PoH donne naissance a une représentation
fidele pg = ® o H 0 j, de K; on a d’autre part

di i, it, ([Px]) = dis (mucy) (px © dg, ), Mues) (Px 0 3;,,));

or pour i = 1,2, myc,)(px oj’ci) =myc,)(Po Hoj, oj’ci) = mb(ci)(pci) = x'ci; ainsi, on a

~1

i o e, (o)) = dup (T, ).

: =1
Finalement dys (xcl : a:CQ) < k.
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O

Lemme 3.2.5
Il existe ko > 0 tel que pour toute composante C de M\ |, Sy et pour tout o € A, ¢y :

dip (T, po (@) (E¢)) < ko

Preuve. L’idée directrice est similaire a celle de la preuve du lemme 3.2.4. Pour tout ¢ € [1, n],
on considere la fonction

p = dgs (mi(p), p(a)(mi(p)))

de 'espace des représentations fideles de I'; dans R, ; par le lemme 3.2.3, elle est continue;
elle est aussi invariante par conjugaison. On applique alors le théoreme de Thurston suivant
la méme démarche que précédemment.

O

On construit maintenant une équivalence d’homotopie k-lipschitzienne f: M — M’'. On
commence par définir f sur le 1-squelette M) de M.

Image des nceuds de la colonne vertébrale de M. Soit p' : H® — M’ le revétement
associé a la structure hyperbolique de M’; il s’agit en fait de la surjection canonique de
H* — HP®/T". Pour toute composante C' de M\ |J, S, on pose f(z,) = p'(,).

Image de la colonne vertébrale ¢ de M. Soit e un chemin simplicial simple de ¢
connectant deux neeuds ., et ., avec C1NC3 # ¢. e correspond & un chemin simplicial dans
I’'un des M; qui joint deux composantes de son bord. On peut donc borner inférieurement,
indépendamment de C; et de Cs, le nombre d’arétes qui le constitue. Par hypothése sur la
structure hyperbolique de M, la longueur des arétes de la triangularisation de M est bornée
inférieurement; ainsi, la longueur de e est aussi bornée inférieurement et ce, indépendamment

de C) et de Cs. Par ailleurs, le lemme 3.2.4 nous dit que la distance entre 7}, et |, est
, 1 2

C1 ’ Cq ’

de H? joignant T, et T - Le controle que nous avons établi précédemment sur les longueurs

I~ 4

bornée. On choisit p' ([, , 7!, 2]) pour I'image de e, ot [, , T/, 2] désigne le segment géodésique

de e et de [T, , 7' arantit que ’on peut choisir f|. lipschitzienne avec une constante ne
¢V oy 8

dépendant pas de e.

Image de s. Soit x un point de s. Comme ¢ est un sous-arbre de s, il existe un chemin
sans boucle unique connectant x a t. Soit y € t 'autre extrémité de ce chemin; I'image de y
a été définie dans le point précédent; on pose f(z) = f(y): on rétracte s sur ¢. Trivialement,
f reste lipschitzienne.

Image de M("). Considérons maintenant une aréte e de M") n’appartenant pas & s. Soit
21 et 2z, ses extrémités; soit C' la composante de M\ [J S, telle e € C. Par définition, A, ¢
est 'ensemble des générateurs de I',(¢y définis par les arétes de la triangularisation de M,
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n’appartenant pas a s,c); ¢.(e) est donc associée a I'un d’eux, notons-le . Notons &' le
segment géodésique [T, po(a)(Z),)]. L’image de e est définie comme étant la concaténation
des segments géodésiques [f(z1), f(z,)], P'(€') et [f(z,), f(22)]- Le lemme 3.2.5 garantit que
f|e peut étre construite lipschitzienne.

Image de M®. Considérons un 2-simplexe s de la triangularisation de M; les hypotheses
sur la structure hyperbolique de M implique que la longueur du bord 0s de s est bornée tant
supérieurement qu’inférieurement. Cela implique que son image f(09s) dans M’ est une courbe
fermée géodésique par morceaux de longueur bornée. Cette courbe est homotopiquement
nulle, elle se releéve donc dans H? par p’ en une courbe fermée géodésique par morceaux cde
méme longueur. Soit D un disque immergé dans H? de frontiere ¢; on peut construire D en
choisissant un point O de H? n’appartenant pas & ¢ et en consideérant les triangles géodésiques
de H? dont O est un sommet et dont le coté opposé & O est une partie géodésique maximale
de ¢. Notons que la longueur de ¢ est bornée indépendamment de s; on peut donc choisir D
de taille bornée indépendamment de s. On définit f(s) comme étant 'image p'(D) de D par
p'. Comme la taille de s est bornée inférieurement, on peut peut construire f|; de fagon a ce
qu’elle soit lipschitzienne.

L’extension de f & M®) = M suit les mémes idées, nous ne la détaillerons pas ici.

On vérifie que f est une équivalence d’homotopie en controlant la validité du diagramme
commutatif suivant :

r @ T
H H'
7T1(M, xco) 7-‘-1(‘]\4173300)
(tpr)
(flarw)«

7T1(M(1),.’L'CO)

Pour ce faire, on remarque d’abord que m; (M, xCO) est engendré par la famille

{4 (Ayc)) | C composante connexe de M \ USu}

A cette famille est canoniquement associée une famille de générateurs de m; (M®, .’L‘CO). On
pourra vérifier que les images par (f|,;a) ). de ces générateurs correspondent aux images par
f des arétes de M) qui n’appartiennent pas & s. On s’apercoit alors que le point numéro 4
de la construction de f est fait pour que le diagramme de la page 86 commute.
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Ensuite, on sait que Ker(i|;;a))« est le sous-groupe normal engendré par les éléments de
m (M (1),3000) associé aux simplexes de dimension 2 de la triangularisation de M (cf. e.g.
[Mas67]). La construction de f montre donc que f, factorise le diagramme de la page 86 en
le diagramme suivant :

r @ r
H H'
m(M,z,,) f*—> m(M',xg )
(iar)s
(flarw)«

7T1(M(1), ‘,‘ECO)

f+ est 'isomorphisme associé a P.

Nous avons construit f de telle sorte que sa restriction sur chacun des simplexes de la
triangularisation de M soit k-lipschitzienne. Il nous reste a vérifier que f est globalement k-
lipschitzienne. Soient x,y € M; soit v un segment géodésique de M d’extrémités x et y. Soient
20 =X, 21, ... , z¢ = y une décomposition de 7 telle que chaque segment |[z;, z;11] appartienne
a un simplexe de M; on a dy(z,y) = . dum(2i,2i41). Comme f est k-lipschitzienne sur
chaque simplexe, on obtient

dw,9) > 3 3w (F(2), (i)

et donc, par l'inégalité triangulaire :

dae(w,) > £ae(f(@), /()

f est k-lipschitzienne.
Nous avons finalement démontré le résultat suivant :

Lemme 3.2.6

Soient (M, xg) et (M',z}) deuz 3-variétés pointées hyperboliques complétes sans bord. Si M
est acylindriquement arborescente, alors tout isomorphisme entre m (M, xg) et m (M', zf) est
induit par une équivalence d’homotopie f : M — M' k-lipschitzienne.
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Controle

Lemme 3.2.7

Soient M et M' deuzr 3-variétés hyperboliques complétes sans bord; on suppose que M
est acylindriqguement arborescente. Soient f : M — M' et g : M' — M des équivalences
d’homotopie k-lipschitziennes pour k > 0 telles que g o f induise l’identité sur le groupe
fondamental de M. Alors il existe £ > 0 tel que pour tout point x de M : dp(z, go f(z)) < L.

Preuve. Soit x € M; soit v un lacet non homotopiquement nul passant par x. Notons que,
du fait que M est arborescente, il existe £; > 0, indépendant de z, tel que ’on peut toujours
choisir v de longueur inférieure a ¢;.

g o f(x) appartient & g o f(7). Par hypothése, g o f(7) est librement homotope a ~; soit
H :[0,1]> = M une homotopie libre entre go f(7) et 7.

Supposons que g o f(y) et v soient séparés par plusieurs surfaces de la décomposition de
M. Sur chacune d’entre elles, H définit un lacet librement homotope a 7. Or chaque M; est
acylindrique et -y n’est pas homotopiquement nulle; par conséquent, go f(y) et v ne peuvent
en fait étre séparées que par au plus une surface de la décomposition de M.

Ainsi, il existe deux composantes C; et Cy de M \ |JS, avec C; N Cy # ¢ telle que
YN (CiUCy) # det gof(y)N(CiUC,) # ¢. Mais, les hypothéses sur la structure
hyperbolique de M impliquent que le diametre des composantes de M \ S, est borné. Il
existe donc un nombre /5 > 0, indépendant de x, tel que dy(7,9 0 f(7)) < lo. Par ailleurs,
rappelons que v a été choisi de longueur inférieure a £1; go f(7y) est donc de longueur inférieure
A k2¢,. Finalement on obtient :

14 k¢
dy(z,go f(z)) < 51 + Tl + 4y
On choisit donc £ = %1 + '“2% + L.
|

Construction de la pseudo-isométrie

Soit X un espace métrique. Une application f : X — X est appelée une pseudo-isométrie
§'il existe deux nombres k et £ tels que pour tout x,y e X, k™ dx(z,y) — £ < d(f(z), f(y)) <
kd(z,y).

Lemme 3.2.8

Sotent M = HB /T et M' = H3 /T deux variétés de dimension 3 hyperboliques complétes sans
bord acylindriquement arborescentes. Supposons qu’il existe un isomorphisme ® : w1 (M) —
m(M"). Il eziste alors une équivalence d’homotopie f entre M et M' qui induit ® et qui se
reléve en une pseudo-isométrie de H°.

La preuve est inspirée de [Rat94].

Preuve. Soient f: M — M' et g : M' — M deux équivalences d’homotopie k-lipschitziennes
comme construites dans le lemme 3.2.6 telles que g o f induise I’identité sur le groupe fon-
damental de M. Soit F': M x [0,1] — M une homotopie déformant g o f en Id,, i.e. F est
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continue, F'(.0) = go f et F(.,1) = Idy,. Soient f et § des relevements de f et de g. Par le
théoréme du relévement des homotopies F' se releve en une application F : H? x [0,1] — H?
telle que Fy = if: sip: H?® — M désigne le revetement unlversel de M, on a pF1 Fip=np.
On en déduit que F1 el. Qu1tte a remplacer ¢ par F g et F par F 1F on peut supposer
que F1 idgs . D’autre part, F est T- -équivariante : en effet, soit o e I';
pF(o xid) = F(p xid)(o x id)

= F(po xid)

= F(pxid)

= pF
1l existe donc o’ € I" tel que F(o x id) = o'F. Comme F} = idg, on a 0 = o’

Par I'inégalité triangulaire, on a pour tout z,y ¢ H? :

d(z,y) < d(z,3f(x)) +d(Gf(z),3f(v) +d@Gf(y),y)

Comme f et g sont k-lipschitzienne, f et g le sont aussi. Par le lemme 3.2.7, il existe un
majorant £ > 0 de d(z, §f(x)) et de d(y, §f(y)) indépendant de x et de y. Ainsi, on a:

d(z,y) < L+ kd(f(2), f(y)) + ¢

Et donc:
1 2/ ~ ~
k™ d(z,y) — = < d(f(z), f(y)) < kd(z,y)
O
Conclusion

On sait d’apres le théoréme de Sullivan [Sul79, Sul81] que si I’action d’un sous-groupe dis-
cret T de Isom HP sur la sphere a Pinfini S2 est conservative (cf. [MT98, Sul79, Sul81]), alors
toute pseudo-isométrie I'-équivariante de H® est homotope & une isométrie I'-équivariante et
ce, par une homotopie elle-méme I'-équivariante. Par ailleurs, par le théoréme 5.11 de [MT98]
(cf. [McM96]), l'action de T' sur S% est conservative si et seulement si le rayon injectif de
H? /T est uniformément borné, i.e. il existe r > 0 tel que pour tout x € H3/T, la boule de
H? /T centrée en x de rayon r est isométrique a une boule de rayon r de H*; on montre que
cette derniére condition est satisfaite par les variétés de dimension 3 hyperboliques complete
acylindriquement arborescentes. Le théoreme 7 est démontré.

O

Remarquons que le fait de considérer le théoreme 7 comme un théoreme de rigidité
est en réalité un abus étant donné que nous n’avons pas su définir de topologie raison-
nable sur I’espace de Teichmiiller d’'une variété de dimension 3 arborescente, i.e. I’espace des
représentations de son groupe fondamental dans Isom H?, & conjugaison pres. Les difficultés
que nous avons rencontrées sont principalement liées au fait que ce dernier n’est pas finiment
engendré en général (cf. section 3.3).
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Question : [Rigidité des variétés arborescentes]
Le théoréeme 7 reste-t-il vrai st l’'on suppose que seulement ['une des deux variétés hyperbo-
liques est acylindriquement arborescente ?

Dans la définition 10, si l’on suppose les M; non pas compacts mais de volume (hyperbo-
lique) fini, le théoréme 7 reste-t-il valide ¢

Eziste-t-il une topologie raisonnable sur l’espace de Teichmuller d’une variété de dimen-
ston 3 arborescente ?

Le théoréme de Mostow (cf. [Mos68]) et le théoréme de Sullivan (cf. [Sul79, Sul81]) sont
valides en dimensions supérieures ou égales a 3; qu’en est-il du théoréme 77

3.3 Arborescence, régularité et groupes fondamentaux

3.3.1 Groupes fondamentaux de 3-variétés arborescentes

Nous avons vu dans la section précédente qu’une variété de dimension 3 hyperbolique
complete et acylindriquement arborescente est caractérisée par son groupe fondamental. La
question de savoir si deux telles variétés sont homéomorphes se ramene donc a la comparaison
de leurs groupes fondamentaux. L’étude de ces groupes s’'impose donc naturellement, c’est
I’objet de cette partie.

Premierement, nous allons voir que la donnée d’une décomposition arborescente pour une
variété de dimension 3 permet de construire une présentation de son groupe fondamental en
termes de générateurs et de relations; pour ce faire, nous verrons que ce dernier peut étre
défini au moyen du concept de graphe de groupe (cf. [DD89]); nous verrons ensuite que cette
présentation, qui est a prior:i infinie tant du point de vue du nombre de générateurs que du
nombre de relations, prendra un caractere constructif des lors que la décomposition arbores-
cente sera supposée réguliere. Enfin, nous considererons le cas particulierement agréable des
3-variétés arborescentes régulieres qui sont des revétements réguliers de 3-variétés compactes
fermées.

Présentation

Une variété arborescente est construite de facon arborescente, nous allons voir qu’il en est
en quelques sortes de méme de son groupe fondamental. Lorsque ’on recolle deux 3-variétés
I’'une sur ’autre le long de deux composantes incompressibles de leurs bords, le groupe
fondamental de la variété que ’on obtient est le produit amalgamé de leurs groupes fonda-
mentaux sur le groupe fondamental de la surface commune (cf. [Hem?76, Jac77, Joh95, LS77],
voir aussi [Hem76, Feu73] pour une étude de la réciproque). Le cas des 3-variétés arbores-
centes généralise ce phénomene; la description de leurs groupes fondamentaux nécessite le
concept de graphe de groupes, qui généralise les produits amalgamés et les HNN-extensions;
la référence principale & ce propos est [DD89).

Un graphe de groupes est un graphe Y = (V, E, A, vert, lab, src) de type 0 dont chaque
sommet v € V est étiqueté par un groupe que I’on note lab(v), on suppose les lab(v) deux a
deux disjoints, chaque arc e est étiqueté par un couple (G(e), te) ou G(e) est un sous-groupe
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du groupe lab(vy) associé a 'origine v; de e, et t. : G(e) — lab(vy) est un homomorphisme
injectif, v, désigne I'extrémité de e.

Considérons un graphe de groupes Y ainsi qu’un arbre couvrant Yy de Y. La donnée du
couple (Y, Yp) permet de définir un groupe appelé le groupe fondamental de Y relatif a Yj et
noté 71 (Y, Yy) qui est construit de la fagon suivante : ’ensemble des générateurs de (Y, Yy)
est par définition {t. | e € E} U |J,.y lab(v); en plus des relations définissant les lab(v), on
considere deux types de relations:

veV

e t;'gt, = t.(g) pour tout e € E, g € G(e);
e t, =1 pour tout e € Ey,.

Soit donc M une variété de dimension 3 arborescente donnée avec une décomposition
arborescente; on conserve les notations de la partie précédente. Nous allons décrire le groupe
fondamental de M comme groupe fondamental d’un graphe infini de groupes. Le graphe
support de ce graphe de groupe est I’arbre infini 7 défini page 71. Par construction, a chaque
nceud p de 7 correspond une composante connexe C' de M \ |JS,; on associe alors a u le
groupe I'c = m,(C, z,,). Notons que ¢, induit un isomorphisme ¢, : [c — [',(¢); rappelons
que I'; = m (M;, zi). Par ailleurs, chaque I'¢ s’injecte dans 7, (M, z, ) par application j
définie page 82; ainsi donc, méme si 7 est infini, les groupes attachés a ses noeuds sont en
nombre fini a isomorphisme pres. Par construction, a chaque arc e de 7 est associé une surface
S, de la décomposition; soient Cy et Cy les composantes de M \ | J S, qui sont contigiis a
Sy, i.e. C1 N Cq = S,; on considere le groupe Ty, = m1(Sy, ¥; ' (Tuw))); rappelons que 1, est
une carte de S, sur T, et que x,) est un sommet distingué choisi une fois pour toute
dans la triangularisation de 7),,). En considérant I’arbre simplicial goail (tucy) (1=1,2), on
obtient un homomorphisme de I';, dans I'¢;; en effet, gaail (tyc;)) comporte un chemin unique
entre z, et 1, ' (¥,a)), dont on se sert pour transformer un lacet de S, basé en ¢, ()

en un lacet de C; basé en z_ ; de fait, cet homomorphisme est injectif car S, est supposée

incompressible. On note I'c;, l image de [';, dans L., . Comme S, = C; N Cy, on obtient un
isomorphisme %, : I'¢,y, = ', que 'on associe a e. Remarquons que cet isomorphisme ne
dépend en fait que de +(C)), de ¢(Cy) et de j; et jy, les indices tels que ¢z, |s, a pour image
B,(c;);; pour @ = 1,2; de méme que précédemment, m; (B;;, ;;) se plonge dans 7 (M;, T) en
utilisant 1’arbre étoilé ¢;. Par un léger abus de notation, on a alors I'¢,,, = <p6i1*(7r1 (Bij, zij));
et on vérifie que

_ -1 -1
te = 9002*|Tc2u ©9y(Ca)ja, © IUCL)i15 © QOCI*‘FCIM'

Finalement, la donnée de 7 et des groupes associés a ses nceuds et a ses arétes définit un
graphe de groupe dont on montre que le groupe fondamental est isomorphe & 7 (M, xoo).
Nous avons décrit 71 (M, %0) comme groupe fondamental d’un graphe de groupe; néanmoins,
du fait que 7 est un arbre, cela revient a dire que 71 (M, xCO) est obtenu en faisant le produit
amalgamé simultané de tous les couples de I'¢ voisins relativement aux I',,, le long des arétes
de 7.

Nous donnons maintenant une présentation de m (M, acco) qui est associée a la construc-
tion précédente. Rappelons que A; désigne un ensemble fini de générateurs de [';; Par
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construction de s;, pour tout j, A; contient un sous-ensemble A;; qui engendre I'image de
m1(Bij, x45) dans I';. Pour toute composante C' de M \ J S, et tout élément o de A,(¢y, on
note o = j,(a); j,(Ayc)) est alors une famille génératrice du sous-groupe j, (I'yc)). On
montre alors que la famille

Q[ = {Ozc}a’c

est une famille génératrice d’éléments de 7 (M, :UCO). Notons qu’elle est de cardinal infini.

S oy — * i C — ,CnC AC.
Siw = a105...014 € A ) est un mot sur les générateurs de I',(c), on note w” = oy 0y .05

comme M; est une variété compacte triangularisée, elle est finiment présentée (cf. e.g.
[Hem?76]); il existe donc un sous-ensemble fini de mots R; C {A; U A;'}* tel que (A; | R;)
soit une présentation de I';; on considere alors le langage

R = {r°|C est une composante de M\ |JS, et r € R v}
U {af" s> \ C1NC;y # ¢ et il existe e tel que a5? =t (o)}

Proposition 3.3.1
(A [R) est une présentation de m (M, ).

Idée de preuve. Soit v un lacet de M de point de base z, . Comme il est compact, v ne
rencontre qu’'un nombre fini de composantes connexes C1, ..., Cy, de M\ |, Sy. L'union de
leurs adhérences est une variété compacte K; elle est construite en recollant en elles, une a
une, les C; sur leurs bords. On montre alors par des techniques classiques [Hem76, LS77], que
le groupe fondamental de K est obtenu en effectuant m — 1 produits amalgamés successifs
sur les groupes des surfaces S, séparant les C;: on commence par faire le produit de j (r 01)
par jg, (FC2) sur le groupe de la surface qui sépare C' et Cy; puis on fait le produit du groupe
obtenu avec j., (ch) sur le groupe de la surface séparant C; et Cy de Cjs, et ainsi de suite.
De fait, on obtient une présentation finie de m; (K, xCO) dont I’ensemble des générateurs est

Ue ={a [i=1,... ket a€ A}

et 'ensemble des relations est

Re = {r%|i=1,...,ketre Ry}

u{afa,f’ |CﬂCZ:7ré(zjet1leX1steetelquea2 =t (a5}

Ainsi, la classe d’homotopie de v se décompose sur les éléments de Ax qui elle-méme
est un sous-ensemble de 2, cela prouve que cette derniere est une famille génératrice de
m (M, a:CO). Par ailleurs, si v est homotopiquement nul, alors, sa classe d’homotopie, décrite
comme produit d’éléments de Ax et vue dans le groupe libre engendré par g se décompose
en un produit de conjugués d’éléments de R qui elle-méme est un sous-ensemble de *A.

O
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Régularité

Cette présentation est en général infinie. Néanmoins, elle présente certains caracteres
constructifs. D’abord, elle est définie a partir d’un nombre fini de présentations finies: celles
des T';: (A; | R;) pour i = 1...n; d’autre part, les produits amalgamés locaux ne dépendent
que de Papplication «(.), assignant 'un des M; a chaque composante C' de M\ |J S, et de
Papplication p(.) assignant I'un des T}, a chaque S,,. En fait, la donnée qui n’est définitivement
pas finie est celle des étiquettes de 7. Pour remédier a cela, nous proposons de considérer les
décompositions arborescentes régulieres, i.e. celles pour lesquelles 7 est un arbre régulier.

Supposons donc que 7 est un arbre régulier. Dans ce cas, ses noeuds peuvent étre codés
par les mots d’un langage rationnel L; L peut étre défini comme le langage reconnu par
un automate construit a partir du graphe pointé fini codant 7; de méme, les applications
t(.) : dom(7) — [1,n] et pu(.) : dom(7)\ {e} — [1,m] peuvent étre codées par exemple par
deux partitions de L par des familles de langages rationnels {L},...L,} et {LY,...L* } codant
les images réciproques. On peut maintenant coder les éléments de A par des couples (o, w)
ouw € L et « € A; ou i est I'entier de [1,n] tel que w € L, ie. i = +(C) ou C est la
composante de M\ [ J S, codée par w. Le codage des relations de R suit les mémes idées: on
peut vérifier que le langage des relateurs est aussi un langage rationnel.

Ainsi, le groupe fondamental d’une 3-variété arborescente réguliére est un objet construc-
tif; plusieurs questions algorithmiques prennent alors du sens. L'une d’entre elles consiste a
déterminer dans quel cas on peut envisager de le calculer de fagon effective. Nous avons
vu avec la proposition 3.1.2 que, pour une 3-variété HR-équationnelle, on peut calculer une
décomposition arborescente réguliere. On peut donc aussi calculer une présentation de son
groupe fondamental; ce qui donne un sens au résultat suivant :

Proposition 3.3.2 Le groupe fondamental d’une variété HR-équationnelle est calculable.

Remarque a propos des formes normales

Nous avons vu précédemment que le groupe fondamental d’une variété arborescente s’ex-
prime comme un produit amalgamé infini le long d’un arbre. Ceci donne a penser qu’il est
certainement possible de définir un concept de forme normale [LS77, MKS66]. A cet égard,
nous proposons la conjecture suivante:

Conjecture:
Tout élément u de m (M, :UCO) peut s’écrire sous la forme

de telle sorte qu’il existe une suite (Hy, ..., Hy,) de sous-groupes de m (M, z ) telle que

e pour tout i de [1,n], h; € H; et H; = j,(I'y) pour un u donné ou bien H; = j,(T,)
pour une composante C de M\ |J Sy;

e pour tout i de [1,n], h; n'appartient ni ¢ H;y 1, ni o H;_4.

La suite (Hy, ..., H,) est uniquement déterminée par u; la suite (hy, ..., hy,) est appelée forme
normale de u.
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Si les H; sont certainement uniques, il n’en est pas de méme des h; et loin s’en faut.
Néanmoins, comme dans le cas du produit amalgamé de deux groupes, nous pensons qu’il
est possible de définir une forme normale dont les facteurs seraient uniques; pour ce faire il
faut se donner un systeme de représentants des classes a droite pour chaque sous-groupes
de forme j,(I',) ou bien j,(I';) modulo chacun de ses sous-groupes obtenu par intersection
avec d’autres j,(I'.) ou j,(Ty), i.e. pour tout couple de sous-groupes H, H' de la famille
{ju(Tu)}u U{j. () | C composante de M\ |JS,} il faut se donner un systéme Ry C H
de représentants des classes & droite de H modulo H N H'.

L’un des objectifs du concept de forme normale est de donner une solution effective au
probleme du mot, i.e. décider si deux mots sur les générateurs et leurs inverses représentent
le méme élément d’un groupe (cf. [MKS66, LS77]). La définition rigoureuse d’un concept de
forme normale pour les éléments de m (M, ) constituerait une avancée importante dans
ce sens. Cela réduirait le probleme a la question de 1’équivalence de deux éléments de H
modulo H N H', ou H et H' sont tels que précédemment.

3.3.2 Logique monadique du second ordre, régularité et revétements
Etude d’un cas favorable

Considérons une variété de dimension 3 triangularisée /N, compacte, a bords incompres-
sibles, munie d’un homéomorphisme involutif ¢ : N — 0N qui échange les composantes
de bord de N, i.e. pour chaque composante B de ON, ¢(B) est une autre composante de
ON, distincte de B, et p? = Idyy. Intuitivement, ¢ définit un recollement du bord de N sur
lui-méme. On considere alors la 3-variété compacte sans bord N, qui est obtenue & partir de
N en recollant ON sur elle-méme selon ¢, i.e. ¢ définit une relation d’équivalence sur N qui
est triviale sur son intérieur et qui définit chaque élément du bord comme équivalent a son
image par ¢.

Cette construction de N a partir de N est naturellement associée & une construction de
m1(N) a partir de 71 (N) en termes de graphe de groupe. On choisit un point zy dans N et
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un point zg dans chaque composante B de dN; on peut choisir les zp de telle sorte que
©({zp}B) = {rp}pB; on choisit aussi pour chaque xp un chemin ap le connectant a x, dans
N; le choix de ces ap détermine pour tout B un plongement jp : m(B,zp) — 7(N,x0).
On note I'y = 71 (N, zg) et pour toute composante B: I'y = jg(m (B,zp)) C I'y. On note
les composantes de ON de la facon suivante: By, ..., By, Bi, ..., By, de telle sorte que
ON = J; B; U Bj et pour tout j = 1..k, B} = ¢(B;). Pour tout j = 1,...,k, ¢ induit un
isomorphisme ¢; : I'g; = I'pr 1 t; = jl;;l (¢|B,)+ jB;- Le groupe fondamental de N de point
de base z( est alors le groupe fondamental du graphe de groupe Gy qui ne contient qu’un
sommet associé au groupe 'y et k arcs, qui sont en fait des boucles étiquetées par les couples
(T's,t;) pour j =1,...,k; on peut aussi dire de fagon équivalente que (N, z,) est obtenu
par k HNN-extensions de I'y successives selon les t; pour j = 1,...,k (cf. [LS77, DD89)).
Cette construction nous permet de donner une présentation de (N, zo). Pour ce faire,
on considere d’abord une présentation finie (A | R) de I'y telle que pour toute composante
B de ON, il existe un sous-ensemble Ag de A telle que Ap soit une partie génératrice de I'g
et que pour tout j =1,...,k, t;(Ap,) = AB;,; on obtient alors une présentation de 71 (N, x¢) :

(AUt |i=1,...,k} [ RU{tat t50a) L[ j=1,...,k et a € Ay}

cf. [LS77, DD8&9].

Avec tout cela, nous allons construire une variété de dimension 3, N , arborescente
réguliere, et donc HR-équationnelle, comme revétement régulier de N. On considére d’abord
Ty, le revétement universel de G au sens des graphes; Ty est ’arbre infini régulier dont
chaque sommet est de degré 2k et appartient pour tout j = 1,..., k, a un arc entrant étiqueté
par j et un seul et un arc sortant étiqueté par j et un seul; notons que Ty n’est pas un arbre
au sens orienté du terme, c’est un graphe orienté connexe sans boucle. On associe a chaque
nceud de Ty une copie de N; chaque arc de Ty est associé a un couple de composantes du
bord de N, ce qui définit des recollements locaux des bords des copies de N le long des arcs
de T; on ne détaille pas ces recollements qui s’imposent de fagon naturelle. Finalement, on
obtient une 3-variété N qui est un revetement de N on laisse au lecteur le soin de définir
la surjection p de N sur N, qui s’impose aussi de facon trés naturelle. On démontre alors le
résultat suivant :

Proposition 3.3.3 N est une variété arborescente réguliére. De plus, si N est hyperbolique
compléte, comme c’est le cas si N est hyperbolique a bords totalement géodésiques, alors N
est une variété hyperbolique compléte arborescente au sens de la définition 13.

Idée de preuve. Pour construire une décomposition arborescente de N , on considere le
revétement p : N — N; puis on regarde I'image réciproque par p du bord de N qui est
une surface incompressible de N. p~1(ON) est une collection de surfaces incompressibles de
N qui découpe N en morceaux tous homéomorphes a N. Par ailleurs, chaque composante
de p '(ON) est associée & un arc de Ty; la construction de N sur le modele de Ty montre
qu’une telle composante est une surfaces séparante de N.

Pour ce qui_concerne ’hyperbolicité; si N possede une structure hyperbolique, alors p'

la transmet a V.
O
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Par revétement de graphe de groupes, on entend le concept suivant : soient G' un graphe de
groupes; un revétement de G est un triplet (G Py {%v}vev;) ol G est un graphe de groupes,
p: G — G est un revétement au sens des graphes et pour tout sommet v € V; &> Yy est un
isomorphisme entre le groupe associé A v dans G et celui qui est associé a p(v ) dans G tel
que si v et v’ sont liés dans G par un arc e, alors 1’1somorphlsme partiel £, associé & e dans
G est égal a ;! tp(e) Yy restreint au domaine de f,, lui-méme égal & ¢, ~ '(dom(t 2e)))s toe)
désigne I'isomorphisme partiel associé a p(e) dans G.

En ces termes, le groupe fondamental de N se définit de facon satisfaisante :

Proposition 3.3.4 Le groupe fondamental de N est isomorphe au groupe fondamental du
graphe de groupe défini comme le revétement universel du graphe de groupe Gy .

Idée de preuve. Sachant que le graphe support du revétement universel de G est exactement
Ty, ce résultat est une instance de la construction développée page 91.

O

La proposition 3.3.1 permet alors de définir 7, (Kf ) de maniere constructive.

Un grand intérét de fabriquer des 3-variétés arborescentes comme revétement de variétés
compactes réside dans le fait que I'on obtient alors un plongement de leurs groupes fon-
damentaux dans des groupes finiment présentés; en I'occurence, dans notre cas, le groupe
fondamental de N se plonge par p, dans 71 (N, zp); et son image est engendrée par la famille
{tat™* | a € Aett € (t;,....,tx)} ot (t,..., 1) désigne le sous-groupe de (N, zy) engendré
par la famille {t1, ..., tx }, notons que c’est un groupe libre dont Ty est le graphe de Cayley.
Pour voir cela, on consideére la construction développée page 91; les générateurs de (N, 7¢)
sont donnés par la famille 2 = {a},.¢, ol C varie dans 'ensemble des composantes connexes
de N\ USu, {Su}u est la décomposition arborescente de N, et a varie dans une famille
génératrice de m;(M;, x;0); ou M; est le représentant de la classe d’homéomorphisme de C
(i = 4(C)). Dans le cas présent, les composantes de N \ \J,, Su sont indicées par les noeuds de
Ty, que nous considererons dorénavant comme le graphe de Cayley de (¢4, ...,%); et chaque
composante connexe de N \ U, Su est homéomorphe & N, ainsi, on peut choisir A comme
partie génératrice de 7 (M;, x;0) au sens des notations précédentes. La famille génératrice de
71 (N, zo) peut étre alors notée {a’' | a € A et t € (t1,...,t;)}. On vérifie alors que I'image
par p, dans m (N, z) d’un élément a’ est exactement ¢ 'at. On obtient le résultat suivant :

Proposition 3.3.5 7 (N) est isomorphe & la cléture normale ({A)) de A.

Ceci nous offre un autre moyen de définir constructivement le groupe fondamental d’une
variété arborescente.
Outre cela, on obtient un résultat concret :

Proposition 3.3.6 Si le probléme du mot relatif & m (N, xzo) est décidable, alors il en est
de méme pour m (N).

Idée de preuve. Deux mots w; et o sur les a’ définissent via p, deux éléments de (N, zo)

qui sont égaux si et seulement si 1w, et W, définissent le méme élement de m; (Kf , T)-
O
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C’est le cas notamment si (N, zy) est automatique et donc en particulier si N peut
étre équippée d’une structure hyperbolique compléte (cf. [ECHT92]). Ce dernier cas est
intéressant, car si N est une variété hyperbolique compléte et si N est acylindrique, alors N
est aussi hyperbolique compleéte et elle est acylindriquement arborescente; par le théoreme
7, elle est donc caractérisée a isométrie prés par son groupe fondamental 71 (N).

Logique monadique du second ordre et revétements réguliers

Nous introduisons ici le langage M S; de la logique monadique du second ordre pour les
graphes [Tho, Cou90a, Cou97] (pour une introduction a la logique en informatique théorique,
voir [LdR96], pour la logique monadique du second ordre voir [Gur85]). Soit A un ensemble
de symboles d’étiquettes; on suppose qu’a chaque symbole a € A est associé un entier 7(a).
On considere un ensemble dénombrable de variables divisé en variables dites individuelles de
sommets que ’on notera par convention par des lettres minuscules (a, b, z,y,v,w...) et en va-
riables dite d’ensemble de sommets que I’on notera par des lettres majuscules(A, B, X,Y,...).
On considere alors les formules atomiques, elles ont pour formes x = y, edg,(v1,...,%(q)),
laby(z) ou bien x € X ol x,y,Z1,..., () sont des variables individuelles, X est une va-
riable d’ensemble et a € A. Les formules de la logique monadique du second ordre sont alors
construites a partir des formules atomiques en utilisant les connecteurs logiques habituels :
A, V, 0, = et <, ainsi que les quantificateurs existentiels et universels da et Vo, ol « est
une variable individuelle ou bien une variable d’ensemble. La sémantique de ces formules est
claire. Plutot que d’en donner une définition formelle, nous proposons un exemple; il s’agit
d’une formule exprimant la connexité :

=V VyVvVz
(x € Z) A
(Va1V2e (21 € Z AV ealedg, (21, 20) V edg, (22, 21))) = 22 € Z))
=>yeZ)

L’entier 7(a) associé a chaque symbole d’étiquette a € A impose une arité fixée : tout hyper-
arc étiqueté par a doit étre d’arité 7(a).

On vérifie qu'un graphe G est connexe si et seulement si il satisfait ¢, on note dans ce cas
G = ¢; en effet, ¢ vérifie que pour tout couple de sommet z et y, y se trouve dans la classe
de x relativement a la relation d’équivalence engendrée par clotiire symétrique et transitive
de la relation d’adjacence.

Soit K un polyedre compact muni d’une triangularisation codée par un hypergraphe fini
H. On considere un revétement simplicial p : K — K; on code un tel objet au moyen d’un
hypergraphe H étiqueté sur Vg U Ey dont chaque sommet est étiqueté par un sommet de H,
et chaque hyperarc, par un hyperarc de H de méme arité; H code la triangularisation de K
et I'étiquetage code l'application p: chaque sommet de H est étiqueté par son image par p,
de méme que chaque hyperarc. Ainsi, la donnée de H code totalement le revétement (K, p).

Lemme 3.3.1 On conserve les notations précédentes. L’ensemble des hypergraphes étiquetés
sur VgUFEg qui codent des revétements de K est définissable en logique monadique du second
ordre; en d’autres termes, il existe une formule Vg de la logique monadique du second ordre
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tel que pour tout hypergraphe H étiquetés sur Vg U Ey, H code un revétement de K si et
seulement si il satisfait Yg.

Idée de preuve. Soit H un graphe étiqueté sur Vi U Ey; il s’agit de vérifier que tout point de
|H| possede un voisinage élémentaire, i.e. un voisinage ouvert V tel que p~1 (V') est I'union
d’une famille d’ouverts deux & deux disjoints de |H| tels que p induit sur chacun d’entre eux
un homéomorphisme entre lui-méme et V. Sachant que p est définie ici de fagon simpliciale,
il suffit de vérifier que 1’étoile de tout simplexe de H est un voisinage élémentaire. Cette
vérification se fait au moyen d’une formule monadique du second ordre qui controle que pour
tout sommet et pour tout simplexe de H, i.e. pour tout élément s de Vg U Ey, tout élément
5 de V5 U Ej étiqueté par s est de méme nature que s, i.e. un sommet si s est un sommet,
et un hyperarc de méme arité que s si s est un hyperarc, et Lk(3) est isomorphe a Lk(s);
Lk(8) doit par ailleurs étre envoyé sur Lk(s), ce qui se vérifie en contrélant les étiquettes des
simplexes de Lk(S). On laisse au lecteur le soin de vérifier que cette vérification est possible
au moyen du langage de la logique monadique du second ordre. Notons qu’en réalité, une
formule du premier ordre suffit.
O

Sachant que toute formule monadique du second ordre satisfiable qui possede un modele
infini arborescent en possede un qui est HR-équationnel (cf. [Cou90b]), on en déduit un
résultat intéressant :

Proposition 3.3.7 Soit K un polyedre compact. Si K posséde un revétement non-compact
arborescent, alors il en possede un qui est HR-équationnel.

Soit o un sommet de K et I, un élement de la fibre de zq, i.e. Ty € p~'(x0). On
suppose dorénavant que (l? ,p) est un revétement régulier, i.e. p, (wl(l? ,Tp)) est un sous-
groupe normal de 7 (K, xg))-

On s’intéresse & 1'action & droite de (K, zy) sur p~'(xq), la fibre de zy (cf. [Mas67]).
Cette action est définie de la fagon suivante: soit g € 7, (K, zo) et z € p~!(x); on choisit un
lacet v de K représentant g; on considere alors un reléevement 7 de v dans K d’origine Zy;
lextrémité de 7 est un élement de p~!(zy) qui par définition est z.g. On montre que z.g ne
dépend pas du choix de v (cf. [Mas67]).

Cette action est transitive; on vérifie aussi que le stabilisateur de tout élément 7 €
p~(zo), i.e. le sous-groupe de 71 (K, z¢), noté stab(z), constitué des éléments qui laissent
invariant, est égal & p, (wl(I? ,)); par ailleurs pour toute paire Z, ' d’éléments de p~*(zo),
stab(Z) et stab(Z') sont des sous-groupes conjugués de 1 (K, z); or, on suppose que (IN(,p) est
un revétement régulier, i.e. p, (m (K, Zo)) est un sous-groupe normal de 7, (K, 2o ); ps (71 (K, o))
est donc le stabilisateur de tous les éléments de la fibre de z.

Ainsi I'action passe au quotient, et 71 (K, xg)/p«(m1 (K, Zo)) agit transitivement et libre-
ment sur p~'(xg), i.e. pour tout couple d’élément Z, 7' de p~*(zg), il existe un unique élément
g € m (K, x0)/p.(m1 (K, o)) tel que g.F = i'. Cela définit, avec le choix de 7, une bijection
naturelle entre 7 (K, zo)/p. (71 (K, %)) et p~(z0).

En fait, on a beaucoup plus qu’une bijection: L’action de 71 (K, o) sur la fibre de
définit un homomorphisme de (K, zo) dans le groupe des automorphismes du revétement

(K,p) dont le noyau est p,(mi (K, %p)). Soit A C (K, xo) une partie finie génératrice de
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71 (K, 7). Les classes des éléments de A forment une partie génératrice A de 1, (K, zo) /p. (11 (K, &o));
on considére le graphe I'; = dont les sommets sont les éléments de p~(z,) et dont les arcs,

étiquetés sur A, sont définis comme suit : deux éléments Z et ' de p~'(z0) sont connectés
par un arc de Z a &', étiqueté par @ € A, si et seulement si .2 = Z'. ['4 z est isomorphe au
graphe de Cayley de 71 (K, zo)/p.(m (K, o)) relativement 3 4.

On montre, et c’est la un point essentiel pour nous, que si K’ code un autre revétement
régulier de K, tel que I'; z, est isomorphe a I'; z, alors K’ est isomorphe & K au sens des

revétements (cf. [Mas67, Rot88]), et en particulier, K et K' sont isomorphes au sens des
polyedres.

On définit maintenant le concept de transduction d’hypergraphes MS;-définissables [Cou90a,
Cou97]. On appelle shémas de définition relatif & un ensemble A de symboles d’étiquettes
tout tuplet (¢, ¢ (v), {EDGq(v1,. .., Vr(a)) }aca, {LAB4(v) }aca) de formules MS;. Un tel objet

permet d’associer a tout hypergraphe H satisfaisant ¢ un hypergraphe abstrait H de type
0 défini comme suit: les sommets de H sont les sommets o de H tels que (H,7) = 9¥(v),
i.e. H satisfait ¥ (v) en prenant ¥ comme valeur pour v; pour tout a € A et pour tout
tuplet de sommets ¥y, ..., 7, (), il existe dans H un hyperarc étiqueté par a qui connecte

U1, ---,Ur(q), €t dans ce cas, il n’en existe qu'un seul, si et seulement si (ﬁ,f}l, o Ur@)
EDG,(v1,- - -, Vr(a)); enfin, un sommet ¥ est étiqueté par a si et seulement si (H,7) = LAB,(v).
L’application qui a H associe H s’appelle une transduction d’hypergraphe MS;-définissable.

Lemme 3.3.2 Soit H un hypergraphe étiqueté sur Vg U Ex codant un revétement de K;
alors sz( est obtenu a partir de H par une transduction MS:-définissable qui ne dépend que
de H.

Idée de preuve. On conserve les notations précédentes; pour tout élément a de A, on choisit
un lacet simplicial v, dans K de point de base xy qui représente a. On définit alors I'; z en

H de la facon suivante: les sommets de I'; = sont les sommets de H qui sont étiqueté par
To, i.e. la fibre de xq. Cette condition est exf)rimable en logique monadique du second ordre,
en fait, sans aucune quantification: les sommets de I'; = sont les éléments du domaine qui
sont étiquetés par xg. ’

Deux tels sommets Z et ' sont alors connectés dans I'; z par un arc étiqueté par a s’il
existe dans H un relevement 7, de 7, qui les connecte. Cette propriété est exprimable en
logique monadique du second ordre; la formule associé a ’adjacente relative & un élément
a € A doit mémoriser 7, tout entier et controler I’existence d’un chemin entre = et Z’' qui est
exactement étiqueté par les éléments de ,. B

Nous avons codé la structure M S; (cf. [Cou90b]) de I';  en H. Notons que nous construi-
sons ici une famille de formules qui depend du choix de a:,o et des 7,.

O

Pour la suite, nous avons besoin du concept de groupe hyperbolique au sens de Gromov (cf.
[Gro87, CDP90, GAIH90]). Pour ce faire, on se place dans le contexte des espaces géodésiques,
i.e. espaces métriques dans lesquels tout couple de points est connecté par au moins une
géodésique, un graphe connexe par exemple. Dans un tel espace, un triangle géodésique, i.e.
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un triangle dont les cotés sont des géodésiques, sera dit J-fin pour une constante § > 0 si
chacun de ses cotés est dans le J-voisinage de I'union des deux autres. En ces termes, un
espace géodésique sera dit hyperbolique au sens de Gromov s’il existe une constante § > 0
telle que tout triangle géodésique est d-fin; les exemples les plus classiques sont les arbres
qui sont des espaces O-hyperboliques. Un groupe finiment présenté sera dit hyperbolique au
sens de Gromouv si son graphe de Cayley I'est; on montre que cette propriété ne dépend pas
de l’ensemble de générateurs choisi (cf. [GdIHI0, CDP90, Gro87]).

Ce concept s’insére naturellement dans notre travail en ceci qu’il généralise celui de
graphe arborescent. De facon rigoureuse, les graphes arborescents ne sont en fait pas tous
hyperboliques; il faut considérer la sous-classe des graphes fortement arborescents introduite
page 20; il s’agit des graphes possédant une décomposition arborescente (U, f) de largeur
finie (voir page 20) telle que pour tout i € Vy, le sous-graphe engendré par les sommets
de f(7) est connexe.? On montre qu'un graphe est fortement arborescent si et seulement si
il est quasi-isométrique a un arbre. Par ailleurs, I’hyperbolicité au sens de Gromov est une
propriété stable par quasi-isométrie, et les arbres sont des espaces hyperboliques au sens de
Gromov. Il en résulte le résultat suivant:

Proposition 3.3.8 Les graphes fortement arborescents sont hyperboliques au sens de Gro-
mov.

Notons que dans le contexte des groupes, les forts éléments de symétrie impliquent que 1’hy-
perbolicité au sens de Gromov se situe “entre” I’arborescence au sens fort et ’automaticité;
les groupes hyperboliques étant fortement automatiques (cf. [ECH192, GAIH90)).

Lemme 3.3.3 Un groupe finiment présenté est virtuellement libre si et seulement si il
possede un graphe de Cayley fortement arborescent.

Preuve. (=) est facile. Démontrons (<). On remarque que si le graphe de Cayley d’un groupe
G est fortement arborescent, alors par la proposition 3.3.8, G est hyperbolique au sens de
Gromov; il est donc fortement automatique (cf. [ECHT92, GAIH90]). D’autre part, d’apres
[Sén92], un graphe déterministe automatique de largeur arborescente finie est context-free
au sens de [MS85]; G est donc virtuellement libre.

O

Théoreme 8 Soit K une variété de dimension 3 fermée triangularisée, i.e. compacte sans
bord, et p: K — K un revétement régulier. Les assertions sutvantes sont équivalentes :

(i) K est HR-équationnel.
(ii) K est arborescente régulicre.
(iii) K est arborescente.

(iv) m(K)/p.(m(K)) est virtuellement libre.

2. 11 serait intéressant de connaitre les conditions qui font qu’un graphe arborescent est fortement arbo-
rescent



e 4 4LV LVLIV VLA T VA, AV A A Ay A ALV VLA Y A VLT AL ALV ALY LAV

Idée de preuve. (i) < (i) est simplement la proposition 3.1.2. (i4) = (4i7) est trivial. Pour
démontrer (7ii) = (iv), on montre que si K est arborescent au sens de la définition 10 alors
le graphe de Cayley I'; % est fortement arborescent; ce qui par le lemme 3.3.3 implique (iv).

Enfin, la démonstration de (iv) = (i) consiste & montrer que si 7 (K)/p.(m(K)) est
virtuellement libre, alors, d'une part I’hypergraphe H codant K est définissable & isomor-
phisme pres par une formule logique monadique du second ordre, et d’autre part, c’est un
hypergraphe arborescent; ces deux propriétés impliquent alors que K est HR-équationnel
(cf. [Cou90b]).

Supposons donc 71 (K) /p. (7r1(IN( )) virtuellement libre; on rappelle que le graphe de Cayley
de m(K)/p.(m(K)) est isomorphe & T'; 4 & ainsi, ce dernier est en particulier un graphe
context-free au sens de [MS85]; cela 1mp11que qu’il est définissable a isomorphisme pres par
une formule monadique du second ordre fpzj{. Nous savons d’autre part par le lemme 3.3.2

que I'; 7 est relativement définissable en H et que I'; %z caractérise K a isomorphisme preés en

tant que revétement de K. Cela implique que H est définissable & isomorphisme pres par une
formule logique {z; 7 est obtenue & partir de €r - en remplagant les formules atomiques
par les formules du schéma de définition de I'; 7. C’est le premier point. Le second consiste

a établir que H est un hypergraphe arborescent. I'; z est isomorphe au graphe de Cayley

de 7, (K)/p.(m(K)) qui est virtuellement libre; cela implique en particulier que c¢’est un
graphe connexe context-free au sens de [MS85]. On montre qu’un tel graphe est fortement
arborescent. Considérons donc une décomposition fortement arborescente (U, f) de I'y IS

elle va nous permettre de construire une décomposition fortement arborescente (U f ) de H.
D’abord, on pose U="U. Ensuite, on considere pour chaque z € p~!(zy) le sous-ensemble
V(x) C Vg constitué des sommets de H qui sont & distance de z inférieure & deux fois le
diametre du 1-squelette de K; on montre que Vi = U,¢,-1(40) V (2); puis pour tout neeud

i de U, on pose f(u) = Uszefqu V(@). Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que nous
avons défini une décomposition fortement arborescente.
O

Question :

Le théoreme 8 donne une caractérisation en termes de groupes des revétements réguliers HR-
équationnels; ce résultat a pu voir le jour grace notamment a la bonne compréhension dans
le cas des revétements réguliers de ’action du groupe fondamental sur la fibre. Ceci étant,
quelle est la situation dans le cas général, i.e. dans le cas des revétements non nécessairement
régquliers ?

Une autre question induite par théoréme 8 est la suivante: Nous avons caractérisé en
terme de grammaire de graphe la régularité au sens des revétements dans le cas arborescent;
peut-on traduire cette propriété de régularité dans toute sa généralité dans le contexte de la
génération de graphes?



