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Introduction

Complexes simpliciaux, polyedres et hypergraphes

L’étude développée dans ce mémoire se tient a 'interface de la topologie et de 'informa-
tique théorique. Son objet central est le concept de complexe simplicial qui consiste a coder
des objets topologiques au moyen de structures combinatoires.

Les objets en question, les polyédres, sont des espaces topologiques fabriqués a la maniere
d’un jeu de construction en recollant entre eux des segments, des triangles, des tétraedres,
et plus généralement des objets appelés simplexes, qui généralisent les segments, triangles et
tétracdres aux dimensions supérieures?.

Fi1c. 1: Polyédres

Ces objets sont de nature topologique: nous ne nous préoccupons ni des longueurs, ni des
angles, ni de tout autre parametre lié a la métrique. Deux polyedres sont considérés comme
équivalents s'ils sont homéomorphes?; c’est le cas par exemple si I'un s’obtient & partir de
I’autre par une déformation continue; par exemple, une boule et un cube sont homéomorphes,
mais une sphere et un tore ne le sont pas. En particulier, lorsque I’on fabrique un tel objet,
on considere toujours deux segments quelconque comme équivalents, de méme que deux
triangles, ou deux tétraedres; on s’autorise toujours a les recoller I'un sur ’autre.

Un polyedre est donc un espace topologique que I'on peut décomposer en simplexes; une
telle décomposition s’appelle une triangularisation du polyedre; ce concept généralise la no-
tion de triangularisation de surface, tout comme les simplexes généralisent les triangles. Une
triangularisation est totalement décrite par un hypergraphe. Formellement, un hypergraphe
est un ensemble de sommets V' muni d’un ensemble F de parties finies de V; les élements de

1. cf. chapitre 1.1
2. deux espaces topologiques sont homéomorphes s’ils ont la méme structure topologique, i.e. s’il existe
un homéomorphisme, i.e. une bijection bi-continue, de I'un sur 'autre (cf. [HY61])



E sont appelés des hyperarétes (cf. [Ber73, Ber87]). Notons que ce concept généralise celui
de graphe non-orienté? en ceci qu'un graphe non-orienté est un hypergraphe dont chaque
hyperaréte ne possede que deux sommets. Pour comprendre comment le concept d’hyper-
graphe apparait naturellement pour le codage des polyedres triangulés, considérons a titre
d’exemple le polyedre a cinq sommets obtenu en recollant deux tétraedres sur deux de leurs
faces (voir figure page 2); on décrit cet objet au moyen d’un hypergraphe & cinq sommets
possédant deux hyperarétes de quatre sommets chacune, avec trois sommets en commun. De

a

‘ | \
e
F1G. 2: Dans cette figure, nous avons schématisé le recollement de deuz tétraedres; le polyédre
obtenu est représenté dans la partie droite de la figure. Cet objet peut étre codé par [’hyper-
graphe dont l’ensemble des sommets est {a, b, c,d, e}, qui posséde deux hyperarétes {a,b, c, d}

et {b,c,d,e} qui codent les tétraédres; les deuzr hyperarétes ont trois sommets en commun :
b, c et d, les sommets de la face commune aux deuz tétraédres.

facon générale, on décrit un polyedre triangulé par un hypergraphe en considérant ’ensemble
de ses sommets et en codant chaque simplexe par une hyperaréte. *

Un complexe simplicial est un polyedre triangulé muni d’un hypergraphe qui décrit sa
triangularisation (cf. [HY61, FM97]). Dans notre travail, nous ne consideérerons que des com-
plexes simpliciaux faisant intervenir un nombre au plus dénombrable de simplexes®.

Le concept de complexe simplicial est naturel du point de vue de I'informatique théorique
en ceci qu’il est inhérent a I'un de ses concepts fondamentaux : les graphes. Par définition, un
graphe est un objet purement combinatoire ®; cependant, dés lors que I'on veut s’en donner
une représentation géométrique, par exemple le dessiner, on considere en fait le polyedre
qui lui est associé. Ainsi, le concept de complexe simplicial est sous-jacent a l’intuition
géométrique usuelle des graphes.

De fait, il autorise par exemple une formalisation de la notion de planarité, omniprésente
en théorie des graphes: un graphe est dit planaire si et seulement si le polyedre qui lui est
associé peut se plonger dans la sphere. Notons a cet égard que le concept de carte, qui tire
ses origines dans le probléeme du codage des graphes planaires plongés dans la sphére (cf.
[Cor75], [CM92]), coincide, dans le cas des cartes a faces triangulaires, avec la notion de
surface triangularisée au sens des complexes simpliciaux. Pour une étude systématique du

3.1i.e. un ensemble de sommets muni d’un ensemble de paires de sommets (cf. [Ber83])

4. Le concept d’hypergraphe, classique en théorie des graphes, équivaut & celui de complexe simplicial
abstrait (cf. [HY61]) & la condition d’hérédité pres.

5.i.e. 'ensemble des simplexes intervenant dans une triangularisation est fini ou bien en bijection avec
I’ensemble des entiers naturels.
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probleme du plongement des graphes dans les surfaces, voir [GT87], dans le cas des cartes,
voir [Mar97, Sch98].

Probleme de I’homéomorphisme

L’introduction du concept de complexe simplicial au début du siecle par H. Poincaré
[P0i00] se place dans une direction de recherche qui consiste a étudier les propriétés globales
des espaces topologiques: la topologie combinatoire, ancétre de la topologie algeébrique (cf.
[DaT78]).

L’un des problemes fondamentaux de ce domaine consiste a élaborer un algorithme pour
décider si deux triangularisations représentent des polyedres homéomorphes. On sait aujour-
d’hui qu’'un tel algorithme n’existe pas en toute généralité (cf. [Mar58, Mas67, BHP6S]).
Néanmoins, nombre de travaux consistent a isoler des classes particulieres de complexes sim-
pliciaux pour lesquelles le probleme de I’homéomorphisme possede une solution effective.
C’est dans cette ligne que s’inscrit ce travail.

Durant les quinze dernieres années, I'informatique théorique a vu naitre plusieurs classes
de graphes et d’hypergraphes infinis jouissant de propriétés algorithmiques importantes.
Nous nous proposons de conjuguer ces travaux avec la topologie pour tenter d’apporter une
contribution au probleme de I’homéomorphisme des complexes simpliciaux infinis.

Les différents polyedres auxquels nous nous intéresserons sont tous des wvariétés; c’est-a-
dire que localement, ils ont une géométrie tres simple, et leur complexité nait de leurs formes
globales. Formellement, une variété est un espace topologique dont chaque point possede un
voisinage homéomorphe a R pour un entier n fixé que ’on appelle la dimension de la variété
(cf. [BG8T7]). Nous ne considererons dans notre travail que les variétés triangularisées®.

Les variétés sont présentes dans de nombreux domaines en mathématiques comme en
physique. Par exemple, elles apparaissent souvent comme espaces de solutions d’équations
différentielles. En dimension 3, ce concept correspond a l'intuition que nous avons de I'es-
pace dans lequel nous vivons; notons a cet égard que la forme globale de 'univers au sens
topologique du terme est 'objet de recherches actives (cf. [CW98]). Par ailleurs, étudier le
probleme de I’lhoméomorphisme pour le cas des variétés est une restriction raisonnable; en
effet, cela permet de se dégager des considérations locales et de se concentrer sur la recherche
de criteres globaux.

En dimension 1, la situation est simple: toute variété est soit homéomorphe a un cercle,
soit homéomorphe a une droite (cf. [Mil65]). Rappelons que ’on se borne & ne considérer que
les complexes simpliciaux dont le nombre de simplexes est au plus dénombrable. Le probleme
général de I’homéomorphisme des polyedres de dimension 1, i.e. les polyedres formés unique-
ment de sommets et d’arétes, est quasiment équivalent au probléeme de I’isomorphisme des
graphes’; en particulier, dans le cas fini, il posséde évidemment une solution effective; le cas
des graphes infinis sera discuté par la suite.

6. Toute variété compacte de dimension inférieure ou égale & 3 est triangularisable. Ce n’est que récemment
que des variétés de dimension 4 non triangularisables ont étées découvertes.

7.4 ceci pres qu’il faut contracter les chaines maximales de longueurs finies supérieures a 1 constituée
d’arétes ne contenant que des sommets de degré 2.



En dimension 2, le probleme est plus compliqué, mais néanmoins totalement cerné dans
le cas des complexes simpliciaux finis. Les variétés de dimension 2 formalisent le concept
commun de surface; le plan, la sphére ou encore le tore en sont les exemples classiques. Les
surfaces compactes, i.e. les surfaces obtenues en recollant un nombre fini de triangles, sont to-
talement classifiées, a homéomorphisme pres, par deux parametres: le genre et 1’orientabilité.
Une surface triangularisée est dite orientable sil’on peut associer a chacun de ses triangles une
permutation circulaire de ses sommets de telle sorte que pour chaque aréte de la triangulari-
sation, les orientations induites par les permutations circulaires associées aux deux triangles
dont elle est un coté, soient contraires (cf. [HY61, Mas67, RS72]). Par exemple, la sphére et
le tore sont des surfaces orientables; les exemples classiques de surfaces non-orientables sont
le célebre ruban de Mobius, le plan projectif ou encore la bouteille de Klein. Ce concept est
une version combinatoire de I’orientabilité au sens de la géométrie différentielle classique (cf.
[BG87, Mal72]). Ensuite, le genre g d’une surface se calcule en fonction de la caractéristique

F1G. 3: Le ruban de Mobius

d’Euler x, égale a la somme du nombre de triangles et du nombre de sommets d’une trian-
gularisation a laquelle on retranche le nombre de ses arétes; on montre que ce nombre ne
dépend pas de la triangularisation en question (cf. [Mas67, HY61]); dans le cas d’une surface
orientable, g = 1— %X, dans le cas non-orientable g = 2 —x. Dans le cas orientable, g possede
une interprétation géométrique agréable: c’est le nombre de “trous” dans la surface, ainsi
une sphere est de genre 0, un tore de genre 1, etc... Ces deux criteres sont calculables de fagon
effective a partir d’une triangularisation. Il existe donc un algorithme pour décider si deux
surfaces compactes sont homéomorphes (cf. [Mas67]). En fait, on montre que cet algorithme
s’étend au cas plus général des complexes simpliciaux finis de dimension 2; cela fait partie
du folklore de la topologie simpliciale (cf. e.g. [FM97]).

Quant a la dimension 3, le probleme est ouvert. Néanmoins, une méthode générale initiée
par Poincaré® consiste & tenter de réduire le probléme de I’homéomorphisme & un probléme
d’isomorphisme de groupe; pour en donner les idées directrices, il nous faut introduire le
concept de groupe fondamental, notion centrale de la topologie algébrique.

Dans cette introduction, notre approche est informelle, pour une définition rigoureuse,
voir chapitre 3.2.1 ou bien [HY61, Mas67, Rot88, Spa66]. Soit K un polyedre et o un point
de K. On considere les lacets de K de point de base xg, i.e. les chemins continus dans K qui
commencent et terminent en xy; on ne s’intéresse & ces chemins qu’a déformation pres, c’est-a-
dire que I’on considere que deux chemins sont équivalents s’il existe une déformation continue
qui transforme I'un en I'autre. On munit ’ensemble de ces lacets d’une loi de composition
définie de la fagon suivante : le produit de deux lacets v, et 7, est le lacet obtenu en parcourant
d’abord 7, puis 2. On montre que cette loi de composition est compatible avec 1’équivalence

8. Et E. Neether pour ’homologie
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des lacets en ce sens que la classe d’équivalence du lacet obtenu en composant deux lacets
donnés ne dépend que des classes d’équivalence des deux lacets en question; ainsi, I’ensemble
des classes d’équivalence de lacets hérite aussi d’une loi de composition, et devient alors un
groupe noté m; (K, z9) que 'on appelle le groupe fondamental de K de point de base xy. On
montre que la classe d’isomorphisme de ce groupe ne dépend pas du point de base.

Etudier ’ensemble des lacets d’un polyedre donné vise, entre autre, & comprendre ses
propriétés globales. Puisqu’on ne consideére les lacets qu’a déformation pres, deux polyedres
homéomorphes ont des groupes fondamentaux isomorphes; on dit que le groupe fondamental
est un ‘nvariant de la structure topologique. Le probleme est de savoir si la réciproque
est vraie, i.e. si les propriétés topologiques qui sont codées dans la structure du groupe
fondamental suffisent a caractériser les classes d’homéomorphisme. Si c¢’est le cas, le probleme
de I’homéomorphisme se réduit au probleme de I’isomorphisme des groupes fondamentaux.

Cette méthode, qui vise a prior: a donner des solutions effectives partielles au probleme
de 'homéomorphisme, permet aussi de montrer qu’en général, il est indécidable. On montre
pour ce faire que tout groupe finiment présenté est le groupe fondamental d’une variété de di-
mension 4 [Mar58, BHPG68|. Par ailleurs, le probleme de 'isomorphisme des groupes finiment
présentés est indécidable. Ces faits impliquent qu’il n’existe pas d’algorithme pour décider
de I’homéomorphisme de deux variétés compactes en dimensions strictement supérieures a 3

(cf. [Mas67, Mar58, BHP6S|).

Le cas de la dimension 3 est encore tres enigmatique. En général, le groupe fondamental
ne caractérise pas les classes d’homéomorphisme des variétés de dimension 3. On sait en effet
que certaines d’entre elles, qui ont des groupes fondamentaux finis isomorphes, ne sont pas
homéomorphes. Beaucoup d’efforts ont cependant été accomplis pour isoler des classes de
variétés de dimension 3 qui sont caractérisées par leurs groupes fondamentaux. A cet égard,
citons la fameuse conjecture de Poincaré qui affirme que toute variété de dimension 3 dont
le groupe fondamental est trivial est homéomorphe & la spheére S® = {z € R* | ||z|], = 1}.
La conjecture centrale de classification est la suivante : si deux variétés de dimension 3 com-
pactes, sans bord et irréductibles® ont des groupes fondamentaux infinis isomorphes, alors
elles sont homéomorphes. Cette conjecture est vérifée pour la classe des variétés de Haken'?,
i.e. les 3-variétés sans bord compactes orientables et irréductibles qui contiennent une sur-
face incompressible ® [Wal68, Hei63]. Citons également le résultat de [Sco85] selon lequel une
variété de dimension 3 compacte orientable et irréductible dont le groupe fondamental est
infini et isomorphe a celui d’un espace fibré de Seifert lui est homéomorphe.

Une classe particuliére de variétés s’est avérée fondamentale en ceci que pour elle, le
probleme de I’homéomorphisme possede une solution algorithmique, il s’agit des wvariétés
hyperboliques de volume fini, i.e. les variétés munies de métriques hyperboliques completes
de volume fini®. Ces variétés sont caractérisées par leurs groupes fondamentaux, en ceci
que deux telles variétés, dont les groupes fondamentaux sont isomorphes, sont isométriques;
on dit qu’elles sont rigides. Mostow le démontre pour les variétés hyperboliques compactes
de toutes dimensions [Mos68|, ce résultat est généralisé aux variétés de volume fini dans
[Pra73]. Cela étant, la solution au probléme de 1’homéomorphisme pour les variétés com-

9. voir chapitre 3
10. aussi appelées les variétés suffisamment grandes



pactes hyperboliques® repose sur l'algorithme de Sela [Sel95] de décision du probléeme de
I’isomorphisme dans la classe des groupes hyperboliques au sens de Gromov sans torsion
(cf. [GdIH90, Gro87, CDP90]), dont font partie les groupes fondamentaux des variétés hy-
perboliques compactes. Notons que les groupes hyperboliques au sens de Gromov jouissent
de propriétés alogorithmiques tres importantes. Ils sont fortement automatiques, i.e. leurs
structures peuvent étre décrite de fagon constructive au moyen de langages rationnels (cf.
[Eps88, ECHT92| ou bien chapitre 4); ce résultat a été généralisé dans [BG96| au cas des
groupes fondamentaux de variétés de dimension 3 satisfaisant la conjecture de Thurston (voir
plus loin). Il en résulte en particulier que pour ces groupes, le probleme du mot est décidable.
On a en fait un résultat plus fort: ’algorithme de Makanin pour la résolution des équations
dans le groupe libre (cf. [Mak80, Mak82]) a été étendu au cas des groupes hyperboliques
au sens de Gromov (cf. [RS95]), ce qui constitue la premiére partie de la construction de
lalgorithme de décision du probleme de I'isomorphisme (cf. [Sel95]).

Outre la décidabilité du probleme de I’lhoméomorphisme, la classe des variétés hyperbo-
liques est fondamentale en ceci que la “plupart” des variétés de dimension 3 lui appartiennent,
c’est le théoréme d’uniformisation de Thurston'?: les 3-variétés de Haken atoroidales? sont
hyperboliques. Notons que ce résultat s’inscrit dans un projet visant a établir la conjec-
ture de Thurston selon laquelle toute variété de dimension 3 se décompose en morceaux
géométrisables (cf. [Sco83, Thu82]).

Par ailleurs, beaucoup de travaux concernant la dimension 3 se sont développés ces
derniéres années dans une direction de recherche indépendante de la géométrie; c’est le
cas de la théorie des surfaces normales (cf. [FM97]), qui a donné lieu notamment & un
résultat fondamental: il existe un algorithme pour reconnaitre la sphére de dimension 3
[Mat, FM97, Rub95]. Nous ne développerons pas ce point de vue dans ce mémoire.

Complexes simpliciaux infinis constructifs

Nous nous proposons d’étudier les propriétés algorithmiques de complexes simpliciaux
infinis. Telle qu’elle est formalisée dans la these de Church, la notion d’algorithme appliquée
a des objets infinis n’a, a priori, pas de sens. Pour remédier a cela, nous devons adopter
un point de vue constructif qui consiste a considérer des objets infinis décrits eux-méme
par des algorithmes. Un complexe simplicial infini pourra par exemple étre défini par deux
algorithmes; I’'un énumérera I’ensemble de ses sommets, donné par exemple sous la forme
d’une suite d’entiers naturels et I’autre énumerera 1’ensemble de ses simplexes sous la forme
d’une suite d’ensembles finis de sommets. Un tel objet est donc décrit par une donnée finie, en
I’occurence, deux algorithmes; dans un cadre plus formel, on parlerait de machines de Turing.
Ainsi, lorsque nous parlerons d’algorithmes prenant pour entrées des complexes simpliciaux
infinis, c’est en fait a ces données auxquelles nous nous réferons.

Notons que la notion d’objets constructifs est tres restrictive comme le montre I'argu-
ment qui suit : I’ensemble des complexes simpliciaux infinis n’est pas dénombrable alors que

11. notons qu’il résulte du résultat de Mostow que deux telles variétés sont homéomorphes si et seulement
si elles sont isométriques.
12. en référence au théoréme d’uniformisation de Riemann pour la dimension 2 (cf. [AS60])
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I’ensemble des algorithmes 1’est, il y a ainsi beaucoup plus de complexes simpliciaux non-
constructifs que de complexes simpliciaux constructifs.

C’est cependant une classe trop large pour ce qui nous intéresse. Sans restriction aucune, il
y a fort & parier que beaucoup de questions ayant trait aux complexes simpliciaux constructifs
soient indécidables. Par exemple, on ne peut pas décider algorithmiquement si un complexe
simplicial constructif au sens précédent est fini ou infini; c’est une conséquence immédiate
de 'indécidabilité du probleme de I’arrét des machines de Turing.

La modélisation des schémas de programmes entre autre a fait apparaitre, ces dernieres
années, plusieurs familles de graphes et d’hypergraphes infinis constructifs. Citons a titre
d’exemples les graphes contert-free au sens de [MS85], les hypergraphes HR-équationnels
[Cou89, Cou90b], les graphes VR-équationnels [Bar], les graphes de transitions [Cau96], les
graphes automatiques [CS, KN95, Pel97, Sén92|, les graphes rationnels [Mor99], ou encore
les graphes autosimilaires [Nar94]. Nous nous intéresserons en premier lieu, et en fait princi-
palement, a la classe des hypergraphes HR-équationnels [Cou89, Cou90b] qui généralise celle
des graphes context-free apparue dans [MS83, MS85]. Un hypergraphe HR-équationnel est
décrit de facon constructive au moyen de ce que ’on appelle une grammaire de remplacement
d’hyperarcs [DKA97, Cou90a, Cou90c|; ce concept, qui généralise les grammaires context-
free, classiques en théorie des langages formels, consiste a définir des familles d’hypergraphes
en les engendrant par applications successives de regles de remplacemet d’hyperarcs. Plus
précisément, définir une grammaire de remplacement d’hyperarcs consiste, tout d’abord, a se
donner un ensemble fini de symboles que I'on appelle les symboles non-terminaux; de fagon
arbitraire, on en distingue un, que 1’on appelle le symbole initial ou axiome; ensuite, on asso-
cie a chacun de ces symboles un hypergraphe fini dont certaines hyperarétes sont étiquetées
par des symboles non-terminaux. Considérons maintenant un tel hypergraphe; la transfor-
mation de cet hypergraphe, selon notre grammaire, consiste a supprimer chaque hyperaréte
étiquetée par un symbole non-terminal et recoller a sa place I’hypergraphe qui lui est associé.
Une telle grammaire définit alors un hypergraphe infini de la fagon suivante: on commence
par considérer ’hypergraphe associé au symbole initial; ensuite, on lui applique la transfor-
mation décrite précédemment, on obtient alors un hypergraphe “plus gros” dont certaines
hyperarétes sont étiquetées par des symboles non-terminaux; en itérant cette opération, on
obtient a I'infini, par limite inductive, un hypergraphe qui en général, est infini; un tel objet
s’appelle un hypergraphe HR-équationnel 3.

Ces hypergraphes sont en général de degré infini, ils généralisent les graphes context-
free au sens de [MS83, MS85] en ceci que ces derniers sont exactement les graphes HR-
équationnels de degré fini, i.e. chaque sommets n’appartient qu’a un nombre fini d’hy-
perarétes et toutes les hyperarétes ne contiennent que deux sommets.

Le concept d’hypergraphe HR-équationnel formalise I'idée de régularité arborescente.
Pour comprendre cela, il faut se faire une idée plus précise de la forme globale d’un hy-
pergraphe HR-équationnel; on montre qu'un tel objet est obtenu en recollant un nombre
éventuellement infini d’hypergraphes finis, mais en nombre fini a isomorphisme pres, agencés

13. La définition rigoureuse de ce procédé nécessite un formalisme qui sera introduit dans le chapitre 1. Le
terme “équationnel” provient du fait que les hypergraphes équationnels peuvent étre vus comme les solutions
de systémes d’équations dans un certain magma (cf. [Cou89, Cou96], voir aussi [Bar]); le terme “HR” signifie
“hyperedge replacement”.



le long d’un arbre infini régulier '4; ils sont recollés entre eux le long des arétes de 1'arbre.
L’arborescence provient du fait que les hypergraphes sont recollés suivant la forme d’un arbre
et qu’ils sont en nombres finis & isomorphisme prés; intuitivement, la forme globale du graphe
reste proche de celle de ’arbre. La régularité provient du fait que I’arbre, considéré comme
étiqueté par les hypergraphes finis en question, est un arbre régulier.

Au plan algorithmique, cette notion de régularité arborescente a des implications pro-
fondes : toute propriété exprimable dans le langage de la logique monadique du second ordre
est décidable (cf. [Cou89, Cou90al); c’est-a-dire qu’il existe un algorithme qui décide si un
hypergraphe HR-équationnel donné satisfait ou non une propriété donnée, cette derniere
étant exprimée au moyen d’une formule logique dont les quantifications ne se font que sur
les ensembles de sommets et d’hyperarétes. Ce résultat s’appuie sur les travaux de Rabin
[Rab69] dans lesquels le concept de régularité évoqué plus haut est utilisé pour démontrer
la décidabilité de la logique monadique du second ordre des arbres, ce résultat fut ensuite
étendu dans [MS83, MS85] au cas des graphes context-free au sens de [MS83, MS85].

Comme corollaire, on peut par exemple décider de facon algorithmique si un hypergraphe
HR-équationnel est connexe ou non (cf. [Cou89] ou bien chapitre 3); en effet, on montre que
la propriété de connexité pour les hypergraphes peut s’exprimer par une formule de la logique
monadique du second ordre. On montre également par cette méthode, et c’est la un résultat
tres fort, qu’il existe un algorithme pour décider si deux hypergraphes HR-équationnels sont
isomorphes (cf. [Cou90b)).

La majeure partie de notre travail a consisté a étudier les polyedres HR-équationnels i.e.
les polyedres possedant une triangularisation codée par un hypergraphe HR-équationnel, et
plus particulierement a chercher des solutions algorithmiques au probléeme de I’homéomorphisme
associé.

C’est une généralisation du probleme de l'isomorphisme qui, comme nous l’avons vu
précédemment, est décidable pour le cas des graphes HR-équationnels: un polyedre de di-
mension 1 est codé par un hypergraphe dont toutes les hyperarétes possedent exactement
deux sommets, i.e. un graphe. Par ailleur, par un procédé de contraction, effectif dans le
cas HR-équationnel, on peut transformer ce graphe de sorte qu’il ne posseéde aucune chaine
maximale de longueur finie supérieure a 1 constituée d’arétes ne contenant que des sommets
de degre 2; on fabrique ainsi un codage canonique. On montre alors que deux polyedres
de dimension 1 sont homéomorphes si et seulement si les graphes associés sont isomorphes.
Ainsi, le probléeme de 'homéomorphisme pour les polyedres HR-équationnels de dimension
1 est décidable.

Nous avons essentiellement étudié le cas des complexes simpliciaux qui sont des trian-
gularisations de variétés. Sachant que tout hypergraphe fini est HR-équationnel, tout com-
plexe simplicial fini est HR-équationnel; la notion de variété HR-équationnelle apparait alors
comme une généralisation des variétés compactes; elle s’insere de maniere d’autant plus sa-
tisfaisante que I’on montre que les surfaces pointées, i.e. une surface obtenue a partir d’une
surface compacte en lui retirant un nombre fini de points, sont HR-équationnelles; dans le

14.i.e. un arbre qui ne possede qu’'un nombre fini de sous-arbres a isomorphisme pres ou de fagon
équivalente, le développement d’un automate & nombre fini d’états; ce concept généralise aux arbres ce-
lui de suite ultimement périodique (voir chapitre 1).
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méme esprit, on montre aussi que toute variété hyperbolique de volume fini possede une
triangularisation HR-équationnelle. Notons bien qu'un hypergraphe HR-équationnel est en
général infini; et le polyedre qu’il code est en général non-compact.

Contributions
Surfaces

La premiere partie de notre travail concerne les surfaces HR-équationnelles sans bord,
i.e. les surfaces sans bord qui possedent des triangularisations codées par des hypergraphes
HR-équationnels. Nous avons pu montrer que dans ce cas, le probleme de 'homéomorphisme
est décidable. Ce résultat s’appuie sur deux points: d’une part sur le théoreme de classifi-
cation des surfaces non compactes sans bord, et d’autre part sur la notion de régularité
formalisée par le concept d’HR-équationnalité. Le théoreme de classification, d’abord énoncé
par Kérékjarto en 1923 et démontré complétement dans [Ric63], nous dit, essentiellement,
qu’'une surface non-compacte sans bord est caractérisée a homéomorphisme pres par, outre
son genre et son type d’orientabilité, [’espace de ses bouts, que 'on appelle aussi sa frontiére
tdéale. Le concept de bout formalise I'idée de “chemin a 'infini”; une droite, par exemple
a deux bouts, mais le plan n’en a qu'un seul, et un polyedre compact n’en a pas du tout
(cf. [AS60, Mas67] ou bien chapitre 2). Ce résultat n’a cependant rien d’effectif; le concept
de surface HR-équationnelle apporte une solution algorithmique au probléeme. Il formalise
une notion de régularité globale pour les surfaces non compactes dont nous donnerons deux
autres caractérisations sur lesquelles la construction de ’algorithme s’appuie : premierement
en termes de sommes connexes, et ensuite, en terme d’espace des bouts.

Le procédé de somme connexe consiste a recoller deux surfaces en découpant dans cha-
cune d’entre elles un disque et en recollant les bords restants entre eux. On montre que toute
surface compacte qui n’est pas une sphere est homéomorphe a une somme connexe de tores
et de plans projectifs (cf. figure 2.1.4 page 36, ou encore [Mas67]). Nous avons généralisé ce
concept au cas non compact par un procédé que nous avons batisé somme connexe arbores-
cente; il s’agit d’'une méthode de recollement de surface qui consiste a définir une surface
non-compacte de la facon suivante: on se donne une infinité de surfaces compactes sans
bord agencées selon les nceuds d’un arbre lui-méme infini; puis on les recolle entre elles
en faisant une somme connexe locale le long de chaque aréte de ’arbre. Une relecture de la
démonstration du théoreme de classification montre que les surfaces sans bord non-compactes
sont toutes obtenues par sommes connexes arborescentes de spheres, de tores et de plans pro-
jectifs. Ce résultat nous éclaire sur les différentes fagons de coder une surface non-compacte;
d’abord, en terme de triangularisation, cela montre que toute surface sans bord est codée par
un hypergraphe de largeur arborescente borné au sens de [RS84], et ce, indépendamment de
la surface en question. Ensuite, en terme de somme connexe, puisqu’il autorise le codage de
toute surface par un arbre, objet a priori plus simple qu'un hypergraphe. On montre alors
que les surfaces sans bord non-compactes HR-équationnelles sont les surfaces obtenues par
sommes connexes arborescentes sur des arbres réguliers. Ainsi, les grammaires de remplace-
ment d’hyperarcs décrivent les surfaces HR-équationnelles en termes de triangularisation, et
les arbres réguliers les décrivent en terme de sommes connexes arborescentes.

La seconde caractérisation porte sur I’espace des bouts, elle s’énonce en terme d’espaces
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de types finis au sens de Pierce (cf. [Pie72]). Un espace métrique de dimension 0 sera dit
de type fini au sens de Pierce si ’ensemble de ses sous-ensembles, muni des opérations
booléennes usuelles d’union, d’intersection, de complémentaire et d’ensemble vide, ainsi que
des opérations topologiques d’adérence et de dérivée, possede une sous-algebre de cardinal
fini; un tel espace est alors caractérisé a homéomorphisme pres par la plus petite sous-algebre
de ’ensemble de ses parties. En ces termes, les surfaces HR-équationnelles sont exactement
les surfaces dont les espaces de bouts sont des espaces de type fini au sens de [Pie72]. La
démontration de ce résultat est fondée sur un codage de I’espace des bouts d’une surface HR-
équationnelle par le langage des chemins infinis d’un arbre régulier; ce codage est ensuite
mis & profit au moyen d’une méthode initiée dans [Hea86] ou il est démontré que les espaces
de types finis au sens de [Pie72] sont exactement les clotures des langages rationnels.

Une surface non-compacte sans bord peut-étre définie en terme de triangularisation, en
terme de somme connexe arborescente ou encore en terme de frontiere idéale. Nous avons
caractérisé 'idée de régularité arborescente a ces trois niveaux; une surface HR-équationnelle
peut étre définie constructivement par une grammaire de remplacement d’hyperarc codant
une triangularisation, ou bien par un arbre régulier codant une somme connexe arborescente,
ou encore par une algebre de cardinal fini codant sa frontiere idéale. L’équivalence de ces
trois caractérisations conduit alors, par une démonstration constructive, a 1’élaboration d’un
algorithme pour décider si deux surfaces non-compactes sans bord HR-équationnelles sont
homéomorphes.

Par ailleurs, la caractérisation des surfaces sans bord HR-équationnelles en terme d’es-
paces de type finis nous a permis de construire des exemples de surfaces planaires sans bord
non HR-équationnelles. De fait, nous en avons construit beaucoup; nous montrerons en effet
que l’ensemble des classes d’homéomorphisme de surfaces planaires sans bord possede la
cardinalité du continu.

Nous avons ensuite cherché a étendre ce résultat au cas des surfaces a bord. A cet égard,
nous avons pu établir une extension du théoreme de classification au cas des surfaces planaires
a bord. Pour ce faire, nous avons été amenés a affiner 'invariant que constitue 'espace
des bouts en lui donnant une structure additionnelle qui consiste en une partition dont les
ensembles, appelés des fleurs, sont munis d’un ordre cyclique; cet espace de fleurs suffit alors
a caractériser une surface planaire a bord.

Variétés de dimension 3

Pour ce qui concerne la dimension 3, dans le but d’élaborer un algorithme de décision pour
le probleme de I’homéomorphisme, nous avons suivi la méthode algébrique liée au groupe
fondamental. Nous avons atteint une étape qui de notre point de vue est importante : 'idée
d’arborescence nous a conduit a définir une famille de 3-variétés non compactes qui sont
caractérisées, & homéomorphisme pres, par leurs groupes fondamentaux.

Il s’agit des 3-variétés hyperboliques arborescentes; ces variétés sont obtenues en recollant
une infinité de 3-variétés a bord compactes agencées selon les nceuds d’un arbre. Leurs struc-
tures hyperboliques sont conditionnées pour respecter I'idée de largeur arborescente adaptée
au cas des espaces métriques triangularisés®. La construction de ces variétés suit I'idée des
sommes connexes arborescentes; elles sont tres proches des variétés HR-équationnelles, a ceci
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pres qu’elles ne respectent pas comme ces dernieres de propriété de régularité globale. Les
variétés hyperboliques arborescentes sont caractérisées a isométrie pres par leurs groupes
fondamentaux. Pour démontrer cela, nous nous baserons essentiellement sur deux résultats
fondamentaux de la géométrie hyperbolique: le théoréeme de Sullivan [Sul79, Sul81] et le
théoreme de Thurston sur la compacité de ’espace de Teichmiiller des variétés compactes
de dimension 3 [Thu86]; le théoreme de Sullivan nous dit qu’il suffit de montrer que toute
équivalence d’homotopie entre deux variétés HR-équationnelles est homotope & une pseudo-
isométrie; nous utilisons le théoreme de Thurston pour établir un controle sur les longueurs
des chemins représentants des éléments du groupe fondamental appartenant a une famille
génératrice; ce qui nous permettra de fabriquer des pseudo-isométries. Nous ne développerons
pas ce point dans cette introduction ®.

Ce résultat conduit a 1’étude des propriétés algorithmiques des groupes fondamentaux
des variétés non-compactes HR-équationnelles. Une premiere remarque a ce propos est que
ces groupes ne sont généralement pas finiment présentés, ni méme finiment engendrés; ce
qui a priori pose un probléme du point de vue de D'effectivité. Nous montrerons comment
il est cependant possible de définir, pour de tels groupes, des présentations infinies mais
constructives, en ce sens qu’elles sont décrites en termes de langages rationnels, i.e. les
générateurs et les relateurs sont donnés sous forme de mots de langages rationnels.

L’HR-équationnalité se traduit a un niveau plus global par le fait que ces groupes sont
obtenus comme graphes infinis de groupes dont les supports sont des arbres infinis réguliers;
ainsi, un tel groupe peut s’obtenir en disposant une infinités de groupes de variétés compactes,
en nombre fini a isomorphisme pres, le long d’un arbre régulier; et de faire des produits
amalgamés le long des arétes de I’arbre. Cela donne un autre moyen de définir ces objets de
facon constructive. Notons que cette construction donne a penser qu’il est possible d’établir
un concept de forme normale pour les éléments du groupe fondamental d’une variété HR-
équationnelle; cela impliquerait la décidabilité du probleme du mot, voire du probleme de la
conjugaison.

Nous poursuivrons ensuite I’exploration du groupe fondamental dans le contexte des
variétés HR-équationnelles qui sont revétements réguliers de variétés compactes. Nous pour-
rons voir que dans ce cas, si le probleme du mot est décidable dans le groupe fondamental
de la variété compacte, alors il devient décidable dans le groupe fondamental de la variété
HR-équationnelle qui en constitue un revétement; c’est le cas par exemple s’il 'on a affaire
a des groupes automatiques [Eps88, ECH'92].

Par ailleurs, nous donnerons une caractérisation des revétements réguliers HR-équation-
nels en terme de groupes: ce sont exactement ceux dont le graphe de Schreier est le graphe de
Cayley d’un groupe virtuellement libre. La démonstration de cette équivalence nécessite de
conjuguer différentes méthodes issues de domaines a prior:i éloignés: nous utiliserons d’une
part les outils de la théorie des modeles et notamment un résultat profond selon lequel tout
graphe de largeur arborescente fini qui est définissable & isomorphisme pres par une formule
de la logique monadique du second ordre est HR-équationnel (cf. [Cou90b]). D’autre part,
nous utiliserons aussi les concepts de groupes context-free, de groupes automatiques et de
groupes hyperboliques au sens de Gromov, ainsi que le résultat de [Sén92] selon lequel tout
graphe deterministe automatique de largeur arborescente fini est HR-équationnel.
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Graphes Automatiques

La derniere partie de ce mémoire traite des structures automatiques. Fort des résultats
algorithmiques obtenus pour ce qui concerne les complexes simpliciaux HR-équationnels, il
est naturel d’explorer les propriétés algorithmiques de complexes simpliciaux infinis décrits
par des méthodes constructives plus générales. C’est dans cet esprit que nous avons abordé
létude des graphes automatiques [BG00, CS, KN95, Pel97, Sén92].

Le principe des structures automatiques [KN95| consiste a considérer des structures re-
lationnelles dont les domaines sont donnés sous forme de langages rationnels et dont les
relations sont décrites par des automates. De fait, de multiples variations peuvent étre en-
visagées, comme par exemple, les structures automatiques basées sur des langages d’arbres
(voir [BGOO0]). La définition des relations laisse une grande liberté; on peut considérer de
fagon tres générale des relations rationnelles, des transducteurs équilibrés (cf. [Sén92]), ou
encore des automates lettres a lettres comme dans le cas des groupes automatiques.

Les graphes déterministes automatiques sont définissables a isomorphisme pres par des
formules de la logique monadique faible du second ordre (cf. [Sén92]). Ce résultat indique la
facon dont les graphes automatiques s’inserent dans la faune des graphes infinis: il montre
en effet que les graphes deterministes automatiques de largeur arborescente fini sont exac-
tement les graphes context-free au sens de [MS83, MS85| et donc, les graphes deterministes
HR-équationnels. Cela étant, un graphe automatique n’est généralement pas de largeur ar-
borescente finie. Ainsi, ce concept apparait comme une généralisation forte de celui d’"HR-
équationnalité.

Comme nous ’avons vu dans le cas des surfaces, le concept de bout est essentiel pour I’in-
vestigation du probleme de I’homéomorphisme. De fait, il constitue un critere classique pour
comprendre le comportement d’un graphe a l'infini. Il apparait donc raisonnable de chercher
une méthode constructive d’appréhender ’espace des bouts. Nous avons vu précédemment
que l'espace des bouts d’une surface HR-équationnelle peut étre codé par un langage ra-
tionnel; la situation dans le cas des graphes automatiques est beaucoup moins favorable: la
question de savoir si un graphe automatique possede un et un seul bout est indécidable. La
démonstration de ce résultat s’appuie sur deux notions: d’une part le graphe des configura-
tions d’'une machine de Turing, qui code ’ensemble des calculs d’une machine donnée, c’est
un graphe infini automatique, et d’autre part les machines de Turing auto-stabilisantes qui,
lors de leurs fonctionnements, controlent elles-méme la validité de leurs calculs. La preuve
du résultat cité ci-dessus résulte alors de l'analyse de propriétés géométriques globales du
graphe des configurations d’une machine de Turing autostabilisante '°.

Ce résultat s’applique a deux autres domaines: la théorie combinatoire des groupes et la
théorie des transformations de graphes.

D’une part, en vertu du théoréme de Stallings [Sta68] (cf. aussi [DD89]), le calcul effectif
du nombre de bouts intervient dans la recherche d’algorithmes pour décomposer les groupes
finiment présentés en produits amalgamés ou en HNN-extensions sur des groupes finis. Les
groupes automatiques, contiennent les groupe hyperboliques au sens de Gromov (cf. [Gro87,
CDP90, GAIH90]), et ces derniers contiennent les groupes context-free au sens de [MS83,
MS85]. Le Théoreme de Stallings a été rendu effectif pour le cas des groupes context-free

15. voir chapitre 4
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(cf. [Sén93, Sén96]'%); on montre que cet algorithme peut étre étendu au cas des groupes
hyperboliques au sens de Gromov; en effet, le nombre de bouts d’un tel groupe est calculable
(cf. [Ger99]). Par ailleurs, un logiciel a été développé pour calculer le nombre de bouts d’un
groupe automatique (cf. [CB, Hol]); cependant, il n’est pas prouvé qu’il s’arréte dans le cas
d’un groupe ne possedant qu’un seul bout; et identifier de fagon algorithmique les groupes
ne possédant qu’un seul bout demeure une question ouverte. De fait, le résultat cité plus
haut montre que s’il 'on abondonne 'hypothese de la structure de groupe, cette tache est
impossible.

D’autre part, ce résultat possede une interprétation significative en théorie des trans-
formations de graphes. Nous établirons un lien entre les structures automatiques et les
systemes de substitution de graphes, i.e. les D0L-systemes: toute suite de graphes finis
produite en itérant un D0L-systeme est exactement la suite des spheres d’'un graphe auto-
matique; la réciproque est vraie pour une large classe de graphes automatiques que nous
définirons par la suite. Il apparait alors que l’indécidabilité du probleme des bouts d’un
graphe automatique est équivalente a l'indécidabilité de la question de savoir si tous les
graphes d’une D0 L-suite sont connexes ou non. Ce résultat contribue a identifier la frontiere
de décidabilité du probleme de connexité en question puisque les DOL-systemes de graphes,
tels que nous les avons définis, émulent les grammaires de remplacement de sommets (cf.
[ER97, CER93, CE95]), pour lesquelles le probleme de la connexité est décidable.

16. voir aussi [MS83, MS85, FSS89] pour une étude algorithmique des groupes context-free
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