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Introduction

> Cet exposé a trait a I'inversion de Lagrange non commutative

» Inversion de Lagrange classique : calcul de I'inverse (au sens
de la composition) d'une série formelle a une variable sans
termes constants

> Ce calcul peut étre vu comme le calcul de I'antipode d'une
algebre de Hopf

> Séries a coefficients dans une algébre commutative : algebre
de Faa di Bruno

» Analogue non commutatif : algébre de Faa di Bruno non
commutative

N
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Algebres de Hopf combinatoires et inversion de Lagrange
classique

» Cogebre : structure duale de la structure d’algebre.
» Coproduit
A:C=>CxC

» Bigebre : structure d'algebre et structure de cogebre sur le
méme espace vectoriel, compatibles entre elles.
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Convolution
frg=po(f®g)oA

Antipode
Id«xS=SxId=u

De maniere équivalente,
po(Id®@S)oA=po(S®Id)oA=u

S'il existe, on dit que B est une algébre de Hopf
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» Bigebre graduée : graduée en tant qu'algebre et telle que la
graduation est compatible avec le coproduit

> Lorsque les composantes homogenes sont de dimension finie,
I'antipode existe

» Lorsque chaque composante homogene a une dimension finie
qui est le cardinal d'un ensemble d'objets combinatoires, et
qu'on peut construire naturellement des bases indexées par
ces objets combinatoires, on parle d'algébres de Hopf
combinatoires
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Groupe multiplicatif des séries formelles de terme constant 1
Go ={ala(t) =1+ ajt + apt* + ...}
Algebre Hg des fonctions polynomiales sur Gy
kn(a) = an

Exemple

11 11

Coproduit sur Hg

Aof(a, b) = f(ab)
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» Exemple

k2(ab)

Ao(k2)(a, b) = k2(ab)
a=1+ait+ at>+...

ko(1+ (a1 + b1)t + (a2 + arb1 + bo)t? +..)
a +aib1 + b = kz(a) + kl(a)kl(b) + kz(b)

No(k) =1Q@k+ ki @ ki + k@1

Do(kn) = ki @ kn_i
i=0
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> Elément neutre de la convolution
u(f)(a) = F(L+0t+0t2+...)
f(ab) =Y f(a)h(b) =) A®Hh
Y u(h)eh=> A1)R(b)=f(1b)=1f(b) =1 f

» Antipode
(Sof)(a) = f(a™?)
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Groupe des difféfomorphismes formels de la droite tangents a
I'identité
G = tGy = t + t°C[[t]]

Algebre de Faa di Bruno H;
alty=t+at? +artd+ ...

kn(a) = ap

Coproduit
Arf(a, B) = f(ao B)

Antipode
(S1)(a) = f(a=717)
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Liens avec |'algebre des fonctions symétriques

» "fonctions symétriques” : polyndmes symétriques en un
ensemble infini de variables

X = {x|i > 1}

» Bases linéaires : indexées par les partitions d'entiers,
habituellement identifiées a des suites décroissantes

)\:()\12)\22...2)\,>0)

» Longueur ¢(\), poids |A|, multiplicités my ()
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» Fonctions compléetes : h, somme de tous les monomes de
degré n.

ot(X) = Hl—tx, Zh

i>1 n>0

» Fonctions élémentaires

n<...<ip
D en(X)t" =1+ )
n>0 i>1

» Fonctions "sommes de puissances”

_E:n
= X;

i>1
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» Exemples
2
h3(x1, X2, X3) = X1X2X3 +X13 +X23 +X33 + X{ X2 +x12X3 +X22X1 +...
e(x1, X2, X3) = Xx1X2 + X1X3 + X2X3
4, 4, 4
pa(x1,x2,3) = x| +x3 +x3
» Bases multiplicatives
PA = PAP; - - - PA,

» On définit de méme les bases (ey) et (hy).
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» Sommes d'alphabets
FX+Y)=Ff(x1, s Xn, Y1y Yn)

pn(X + Y) = pn(X) + pn(Y)

» Généralisation
oe(aX 4+ BY) = 0i(X) % (Y)’
> De maniére équivalente,

pn(aX + BY) = apn(X) + Bpa(Y)
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» Exemples
X = (x1,x2,x3), Y = (y1, y2)

p2AX +Y) = pa(x1, x2,x3, ¥1, y2)
P(X+Y)=xF+ x4+ X2+ y2 +y2 = pa(X) + pa(Y)
p2(=X) = —p2(X)
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» Isomorphisme d'algebres

» Coproduit
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» Ce coproduit peut aussi s'écrire
Nof =F(X+Y)

fog=Ff(X)g(Y)

» Antipode
So(F)(X) = F(—=X)

» C'est la structure classique d'algebre de Hopf de A
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» Isomorphisme d'algebres

» Coproduit

» Antipode
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> L'inverse de la série
tH(t) =t + hit? + hot3 + ...
pour la composition est la série
t+ hit? + h3td 4+ ...

» Formule d'inversion de Lagrange : (n+ 1)h} est le coefficient
de t" dans H(t)~("1) qui est

ha(=(n +1)X))

ho(X) = n+1
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Analogues non commutatifs

v

Algebre Sym des fonctions symétriques non commutatives

v

Algebre associative librement engendrée par une suite infinie
(Sn) de générateurs non commutatifs

v

Bases linéaires indexées par les compositions d’entiers,
habituellement identifiées a des suites d'entiers strictement
positifs

I=(ihip... i)

v

Longueur ¢(1), poids |/|, multiplicités my(/)
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Réalisations polynomiales : ensemble totalement ordonné de
variables non commutatives

A={a|i>1}
On pose
.
oe(A) =D Sa(A)t" =[] - tai)"
n>0 i>1

Les S, sont des analogues non commutatifs des h,

On obtient des analogues non commutatifs A, des e, en

posant
(—

> Aa(A" =]+ tar)

n>0 i>1
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» On dit qu'un mot w = aj,aj, ... a;, a une descente en k si

Ik > k1

» Somme de tous les mots de longueur n sans descente : S,(A)

» Sommes des mots de longueur n qui n'ont que des descentes :
An(A)
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Bases multiplicatives (S') et (A)
s'=s.5,...5,
N =NAN;, ... A,
S! est la somme des mots w de longueur |/| tels que
Des(w) C Des(/) = {i, i1 + 2y ..., |I|}
On note C(w) la composition / telle que
Des(/) = Des(w)

Il est alors naturel d'introduire la base des rubans R,

Ri(A)= > w

C(w)=I
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» Exemple : pour | =(2,3,2), Ry est la somme des mots

b1 b b3 by bs b by

be

b7 |

b3

bs

bs

(b1 | ba

tels que by < by > by < by < bs > bg < by.
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» Sommes d'alphabets
f(A+B)="f(a1,...,an,b1,...,bp)

ot(A+ B) = 0:(A)o(B)

» Généralisation

ot(aA+ BB) = o(A)%0¢(B)?
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» Coproduit usuel sur Sym
No(F) = F(A+ B)
F® G=F(A)G(B)
» De maniere équivalente
DNoS, = Z Sk ® Sn—k
k=0

> Algeébre de Hopf H(’JVC des fonctions symétriques non
commutatives
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> Les séries entiéres a une variable a coefficients dans une
algeébre non commutative peuvent également étre composées
(par substitution de la variable)

» Cette loi n'est pas associative, et ne forme donc pas un groupe

» Cependant, I'analogue H{\’C de I'algebre de Faa di Bruno
existe tout de méme dans ce contexte
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» Coproduit

n

A1Sy(A) =Y Si(A) ® Sp_i((k + 1)A)

k=0

» Antipode

51(5,,) = ZO[/SI = Z,B/R[ = Z(;//\I
i I 1
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L'inversion de Lagrange non commutative

» Formule d'inversion de Lagrange non commutative de
Brouder-Frabetti-Krattenthaler

(-

SRS YRR | EVES

FENDPF(/(I)—1) k=1

» Formule d'inversion de Lagrange non commutative de Gessel
et Pak-Postnikov-Retakh

(-1

1= (- z_n( b )

FENDPF(/
» NDPF(n) : fonctions de parking croissantes de taille n
=(A<...<f),0<fi<i

» Ensemble de cardinal Cat,
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Novelli et Thibon introduisent une involution qui leur permet

de montrer
0 = o;

On en déduit
a = (-1)1=1 g,

En calculant I'antipode d'une déformation ”HQ’C de HIVC
introduite par Foissy, on obtient une formule de récurrence
pour oy

Le développement des R; sur la base des S7 permet d’en
déduire une récurrence pour 3,

A partir de ces deux récurrences et des liens entre les o et les
B, on en déduit une formule de récurrence plus simple
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» Le coefficient 3, est déterminé par

Br = Bir,...is_1+1,is—1) + B(ir,....is_1)Bis

lorsque /(1) > 1. Lorsque I = (n),

» On en déduit une formule de récurrence du méme type pour le
coefficient ¢;.

31
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» Le coefficient §; est déterminé par

et pour n>1et k >0,

S(nk)-1 = —(O(n=1,k)-1) + O(ntk—1)1)

> Interprétations algébriques
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Interprétations combinatoires

» Une interprétation combinatoire de la formule de
Brouder-Frabetti-Krattenthaler (Novelli-Thibon)

> || est le nombre d'arbres ordonnés a n+ 1 feuilles dont la
suites des arités non nulles moins 1 dans I'ordre préfixe est /

» Les deux formules de récurrence nous permettent de donner
de nouvelles interprétations combinatoires des coefficients (3,
et J;, cette fois en termes de fonctions de parking croissantes
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> Interprétation combinatoire des 3,
B = (=1)"g{F € NDPF(|/]) | F < p(/)}
» p(l) = (1122 ... s%)
p(212) = (11233)
» On note F < G lorsque pour tout /, F; < G;

(1123) < (1224)
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» Ona
lou| = |Br|

» Le nombre d’arbres ordonnés a n + 1 feuilles dont la suite des
arités non nulles moins 1 dans I'ordre préfixe est /, est le méme
que le nombre de fonctions de parking croissantes inférieures a
p(!l") terme a terme et de méme taille

» Interprétation combinatoire des ¢,

6= (=D)M{UE | () =€) et p(J) > p(1)}
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» On représente p(/) par un ruban, par exemple pour | = (222)
3

2 2
T

> |dy| est alors le nombre de rubans inscrits dans le méme
rectangle et qui passent en haut a gauche du premier ruban.
Ces rubans sont les suivants

3133 [3 3 3133 31333
2 212 2] 2 2] [ 2
T 1 T ] I T
ainsi que le premier, d'ol
0(222) =5
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On peut facilement comprendre la formule §; = §; en faisant
effectuer un quart de tour aux dessins de rubans

En faisant effectuer un demi-tour aux dessins de rubans, on
s'aperoit que I'on a aussi

8= (=1)"I{J B 1] €(1) = £(J) et p(J) < p(I")}

De la formule de Brouder-Frabetti-Krattenthaler et de celle de
Gessel et Pak-Postnikov-Retakh, on déduit directement que

o= (=D)"8 11501,

o} est invariante par le morphisme d'algebres de HN¢ dans
HINC qui envoie A sur 0 et A, sur (—1)"71S, 4
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Fonctions de parking croissantes tassées : images des
compositions par p
Exemple

F =(1123)

A partir d'une fonction de parking croissante tassée F de taille
s, on construit une fonction de parking croissante F en
rajoutant une part de chaque valeur comprise entre 1 et sa
dérniére part

F = (11112233)

Le nombre de fonctions de parking croissantes tassées G de
méme taille que F, de méme dernigre part et vérifiant G < F,
est égal au nombre total de fonctions de parking G de méme
taille que F vérifiant G < F
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Une bijection explicite
f:Ar— Bf

Af : ensemble des G € NDPF(n) telles que G < F

Br : ensemble des G € NDPF(k) tassées, de méme dernier
terme que F et vérifiant G < F

n : taille de F

k : taille de F
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f(G) est obtenue en ajoutant a G une part s pour chaque s
compris entre 1 et le dernier terme de F
Exemple : F =(12334), G = (11333)

F = (11223344), f(G) = (11123334)

w
w
Wl |
IN
w

[N
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Merci
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