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Arrangement triangulaire de n(n + 1)/2 éléments € [1, n|

Xn,1 < Xn,2 < Xn,3 < v < Xn,n
Xn—1,1 < Xn—12 < e < Xpn—1p—1

Xn—2,1 s Xn—2,n—2

X1,1



Triangles GT

[ ]

Arrangement triangulaire de n(n + 1)/2 éléments € [1, n|

1 2 3 n
I I I I
Xn,1 < Xn,2 < Xn,3 < s < Xn,n
Xn—1,1 < Xn—12 < e < Xpn—1p—1
Xn—2,1 s Xn—2,n—2
X110
Théoreme

Les triangles Gog de taille n sont en bijection avec les ASMs de taille
n
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m dans chaque ligne ou colonne, les
1 et —1 alternent, en commencant
et terminant par 1.
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Matrices a signes alternants (ASMs)

Matrice carrée 0O 1 0 00
m a ccefficients dans {0, 1, —1}, 0O 0 1 0O

m dans chaque ligne ou colonne, les L' =1 0 01

1 et —1 alternent, en commencant 0 1 -110

0 O 1 00

et terminant par 1.

Formule d’énumération des ASMs
Le nombre d’ ASMs de taille n x n est donné par

n— l

H nﬂ

Jj=0
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Arrangement triangulaire de n(n 4 1)/2 éléments € [1,n]

Xn,1 < Xn,2 < Xn,3 < ce Xn,n
Xn—1,1 < Mn—-12 < e < Xpn—1n—1

Xn—2,1 ce Xn—2,n—2

X1,1
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Arrangement triangulaire de n(n 4 1)/2 éléments € [1,n]

Xn,1 < Xn,2 < Xn,3 < cee Xnn < n
Xn—1,1 < Mn—-12 < e < Xp—1p—1 <n—1
Xn—2,1 ce Xn—2n-2 <n-—2
X110 <1
Théoreme

Les triangles Magog de taille n sont en bijection avec les TSSCPPs de
taille 2n x 2n x 2n
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Les PPs totalement symétriques auto-complémentaires : PPs dans un
hexagone de taille 2n X 2n x 2n ayant toutes les symétries de
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Les PPs totalement symétriques auto-complémentaires : PPs dans un
hexagone de taille 2n X 2n x 2n ayant toutes les symétries de

I’hexagone

Triangles



9

ﬂéﬂﬂl&%-’ N
LRI .ﬂﬁnﬁ“a..

2 e 05 /2 0 ISR SIS
A OR)
R R )
O RN RN
SRS

O

=
S}

Les PPs totalement symétriques auto-complémentaires : PPs dans un
hexagone de taille 2n X 2n x 2n ayant toutes les symétries de

I’hexagone

Triangles



TSSCPPS2, %2120 Magog, ¢———) Gog,
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Triangles GT

ooe

TSSCPPS2,;52nx2n Magog, ¢——> Gog,
non bijective

./

NILPs,_,

Construire une bijection explicite entre les triangles Gog et les
triangles Magog

~~ Gog et Magog trapézoides
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m Magog trapézoides
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(n, k)—Gog Trapézoide : k dernieres diagonales SW-NE d’un triangle
Gog de taille n.

(7,2)—Gog trapézoide



Les trapézoides

e0

(n, k)—Gog Trapézoide : k dernieres diagonales SW-NE d’un triangle
Gog de taille n.

(7,2)—Gog trapézoide



Les trapézoides

e0

(n, k)—Gog Trapézoide : k dernieres diagonales SW-NE d’un triangle
Gog de taille n.

Complétion canonique en un triangle Gog de taille n ~» Insertion Gog
minimal
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Les trapézoides

[ Je]

(n, k)—Magog trapézoide : k dernieres diagonales SW-NE d’un
triangle Magog de taille 7.

(7,2)—Magog trapézoide



Les trapézoides

[ Je]

(n, k)—Magog trapézoide : k dernieres diagonales SW-NE d’un
triangle Magog de taille 7.

<
_—
< 4 5
< 3 4
1< 2 3
< 2 3
< 1 3 S
< 1 2
1

(7,2)—Magog trapézoide



Les trapézoides

[ Je]

(n, k)—Magog trapézoide : k dernieres diagonales SW-NE d’un
triangle Magog de taille 7.

Complétion canonique en un triangle Magog de taille n ~~ Insertion
Magog minimal
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Une construction

Gelfand-Tsetlin

(n,2)—Magog trapézoide

m S : Involution de Schiitzenberger



Une construction

Gelfand-Tsetlin

S Inv

(n,2)—Magog trapézoide (n,2)—Gog trapézoide

m S : Involution de Schiitzenberger

m Inv : Traiter les inversions
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Une construction
O®@0000

Soit X un triangle de Gelfand-Tsetlin de taille n . Soit 7 1’opération
qui agit sur un élément x;; de X :

° ° ° ° ° ‘e '; °

° ° d

yij= +min(c, d)—x;,;

7; agit sur tous les élément de la i ligne
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On note S I’involution de Schiitzenberger

S=TIT2  ThATIT2 "+ Ty—2 ** * TIT2TI

Exemple : S = 17
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On note S I’involution de Schiitzenberger

S=TIT2  ThATIT2 "+ Ty—2 ** * TIT2TI

Exemple : S = 17
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Une construction
[e]e] lelele]

On note S I’involution de Schiitzenberger

S=TIT2  TuATIT2 T2+ ** TIT2TI

Exemple : S = 17

1 6 8 T1 1 8 ™ 1 6 ..... 8
2 8 5 (s ) &
4 4700
00|

L1 6 8

— 5 6



Une construction

[e]o]e] lele]



Une construction

[e]o]e] lele]




Une construction
[e]o]e] lele]

m S renverse le poids d’un triangle de Gelfand-Tsetlin

4 0 1 2
é@C 3 4 ¢ 0 1 }ji
4@ Yy Jz
C Dl

w w/



Une construction
O000@0

Soit X un triangle de Gelfand-Tsetlin et Y = SX son image par S, alors :

)%n:: )Cm

Yie = ~ max
n=jo>j1>>jp—r =1
n—k—1

Z Xjitiji = Xjpitigipr | T Xjyebn—kijus
i=0
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EXEMPLE
Ykk = max
n=jo>j1>>jp—x=1
n—k—1
[( Z Xjitiji _iji-!—l+ix].i+l> +)(jn—k+"kxjn—k]
i=0
1 2 3 4 e o e 4
2 2 3 s ° °
_
2 3 o
2
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Ykk = max
n=jo>j1 > >jux=>1
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i=0
1 2 3 4 o o ° 4
\ /
2 2 3 s ° °
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2 3 o
2
Vs o= max (Ko = Xjujr) + Xjpra] =

= max(X44 — X33) +X43, (Xa4 — X22) + X3,
X4s4—X11)+Xp1 =4
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EXEMPLE
Ykk = max
n=jo>j1 > >jux=>1
n—k—1
[( Z Xjitiji _Xjf+1+iJi+|> "‘Xjn—kJrnkJn—k]
i=0
1 2 3 4 (] ° ° 4
\
2 2/ s . ° 4
—_—
2 °
\
2
Y33 = max [(XJ'OJO - Xj1J1) +XJ'1+1J1] =

4=jo>j1>1
= max(Xs4 — X33) +X43,(Xaa — Xo2) + X3,
(X4 —X11) +X21 =4
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EXEMPLE
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n=jo>j1 > >jp—x =1
n—k—1
[( Z Xjitiji _iji-!—l+ix].i+l> +)(jn—k+"kxjn—k]
i=0
1 2 3 4 e o e 4
\N / \ 7/
2 2 3 g o o 4
_
2 3 o



Une construction
O0000e

EXEMPLE
Ykk = max
n=jo>j1 > >jp—x =1
n—k—1
[( Z Xjitiji _iji-!—l+ix].i+l> +)(jn—k+"kxjn—k]
i=0
1 2 3 4 e o e 4
\
2 2 3 g o o 4
_
2 3 o



Une construction
O0000e

EXEMPLE
Ykk: max
n=jo>j1 > >jp—x =1
n—k—1
[( Z Xjitiji _iji-!—l+ixji+l> +}(jn—k+nkxjn—k]
i=0
1 2 3 4 e o e 4
\
2 2 / g e o 4
N/ N\ BN
2 3 . 4



Une construction
O0000e

EXEMPLE
Ykk: max
n=jo>j1 > >jp—x =1
n—k—1
[( Z Xjitiji _iji-!—l+ixji+l> +}(jn—k+nkxjn—k]
i=0
1 2 3 4 e o e 4
N/ \N/ \N/
2 2 3 g o o 4
_
2 3 . 4



Une construction

L Je]

Un triangle GOGAm de taille n est un triangle de Gelfand-Tsetlin tel
que son image par S est un triangle Magog de taille n.




Une construction
L Je]

Un triangle GOGAm de taille n est un triangle de Gelfand-Tsetlin tel
que son image par S est un triangle Magog de taille n.

Proposition : triangle GOGAm

X = (Xij) estun GOGAm < X,, < n,V 1 <k < n—1et
n>jp > >jpg 21

n—k

KXo + ZX'HH'J:‘ — Xjivi-1; <k
i=1




Une construction
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(n,2)—GOGAm trapézoides

S Inv

(n,2)—Magog trapézoide (n,2)—Gog trapézoide
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(n,2)—GOGAm trapézoides

(n,2)—Magog trapézoide (n,2)—Gog trapézoide



Une construction
o] ]

(n,2)—GOGAm trapézoides

S ¥
(n,2)—Magog trapézoide (n,2)—Gog trapézoide
1 2 * n—2 n—1 n 1 1 * 1 51 (e}
* * * by aj * * * B> a
1 2 * ap (2 1 1 * (e %)
—
1 h/l*Z * 1 J)n 2 *
by—1  dn—2 Bn1  On—2
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Une construction

L Je]

1 2 3 4 5 1 1 1 1 4
AN N\ N\
1 2 3 5 1 1 1 4
AN N\ N\
1 2 3 ¥ 1 1 3
N _—
1 3 1 3
2 2

Théoreme
Dans le cas des (n, 1) trapézoides, cet algorithme est une bijection. J
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Problématique

1 2 3 /4 1 1 3 £2
\
1 3 4 1 3 £2
\ ¥
2 3 2 2
\



Une construction

o] ]

Problématique

1 2 3 /4 1 1 3 £ 2
\
1 3 4 » 1 3£ 2
\ ¥
2 3 2 2
\
2 2
Solution

Traitement successif des inversions = Ajout de diagonales NW-SE
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L algorithme

m /nit. Gog de taille 1 = X =p
m 1" étape=> 2 diagonales

n—1 n
\
n—1
n—1 n
a
n—1 n



L algorithme

Hypothese : k diagonales traitées X (k)
n—k+1 n—k+1 * n—k+1 Vi uo
n—k+1 * * V2 uy
* * * *
n—k+1 Vik—2 Up—3
Vi—1 Ug—2
Ug—1




m Insertion de la k 4+ 1°diagonale

n—k n—k+1 n—k+1 * n—k+1
n—k n—k+1 * * V2
* * * *
n—k n—k+1 Vk—2 Ug—3
n—k Vk—1 Ug—2
Vk U —1

Uy

Vi

uy

uo




L algorithme

m Insertion de la k 4+ 1°diagonale

n—k n—k+1 n—k+1 * n—k+1 V] uo
n—k n—k+1 * * V2 uj
* * * * *
n—k n—k+1 Vik—2 Ug—3
n—k Vk—1 Ug—2
Vk U —1
U
4 cas :

B vi—n—k—u




L algorithme

m Insertion de la k 4+ 1°diagonale

n—k n—k+1 n—k+1 * n—k+1 V] uo
n—k n—k+1 * * V2 uj
* * * * *
n—k n—k+1 Vik—2 Ug—3
n—k Vk—1 Ug—2
Vk U —1
U
4 cas :

B vi—n—k—u
B vi—n—k<u




L algorithme

m Insertion de la k 4+ 1°diagonale

n—k n—k+1 n—k+1 * n—k+1 V] uo
n—k n—k+1 * * V2 uj
* * * * *
n—k n—k+1 Vk—2 Ug—3
n—k Vk—1 Ug—2
Vk Uk—1
Uy

4 cas :

B vi—n—k—u
Vi—n — k<uy
B n—k<vi—u




L algorithme

m Insertion de la k 4+ 1°diagonale

n—k n—k+1 n—k+1 * n—k+1 V] uo
n—k n—k+1 * * V2 uj
* * * * *
n—k n—k+1 Vik—2 Ug—3
n—k Vk—1 Ug—2
Vk U —1
U
4 cas :

B vi—n—k—u
B vi—n—k<u
B n—k<vi—u
A n—k<vp<u




m Insertion de la k + 1¢ diagonale = X*+1)

n—k n—k n—k * n—k Vi ug
n—k n—k * * V) 7
* * * * *
n—k n—k Vi_s U3
n—k Vi Uy
‘Z u//(_]
u;
Remarque

Dans tous les cas u) = uy




n—k+1 V1 uo

n—k+1 Vik—2 Ug—3
n—k Vi—1 Up—2
Vk Uk—1

U



rithme
[ ]

n—k+1 V1 uo

n—k+1 Vk—2 Ug—3
n—k Vi—1 Up—2
Vk Uk—1

U



rithme
[ ]

n—k vy — 1 uy — 1

n—k Ve—1 — 1 > — 1
n—k w1 — 1

n—k



n—k+1 Vi Uo

n—k+1 Vik—2 Ug—3
n—k Vk—1 Ug—2
Vi Ug—1

uj



n—k-+1 Vi uo

n—k+1 Vik—2 Uk—3
n—k Vk—1 Ug—2
Vi Ug—1

uj



* vy —1 uj
* * *
n—=k Vs — 1 Ug—3
n—k Vi—1 — 1 Ug—2
n—k Ug—1

Uy



n—k

n—k+1

Vi

Vk—1

uj

Vk—2

Up—1

n—k+1

Up—2

V2

up_3

Vi

uj

uo



n—k

n—k+1

Vi

Vk—1

uj

Vk—2

U1

n—k+1

Up—2

V2

Ug—3

Vi

uj

uo



n—k

Vi

Vk—1

uj

Vk—2

up—1 — 1

V2 up — 1

up—3 — 1

up—n — 1

ug — 1



L algorithme

oeo

2 cas possibles :

(a) X%+ est un triangle de Gelfand-Tsetlin

n—k Vi

n—k Vk—1 Up—2 — 1
Vi Up—1 — 1

Uy

up — 1

uy — 1



2 cas possibles :

L algorithme

oeo

(b) X*+1) nest pas un triangle de Gelfand-Tsetlin
3 ngk* 1 telqueuj:w

n—k+1

n—k Vi—1

U

l’l—k-‘rl Vi U

Vi Ug—3
uj

Ug—1



2 cas possibles :

(b) X*+1) pest pas un triangle de Gelfand-Tsetlin
= Jj < k— ltel que u; = v,

n—k+1 Vi uoy
* V2 up
* * *
n—k+1 vj Ug—3
n—k Vk—1 \ U

Uy



L algorithme

oeo

2 cas possibles :

(b) X*+1) nest pas un triangle de Gelfand-Tsetlin
3 ngk* 1 telqueuj:w

n—k v o — 1

* %) u — 1

n—k vj s — 1
n—k Vi—1 uj— 1
n—k up—1 — 1

1235



L algorithme

ooe

2 cas possibles :

(b) X*+1) nest pas un triangle de Gelfand-Tsetlin
3 ngk* 1 telqueuj:w

n—k Vi—1

n—k

Uy

up—y — 1

n—k Vi up — 1

V2 u — 1

up—3 — 1

uj — 1



L algorithme

ooe

2 cas possibles :

(b) X*+1) nest pas un triangle de Gelfand-Tsetlin
3 ngk* 1 telqueuj:w

* 1% w —1

n—k Vi w3 — 1
n—k Vk—1 i — 1
n—k w1 — 1

Uy



L algorithme

ooe

2 cas possibles :

(b) X*+1) nest pas un triangle de Gelfand-Tsetlin
3 ngk* 1 telqueuj:w

n—k vy —1 o — 1

* vy — 1 Ml*l

n—k v — 1 ug—3 — 1
n—k Vi — 1 w5 — 1
n—k ug—1 — 1

1235



n—k+1 Vi uoy

n—k+1 Vk—2 Ug—3
n—k Vi—1 Ug—2
Vi Up 1

Uy



n—k+1 Vi uoy

n—k+1 Vk—2 Ug—3
n—k Vi—1 Ug—2
Vi Up 1

Uy



L algorithme

e0

2 cas possibles :

(a) v < vk = X& D est un triangle de Gelfand-Tsetlin

n—k Vi uo

n—k Vk—2 Up—3

n—k Vk—1 Up—2

U



L algorithme

(o] J

2 cas possibles :

(b) v > w1 = X**+D n’est pas un GT

m Soit / = max{i|vi_; < v — i}

n—k+1 Vi
* %)
* Vk—3 *
n—k+1 Vik—2 Ug—3
n—k Vi—1 Ug—2

Vi Uk —1

Uy

uy

uo



L algorithme

(o] J

2 cas possibles :
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Raffinement : Statistiques

Soit X un triangle Gog de taille n.
] Z(X) X1

[ gk tel que xgx = n

1
1 3 4 5 ASM |
1 4 > L1 j
2 4 1 —-11
(3) 1
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@00

X un triangle Magog de taille n

m [(X) = (Z}Lﬁn‘i - 27;1] xﬂ-hi)
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Raffinement : Statistiques

@00

X un triangle Magog de taille n

m [(X) = (Z}Lﬁn‘i - 27;1] xﬂ-hi)

[ ] : Coordonnée de sortie du chemin dans X

1 1 2 3 4 5 I(X) — 4
1 1 3 3 4
1 1
3 k = max{j/x; = j}
1 2



Conjecture sur les triangles

|Gog|n,r; = |Magog|n,r

! 1 2 3 ! 1 3
r r
123 123 111
1 12 13 0 1 11 0
1 1 1
123 123 112 12 3
2 23 13 0 2 12 1 )
2 2 1 1
123 123 2
3 0 0 13 23 3 0

3 3 1




Raffinement : Sta

ooe

Conjecture sur les trapézoides

‘Gog’n,k,r,l = ‘Magog|n,k,r,l

! 1 2 3 ! 1 2 3
7 r
123 123 111 112
1 12 13 0 1 11 11 0
1 1 1 1
123 123 12 113
2 12 13 0 2 12 2 0
2 2 1 1
123 113
3 0 0 13 3 0 0 11
3 1

(3, 1)Gog trapézoides (3, 1)Magog trapézoides
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