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Partitions d’entiers

Partition de n € N* de longueur / : suite d'entiers
)\Z()\1Z>\22'--2)\/>0)

tels que
AMA+X+ A =n

Les parts de X sont : A1, A2,..., A/

Quelques applications diophantiennes
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Partitions d’entiers

Partition de n € N* de longueur / : suite d'entiers
)\Z()\lezZ"-Z)\/>O)

tels que
AMA+X+ A =n

Les parts de X sont : A1, A2,..., A/

Fonction génératrice :

Identité combinatoire :

2

; 1-g% 1
H(lJrq):H 1_Zi :Hl_qzi—1
i>1

i>1 i>1

nombre de partitions de n en parts impaires = nombre de partitions de n en
parts distinctes
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Identités de Rogers-Ramanujan

oo 2 [es]
q” _ 1
;(1767)(17972)--(1*(1") 1:! 1—gn
n=+1 (mod 5)
%) 2 %)
> e - I
=~ (1-q)(1-¢?)...(1—q") 1—q"
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Identités de Rogers-Ramanujan

Lemme de Bailey-chaine de Bailey

S q

nz:% (1-9)(1-¢%)...(1—q")
el qn2+n

HZZO (1-q)1-¢?)...(1-q")

Interprétations combinatoires :

Quelques applications diophantiennes

- nombre de partitions de n telles que A\; — Aj+1 > 2 = nombre de partitions de
n en parts = £1 (mod 5)



Partitions et g-séries Lemme de Bailey-chaine de Bailey Quelques applications diophantiennes

Identités de Rogers-Ramanujan

Interprétations combinatoires :

- nombre de partitions de n telles que A\; — Aj+1 > 2 = nombre de partitions de
n en parts = £1 (mod 5)

- nombre de partitions de n en parts > 2 telles que \; — A\i+1 > 2 = nombre de
partitions de n en parts = £2 (mod 5).
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Notations des g-séries

Pour |g| < 1, on définit le g-factoriel montant :

1, n=0,

(a:q)n = (a)n = {(1 —a)(1—aq)---(1—ag"t), n=1,2,....
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Notations des g-séries

Pour |g| < 1, on définit le g-factoriel montant :

1, n=0,

(a:q)n = (a)n = {(13)(1 —ag)---(1—ag"Y), n=1,2,....

Notation compacte :

(81, ey am)n = (31),-, ce (am)n-
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Notations des g-séries

Pour |g| < 1, on définit le g-factoriel montant :

1, n=0,

(a:q)n = (a)n = {(1 a)(l—aq)---(1—aqg"™), n=1,2,....

Notation compacte :

(81, ey am)n = (31),-, ce (am)n-

a
= a et donc

Origine : i
rlglne q[nl 1 —q
(a°;q)n

Ji:nl (i=q)r =ala+1)...(a+n-1)

(symbole de Pocchammer)
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Coefficients g-binomiaux

nl _|n|  _ (9)n
KoLk, (@@

(1-q)(1—¢°)...(1—q") .
(1-9q)...(1-¢")(1-q)...(1-q"F)
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Coefficients g-binomiaux

nl _|n|  _ (9)n
KoLk, (@@

(1-q)(1—¢°)...(1—q") '
(1-9q)...(1-¢")(1-q)...(1-q"F)

On remarque que :
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On remarque que :
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Coefficients g-binomiaux

(q)n

(@)k(q)n—k

(1-q(1-¢°)...(1—¢q")
(1-q)..(1-¢")(1-9q)...(1—q"%)

3] - ()

n . . -
|:k:| = fonction génératrice des partitions de longueur < k en parts < n — k

€ N[q].

N n
k
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Lemme de Bailey

(an, Bn) est une paire de Bailey relative a a si

Z(q)n e Y n>0.

n+k
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Lemme de Bailey

(an, Bn) est une paire de Bailey relative a a si

n o
n = ——— VY n>0.
S e AL

Lemme (Bailey, 1950)

Si (an, Bn) paire de Bailey relative a a, alors (o, 3;) est aussi une paire de
Bailey relative a a, ot
’ (b7 C)n

% = Taq/b, aq/c), 29/ b) e

, x= (b,c)k(aq/bc)n—« /bl
B = Z (@) (2a/b 20 /c), 2/ be) B
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Lemme de Bailey

(an, Bn) est une paire de Bailey relative a a si

n o
n = ——— VY n>0.
S e AL

Lemme (Bailey, 1950)

Si (an, Bn) paire de Bailey relative a a, alors (o, 3;) est aussi une paire de
Bailey relative a a, ot
’ (b7 C)n

% = Taq/b, aq/c), 29/ b) e

, x= (b,c)k(aq/bc)n—« /bl
B = Z (@) (2a/b 20 /c), 2/ be) B




Partitions et g-séries Lemme de Bailey-chaine de Bailey Quelques applications diophantiennes

Lemme de Bailey

(an, Bn) est une paire de Bailey relative a a si

n o
h = ——— VY n>0.
S e AL

Lemme (Bailey, 1950)

Si (an, Bn) paire de Bailey relative a a, alors (o, 3;) est aussi une paire de
Bailey relative a a, ou
’ (b7 C)n

% = Taq/b, aq/c), 29/ b) e

, x= (b,c)k(aq/bc)n—« /bl
B = Z (@) (2a/b 20 /c), 2/ be) B

En itérant : notion de chaine de Bailey (Andrews, 1984) :

(an, Bn) — (ath, Bn) — (e, Bn) — -+
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Conséquences

Une paire de Bailey classique :

(5)1= 2" (a)n

an=(-1)"q =2 (9)

Quelques applications diophantiennes

ﬂn - 5n,0 .
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Conséquences

Une paire de Bailey classique :

1—ag® (a)n
1—a (g’

Une itération = (ajy, By), qui donne :

1-ag®  (abc.q V) ag""V\“ _ (aq,aq/bc)n
1—a (q,aq/b,aq/c,agN*t)i \ bc "~ (aq/b,aq/c)n

o = (—1)"q(;) ﬂn = 5n,0-

k=0
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Conséquences

Une paire de Bailey classique :

1—ag® (a)n
1—a (g’

Une itération = (ay, 3y), qui donne :

o = (—1)"q(;) ﬂn = 5n,0-

N

1-ag®  (abc.q V) <aq1+N>k _ (aq,3q/bc)n

£~ 1-a (q,aq/b,aq/c,aq"+1), \ bc ~ (ag/b,aq/c)n

Deux itérations = (a’y, Bn), qui donne la transformation finie de Watson :

~ 1-— ank (aa bacydae7q_N)k (32q2+N>k

c~ l-a (g,aq/b,aq/c,aq/d, aq/e, agN+1) \ bcde

N

_ (aq,aq/de)n 5 (aq/be,d,e,a™ )
(ag/d,aq/e)n <= (q,aq/b,aq/c,deq=N/a)
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Conséquences

Une paire de Bailey classique :

1—ag® (a)n
1—a (g’

Une itération = (ay, 3y), qui donne :

o = (—1)"q(;) ﬂn = 5n,0-

N

1-ag®  (abc.q V) <aq1+N>k _ (aq,3q/bc)n

£~ 1-a (q,aq/b,aq/c,aq"+1), \ bc ~ (ag/b,aq/c)n

Deux itérations = (a’y, Bn), qui donne la transformation finie de Watson :

~ 1-— ank (aa bacydae7q_N)k (32q2+N>k

c~ l-a (g,aq/b,aq/c,aq/d, aq/e, agN+1) \ bcde

N

_ (aq,aq/de)n 5 (aq/be,d,e,a™ )
(ag/d,aq/e)n <= (q,aq/b,aq/c,deq=N/a)

Si b,c,d,e, N — oo, on obtient les identités de RR pour a=1et a=gq.
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Chaine de Bailey due a Andrews

m + 1 itérations du Lemme de Bailey :
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Chaine de Bailey due a Andrews

m + 1 itérations du Lemme de Bailey :

Théoréme (Andrews, 1975, 1986)
Pour des entiers m >0 et N >0 :

N _
Z 1_aq2k (a7 b17C17"'7bm+17Cm+17q N)k
1-a (q7 aq/b17 aq/C17 ey aq/bm+1a aq/CmH, an+1)k

k
am+1qm+1+N
<« [—= 7
bici...bmyi1Cmy1

I+l —

k=0

bt +lm

_ (ag,aq9/bmi1Cmi1)n Z a lq

" (aq/bm+1, aq/Ccmi1)n 0<h <ot <N (b2ca)r ... (bmCm)m—1

(@ ") ﬁ biii,civa)y (3q/bici)y—1;_y

(bmircmi1q=N/a), 3 (aq/bi,aq/ci)i;  (@)—i_,
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Fonction zéta de Riemann

Rappelons que pour Re(s) > 1:
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Fonction zéta de Riemann

Rappelons que pour Re(s) > 1 :

=3

k>1

Aux entiers pairs 2m > 2 :

7_[_2m
<(2m) _ (71)m 122m lemW

ol By, € Q nombres de Bernoulli définis par X _ Z B,,X—
ex—1 = n!
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Fonction zéta de Riemann

Rappelons que pour Re(s) > 1 :

=3

k>1

Aux entiers pairs 2m > 2 :

7_[_2m
<(2m) _ (71)m 122m lemW

ol By, € Q nombres de Bernoulli définis par X _ Z B,,X—
ex—1 = n!

Ainsi pour m € N*, ((2m) est un nombre transcendant.
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Comportement diophantien des {(2m + 1), m € N*

Apéry (1979) : ¢(3) ¢ Q.
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Comportement diophantien des {(2m + 1), m € N*

Apéry (1979) : ¢(3) ¢ Q.

Rivoal, Ball-Rivoal (2000) : il y a parmi les {(2m + 1) une infinité de nombres
irrationnels.
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Comportement diophantien des ¢((2m+ 1), m € N*

Apéry (1979) : ¢(3) ¢ Q.

Rivoal, Ball-Rivoal (2000) : il y a parmi les {(2m + 1) une infinité de nombres
irrationnels.

Zudilin (2004) : au moins |'un des nombres ((5), {(7),¢(9), {(11) est
irrationnel.
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Comportement diophantien des ((2m + 1), m € N*

Apéry (1979) : ¢(3) ¢ Q.

Rivoal, Ball-Rivoal (2000) : il y a parmi les {(2m + 1) une infinité de nombres
irrationnels.

Zudilin (2004) : au moins |'un des nombres ((5), {(7),¢(9), {(11) est
irrationnel.

Rivoal (2002) : au moins I'un des nombres ¢(5),¢(7),...,{(21) est irrationnel.

Krattenthaler-Rivoal (2007) : au moins I'un des nombres ¢(5),¢(7), ..., {(19)
est irrationnel.
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g-analogues des ¢(m), m € N\ {0; 1}
Pour s € N* et |q| < 1 (Kaneko-Kurokawa-Wakayama, 2003) :

k
Cals) == qu st—l _ Z ks—1137qk'

k>1  dlk k>1



Partitions et g-séries Lemme de Bailey-chaine de Bailey Quel

g-analogues des ((m), m € N\ {0;1}
Pour s € N* et |q| < 1 (Kaneko-Kurokawa-Wakayama, 2003) :
k
— k s—1 _ s—1 q
Cq(S)-—Zq Zd *Zk 1—7qk
k>1 dlk k>1

On a pour s € N*\ {1} :
(1= q)*¢a(s) = (s = 1)!¢(s)

lim
q—1
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g-analogues des ((m), m € N\ {0;1}
Pour s € N* et |q| < 1 (Kaneko-Kurokawa-Wakayama, 2003) :
k
— k s—1 _ s—1 q
Cq(S)-—Zq Zd *Zk 1—7qk
k>1 dlk k>1

On a pour s € N*\ {1} :

lim (1 = )*Ca(s) = (s = 1)I¢(s)
car
Gls) = TR gl
k>1 m>0
— Z (k+ 1)571q(m+1)(k+1)
k,m>0
s—1 ;
= D 2 dmEETS(s - L)t (k TJ)
k,m>0 j=1 J

m+1

= ;(_1)5_1_j5(5 =1, j)j! Z (]__C;T)JH

m>0
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Résultats aux entiers pairs

Pour s =2m, on a :
B2m

Go(2m) = Z2(1 = Ean(a)

ol les Exm(q) sont les séries d’Eisenstein.
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Résultats aux entiers pairs

Pour s =2m, on a :

BZm
2m) = 2" (1 — Eom
Ca(2m) = 2271~ Eyn(q))
ol les Exm(q) sont les séries d’Eisenstein.

Par la structure de I'espace des formes modulaires sur SL»(Z), on sait que pour
m>2:
Eom(@) = Y. canEa(q)?Es(q)®, cap € Q.

4a+6b=2m
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Résultats aux entiers pairs

Pour s =2m, on a :

BZm
2m) = 2" (1 — Eom
Ca(2m) = 2271~ Eyn(q))
ol les Exm(q) sont les séries d’Eisenstein.

Par la structure de I'espace des formes modulaires sur SL»(Z), on sait que pour
m>2:
Eom(@) = Y. canEa(q)?Es(q)®, cap € Q.

4a+6b=2m

Théoréme (Nesterenko, 1996)

Pour q € C tel que 0 < |q| < 1, au moins trois des nombres q, E>(q), E4a(q) et
Es(q) sont algébriquement indépendants.
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Résultats aux entiers pairs

Pour s =2m, on a :

BZm
2m) = 2" (1 — Eom
Ca(2m) = 2271~ Eyn(q))
ol les Exm(q) sont les séries d’Eisenstein.

Par la structure de I'espace des formes modulaires sur SL»(Z), on sait que pour
m>2:
Eom(@) = Y. canEa(q)?Es(q)®, cap € Q.

4a+6b=2m
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Pour q € C tel que 0 < |q| < 1, au moins trois des nombres q, E>(q), E4a(q) et
Es(q) sont algébriquement indépendants.
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Résultats aux entiers pairs

Pour s =2m, on a :
BZm

Caf2m) = 222 (1~ Eam(q))

ol les Exm(q) sont les séries d’Eisenstein.

Par la structure de I'espace des formes modulaires sur SL»(Z), on sait que pour
m>2:
Eom(@) = Y. canEa(q)?Es(q)®, cap € Q.

4a+6b=2m

Théoréme (Nesterenko, 1996)

Pour q € C tel que 0 < |q| < 1, au moins trois des nombres q, E>(q), E4a(q) et
Es(q) sont algébriquement indépendants.

Conclusion : pour m > 1 et q algébrique, (4(2m) est un nombre transcendant.
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Résultats aux entiers pairs

Pour s =2m, on a :
BZm

Caf2m) = 222 (1~ Eam(q))

ol les Exm(q) sont les séries d’Eisenstein.

Par la structure de I'espace des formes modulaires sur SL»(Z), on sait que pour
m>2:
Eom(@) = Y. canEa(q)?Es(q)®, cap € Q.

4a+6b=2m

Théoréme (Nesterenko, 1996)

Pour q € C tel que 0 < |q| < 1, au moins trois des nombres q, E>(q), E4a(q) et
Es(q) sont algébriquement indépendants.

Conclusion : pour m > 1 et q algébrique, (4(2m) est un nombre transcendant.
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Résultats aux entiers impairs (1)

Cq(1) irrationnel pour certaines valeurs de g (Borwein, 1992).
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Résultats aux entiers impairs (1)

Cq(1) irrationnel pour certaines valeurs de g (Borwein, 1992).
€q(3)...on ne sait rien!
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Résultats aux entiers impairs (1)

Cq(1) irrationnel pour certaines valeurs de g (Borwein, 1992).
€q(3)...on ne sait rien!

Théoréme (Krattenthaler-Rivoal-Zudilin, 2006)

Pour1/q € Z\ {—1;1} et A entier pair :

dimg (Q + Q¢g(3) + - - - + Q¢q(A — 1)) > £(A),
ou
4rA + A — 4r?

f(A) = rPEaNX f(r, A) avec f(r, A) = W

1<r<A/2
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Résultats aux entiers impairs (1)

Cq(1) irrationnel pour certaines valeurs de g (Borwein, 1992).
€q(3)...on ne sait rien!

Théoréme (Krattenthaler-Rivoal-Zudilin, 2006)

Pour1/q € Z\ {—1;1} et A entier pair :

dimg (Q + Q¢g(3) + - - - + Q¢q(A — 1)) > £(A),
ou
4rA + A — 4r?

f(A) = rPEaNX f(r, A) avec f(r, A) = W

1<r<A/2
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Résultats aux entiers impairs (1)

Cq(1) irrationnel pour certaines valeurs de g (Borwein, 1992).
€q(3)...on ne sait rien!

Théoréme (Krattenthaler-Rivoal-Zudilin, 2006)

Pour1/q € Z\ {—1;1} et A entier pair :

dimg (Q + Q¢g(3) + - - - + Q¢q(A — 1)) > £(A),
ou
4rA + A — 4r?

f(A) = max f(r;A) avec f(r;A) := W

1<r<A/2

Théoreme (Krattenthaler-Rivoal-Zudilin, 2006)

Pour1/q € Z\ {—1;1}, au moins I'un des nombres
CQ(?’)a Cq(s)v Cq(7): Cq(g)a Cq(ll) est irrationnel.
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Résultats aux entiers impairs (2)

Théoreme (J-Mosaki, 2007)
Pourl/q € Z\ {—1;1} et A> 4 pair, on a :

dimg (Q +Q¢g(3) +- -+ Q¢a(A—1)) = g(A),
ou

4rA + A — 4r?

g(A) = max g(riA) avec g(r;A) =

1<r<A/2

(2% +2)A— 2 +8r2
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Résultats aux entiers impairs (2)

Théoreme (J-Mosaki, 2007)
Pourl/q € Z\ {—1;1} et A> 4 pair, on a :

dimg (Q +Q¢g(3) +- -+ Q¢a(A—1)) = g(A),
ou

4rA + A — 4r?

g(A) = max g(riA) avec g(r;A) =

1<r<A/2

(2% +2)A— 2 +8r2
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Résultats aux entiers impairs (2)

Théoreme (J-Mosaki, 2007)
Pourl/q € Z\ {—1;1} et A> 4 pair, on a :

dimg (Q +Q¢g(3) +- -+ Q¢a(A—1)) = g(A),
ou

4rA + A — 4r?
(2% +2)A— 2 +8r2

g(A) = max g(riA) avec g(r;A) =

1<r<A/2

Théoréme (J-Mosaki, 2007)

Pour1/q € Z\ {—1;1}, au moins I'un des nombres (q(3), (q(5), Cq(7), (q(9)
est irrationnel.
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Méthode (1)

Proposition (Nesterenko, 1985)

Soient un entier N > 2 et des réels v1, ..., vn. Supposons qu'il existe N suites
d’entiers (pjn)n>0 et des réels ay et az avec az > 0 tels que :

i Ilm —2|0g|p1,nV1+~~-+pNnVN\:—al,

i) pour tout j € {1,..., N}, on alim sup = Iog |pj.nl < .

Alors : o
dimg (Qui +--- + Qwa) > 1+ =

Q2



Partitions et g-séries Lemme de Bailey-chaine de Bailey Q
Méthode (1)

Proposition (Nesterenko, 1985)

Soient un entier N > 2 et des réels v1, ..., vn. Supposons qu'il existe N suites
d’entiers (pjn)n>0 et des réels ay et az avec az > 0 tels que :

i Ilm —2|0g|p1,nV1+~~-+pNnVN\:—al,

i) pour tout j € {1,..., N}, on alim sup = Iog |pj.nl < .

Alors : o
dimg (Qui +--- + Qwa) > 1+ =

Q2
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Méthode (1)

Proposition (Nesterenko, 1985)

Soient un entier N > 2 et des réels v1, ..., vn. Supposons qu'il existe N suites
d’entiers (pjn)n>0 et des réels ay et az avec az > 0 tels que :

i Ilm —2|0g|p1,nV1+~~-+pNnVN\:—al,

i) pour tout j € {1,..., N}, on alim sup = Iog |pj.nl < .

Alors : o
dimg (Qui +--- + Qwa) > 1+ =

Q2

Une série hypergéométrique basique :

z A—2r 2k (@77, 0 ) k(A—2r)n/2+kA/2—k
Sa(q) == () ) _(1- ) — 2 —"q
k>1 (q )n+1
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Méthode (1)

Proposition (Nesterenko, 1985)

Soient un entier N > 2 et des réels v1, ..., vn. Supposons qu'il existe N suites
d’entiers (pjn)n>0 et des réels ay et az avec az > 0 tels que :

i Ilm —2|0g|p1,nV1+~~-+pNnVN\:—al,

i) pour tout j € {1,..., N}, on alim sup = Iog |pj.nl < .

Alors : o
dimg (Qui +--- + Qwa) > 1+ =

Q2

Une série hypergéométrique basique :

k—rn k+n+1)
rn

;n(q) — (q)’,‘,"2’ Z(l . q2k+n) (q 4

k(A—2r)n/2+kA/2—k

2 (")
Combinaisons linéaires :
~ ~ A_l ~ ~
5n(q) = Pon(a) + D Pia(@)Cali) ot Pja(q) € Q(q)
j=3

Jjimpair



Partitions et g-séries Lemme de Bailey-chaine de Bailey Q

Méthode (2)

On montre que :
I 1
Du(q)Bynla) € Z H e {0,3,5.. A1)

ol Da(q) = (A— 1)1 gl 071 g (1/g)* a = —A/8 — r2/2 et
dn(q) = ppcm(qg —1,...,q" — 1).



Partitions et g-séries Lemme de Bailey-chaine de Bailey Quel

Méthode (2)

On montre que :
I 1
Du(a)Bin(a) € Z H e {0,3,5.. A1)

ol Da(q) = (A— 1)1 gl 071 g (1/g)* a = —A/8 — r2/2 et
dn(q) = ppcm(qg —1,...,q" — 1).

L'asymptotique de 5,(q), Dn(q) et Pj .(g) redonne le résultat de
Krattenthaler, Rivoal et Zudilin.
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Méthode (2)

On montre que :
I 1
Du(a)Bin(a) € Z H e {0,3,5.. A1)

ol Da(q) = (A— 1)1 gl 071 g (1/g)* a = —A/8 — r2/2 et
dn(q) = ppcm(qg —1,...,q" — 1).

L'asymptotique de 5,(q), Dn(q) et Pj .(g) redonne le résultat de
Krattenthaler, Rivoal et Zudilin.

Théoreme (J-Mosaki, 2007)
On a

Bu(a)Bynla) € Z H ve{0,3,5.. A1)
ot Da(q) = (A= 1)1 gL 4777 d,(1/g)7
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Utilisation de la formule d'Andrews

Il faut montrer que :

e S {;’u/l_l gef-w)(l - q“fuz)} c2[o]]

u=1



Partitions et g-séries Lemme de Bailey-chaine de Bailey Q

Utilisation de la formule d'Andrews

Il faut montrer que :

1 dn(1/q)"* |Vd"‘7S i n—2j 2-| 1
- — _e&(u)(1—q¢"7u) €Z|q =
1—gk (A=s)! [duA = Ju:1 q
Par la formule d'Andrews :

n

3 g(u)(1 - q" Fu?) Zv

J=k
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Utilisation de la formule d'Andrews

Il faut montrer que :

e L e ] el

u=1

Par la formule d'Andrews :

n

3 g(u)(1 - q" Fu?) Zv

J=k

et avec une étude arithmétique

o G ] <2 [0 ]
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