_________________________

LaBRI - UniversitØ Bordeaux I, 351 Cours de la LibØration, 33405 TALENCE CEDEX , FRANCE

Ce travail a re�u un soutien du PRC MathØmatiques et Informatique et du DØpartement de MathØmatiques de l’UniversitØ de Melbourne.

Langages algØbriques :

� la frontiŁre entre la Combinatoire

et l’Informatique

M. DELEST

RØsumØ. Nous donnons un rappel sur la dØsormais classique mØthode de Sch�tzenberger ainsi que les deux extensions principales qui en ont ØtØ faites : les grammaires � opØrateurs, les q-grammaires.

1 - INTRODUCTION

DŁs les annØes 60, des travaux thØoriques ont dØbutØs sur l’Øtude syntaxique des langages en vue de produire des compilateurs performants. C’est en 64 [27] que Randell et Russel ont rØalisØ la premiŁre Øtude dØtaillØe d’un compilateur pour ALGOL 60 dont les structures syntaxiques restent encore d’actualitØ pour les langages actuels. Le fait de pouvoir ou non reconna�tre un langage passe par l’intermØdiaire des gØnØrateurs des langages appelØs grammaires. Les traductions en langages machines sont obtenues par des compilateurs construits � partir des grammaires et de rŁgles de traduction. La mØthode gØnØralement utilisØe est celle des attributs du � Irons [24][25][1]. Une automatisation de ces procØdØs est possible dans le cas de grammaires ayant des propriØtØs particuliŁres par les programmes LEX et YACC trŁs connus et dans le domaine public c’est-�-dire accessible via une connexion par FTP sur un site de l’INTERNET. Ces programmes sont fort utilisØs par les personnes qui rØalisent des compilateurs ou des interfaces homme-machine.

Au del� de ces travaux liØs � l’Informatique trŁs vite les langages sont apparus comme un moyen pour coder les objets. M.P. Sch�tzenberger [28] [29] a montrØ une Øtroite relation entre les problŁmes d’ØnumØration en combinatoire et les classifications entre langages. L’utilisation de langages algØbriques appara�t alors comme un lien ØlØgant entre le niveau combinatoire et le niveau analytique. Soit Ω une classe d’objets combinatoires ØnumØrØs par une suite d’entiers an oø n est la valeur d’un paramŁtre p sur ces objets. La mØthodologie de M.P. Sch�tzenberger consiste en trois Øtapes. Tout d’abord, construire une bijection entre les objets de Ω et les mots d’un langage algØbrique de telle maniŁre que pour un objet ω de Ω, le paramŁtre p sur ω devienne un nombre de lettres dans le mot codant ω. La notion de grammaire est alors essentielle puisqu’elle dØcrit le systŁme non commutatif correspondant. L’utilisation de ce qui s’appelle le passage � l’image commutative permet alors de dØduire une Øquation dont la fonction gØnØratrice de la suite an est solution. Deux extensions de cette mØthode ont ØtØ donnØes. La premiŁre due � Cori et Richard [9] introduit des opØrateurs afin de construire � partir d’un langage des langages plus complexes. Elle a permis notamment de prouver des formules de Tutte sur les cartes planaires [7]. La seconde mØthode due � Delest et FØdou [13] consiste � introduire l’opØration de traduction des langages. Cette technique est issue de la mØthode des attributs utilisØe pour dØcrire les mØcanismes de traduction au sein d’un compilateur. Elle permet essentiellement d’obtenir des Øquations non algØbriques (q- Øquations) � partir d’un codage algØbrique des objets.

Dans cet exposØ, aprŁs quelques dØfinitions et notations, nous exposerons d’abord la notion de grammaire telle qu’elle appara�t naturellement en Informatique.

Nous montrerons ensuite la relation entre langages et sØries formelles et essentiellement les problŁmes liØs � l’ambigu�tØ. Nous donnons ensuite les grandes lignes de la mØthode de Sch�tzenberger. Nous dØcrirons ensuite les notions de grammaires � opØrateurs et de q-grammaires. Certaines des notions dØcritent ici interviennent dans l’implØmentation du logiciel CalICo1 [15][11] que nous rØalisons.

2 - DEFINTIONS ET NOTATIONS

Cette section est un bref rØsumØ des notions utiles pour comprendre la suite de ce texte. Des dØtails plus complets peuvent Œtre trouvØs dans Berstel [3], Ginsburg

[22], Aho et Ullmann [1].

Soit X un ensemble non vide appelØ alphabet. Les ØlØments de X sont appelØs lettres. On appelle mot une suite de lettre de X. Le mot vide est notØ usuellement par ε. Soit u et v deux mots sur X, u=u1...up et v=v1....vq. On dØfinit la concatØnation de deux mots comme le mot uv=u1...upv1....vq. On note X* le mono�de libre engendrØ par X c’est � dire l’ensemble des mots Øcrits sur X muni de l’opØration de concatØnation.

Le nombre d’occurrence d’une lettre x dans un mot u est notØ |u_x. Le nombre de lettres de w est appelØ longueur de w et notØ _w_.

Un langage est un sous ensemble de X*. A tout langage L, on peut associer une fonction gØnØratrice

L= w

w≥L⊇_,

qui est lØment de =<<X>> algŁbre des sØries formelles non-commutatives � variables dans X et coefficients dans =.

3 - GRAMMAIRES ALGEBRIQUES

Dans ce paragraphe, nous dØfinissons la notion de grammaire et dØcrivons deux exemples de base en Combinatoire et Informatique.

DEFINITION 1. Une grammaire algØbrique est un quadruplet G=<N,X,P,s> tel que

N et X sont deux alphabets disjoints appelØs respectivement alphabet non terminal et terminal, s est un ØlØment de N appelØ axiome et P un ensemble de paires (α, β) avec α≥ N et β≥ (N �X)* appelØes rŁgles de production que l’on note aussi α � β.

1 CalICo est un logiciel dØveloppØ au sein du Groupe de Combinatoire EnumØrative de

Bordeaux. Les personnes participantes en 1994 sont Y. Chiricota, M. Delest, J.M. FØdou, V.

Gaudin, G. MØlan�on, N. Rouillon.

Langages algØbriques : � la frontiŁre entre la Combinatoire et l’Informatique 3

Soit α dans N, et u dans (N � X)* u=u1αu2, on appelle dØrivation dans G une rØØcriture du mot u en v=u1βu2 avec (α, β) dans P. On notera u � v. On dit qu’un mot w dØrive d’un symbole non terminal α dans G si il existe une suite de dØrivations permettant de rØØcrire α en w. On notera α �* �w. L’ensemble des mots

engendrØs par s est appelØ langage algØbrique engendrØ par G, on note L(G). En gØnØral, il existe plusieurs grammaires pour un langage algØbrique donnØ.

EXEMPLE 1. L’exemple le plus classique de l’Informatique est le langage des expressions arithmØtiques bien formØes sur une seule lettre. Ces mots sont gØnØrØs par la grammaire G1 donnØe par N={E,T,F}, X={a,+,*,(, )}, s=E, et les productions E �E+T , E �T , T �T*F , T �F , F �( E ), F �a .

Un exemple de mot engendrØ par cette grammaire est ( a + a * a ) + a * a. L’arbre de syntaxe abstraite c’est-�-dire celui dØduit de la dØrivation d’un mot dans G est un arbre binaire qui permet un calcul efficace de telles expressions en machine (voir figure 1). Dans la suite, puisque nous parlerons de sØries formelles, pour plus de clartØ, nous substituons � la lettre terminale + (resp. *, resp. (, resp. )) la lettre p (resp. m, resp. x, resp. † x ). Toutes les instructions et toutes les phrases "comprises" par un compilateur donnØ sont dØcrites par une grammaire algØbrique. Le langage Pascal comme son prØdØcesseur ALGOL Øtaient dØcrits pour l’utilisateur par une grammaire.

EXEMPLE 2. L’exemple le plus classique en Combinatoire est le langage de Dyck qui code de nombreuses structures arbres, chemins, polyominos par exemple. Ces mots sont gØnØrØs par la grammaire G2 donnØe par

N={D}, X={x, x _ }, s=D, et les productions

D �x D x _ D , D �ε . Un exemple de mot engendrØ est x x x _ x x _ x _ x x _ . On trouvera figure 2 diverses structures combinatoires codØes par ce mot.

+

*

a a

+

a *

a a

Figure 1. Arbre binaire associØ � l’expression (a+a*a)+a*a.

Arbre binaire Chemin dans N^N Un polyomino parallØlogramme

Figure 2. Objets combinatoires codØs par le mot x x x _ x x _ x _ x x _ . Les deux exemples ci-dessus sont ceux de grammaires algØbriques non ambiguºs c’est-�-dire telles que tout mot du langage engendrØ ne peut Œtre obtenu qu’une seule fois par les rŁgles de productions � partir de l’axiome dans une dØrivation gauchedroite (on dØrive d’abord le non terminal le plus � gauche). Dans ce cas les sØries formelles associØes aux langages vØrifient des Øquations qui se dØduisent directement des rŁgles de production. On a ainsi pour G2 le systŁme

E = E pT + T

T = TmF + F

F = xE x _ + a et pour G1, l’Øquation D=x D x _ D + ε.

4 - M�THODOLOGIE DE SCH� TZENBERGER

Cette mØthodologie appara�t comme une idØe de M.P. Sch�tzenberger dŁs 1959

[28][29]. Par la suite, le premier a avoir dØveloppØ cette idØe fut Gross [23]. Des dØveloppements ont ØtØ donnØs par Cori et Richard [9] conduisant � des

ØnumØrations sur les cartes planaires [7], d’autres par Fliess [3] avec des applications

� la rØsolution d’Øquations diffØrentielles, enfin Viennot avec des applications en combinatoire ØnumØrative [33] et Flajolet au calcul assymptotique [21]. Signalons en 1975, en France, une Øcole d’Informatique ThØorique sur les sØries formelles dans laquelle de nombreux articles sur ce sujet ont ØtØ ØditØs par Berstel [3]. Cette mØthode est connue maintenant sous le nom de DSV-mØthodologie � la suite d’une demande de M.P. Sch�tzenberger � Viennot [32].

Soit X un alphabet, X= {x1, ..., xk}. Le passage � l’image commutative permet d’obtenir � partir de la sØrie non-commutative, une sØrie commutative appelØe sØrie

ØnumØrative du langage et dØfinie par

χ^0 (L)= n^{i1i2 ...ik} x^1_{i1} x^2_{i 2} ...x^k_{ik}

(i^1 ,i^2 ,...,i^k )≥N_k⊇

telle que n^{i1i2 ...ik} est le nombre de mots w de L tel que pour tout j≥ [1..k], _w_x^j�=ij.

On dØfinitainsi une application de %<<X>> dans 1 [ [X] ] demi-anneau de sØries formelles commutatives � variables dans X. On notera souvent L la sØrie χ^0(L).

L’application χ^0 n’est pas un morphisme mais on a les propriØtØs suivantes:

Langages algØbriques : � la frontiŁre entre la Combinatoire et l’Informatique 5

PROPRIETE 2. Soient A, B, C trois langages sur X. Suposons que les opØrations produit et somme sont non ambiguºs (i) si A=BC alors χ_0(A) = χ_0(B) χ_0(C), (ii) si A=B+C et B�C est vide alors χ_0(A) = χ_0(B) + χ_0(C), (iii) si A ne contient pas le mot vide alors χ_0(A*) = (1-χ_0(A))-1.

Ces propriØtØs de l’application χ_0 sont les briques essentielles des travaux fondamentaux dßs � M.P. Sch�tzenberger [28] dont une consØquence est

THEOREME 3. L’image par χ_0 d’un langage algØbrique est une sØrie algØbrique composante de la solution du systŁme d’Øquations obtenu par χ_0 � partir d’une grammaire non ambiguº de ce langage.

EXEMPLE 3. On peut calculer la sØrie ØnumØrative associØe a G2, on a le systŁme commutatif suivant E = pET + T , T = mTF + F , F = xx _ E + a .

On a alors l’Øquation suivante E = (1 + pE)(x+ Ez^2 ) 1− mx− mxxE , et on obtient par exemple ainsi la fonction gØnØratrice des nombres en d’expressions arithmØtiques bien formØes en identifiant toutes les variables � x

E(x) = e_n x^n = n� 0⊇ 1− 3x^2 + 1− 6x^2 + x^4

4x^3 . Cet exemple est empruntØ au livre d’exemples de calcul asymptotique en ΛΥ Ω [21]. Plus classique est le calcul sur le langage de dyck qui mŁne � l’Øquation D= xxD^2 +1.

Un calcul analytique trivial montre que

D(x,x)=

1− 1− 4xx 2xx , dont on dØduit aisØment que le nombre de mots de Dyck de longueur 2n est le nombre de Catalan

C_n = 1 n+1 2n n ⊄ ⊆ ⊂ ⇔ ⇑ ⇐. De nombreux problŁmes d’ØnumØration dans divers domaines ont ØtØ rØsolus par cette mØthode dont seules quelques rØfØrences peuvent Œtre listØes ici : polyominos [10][33], structures secondaires de tRNA [30]. On trouvera une vue gØnØrale de ces rØsultats dans [31][34]. REMARQUE. Certains langages algØbriques ne sont associØs � aucune grammaire non ambiguº. Flajolet [20] a montrØ que leurs sØries gØnØratrices sont liØes aux sØries transcendantes.

4 - GRAMMAIRES A OPERATEURS

L’intØrŒt de considØrer des grammaires est de pouvoir faire passer � travers la syntaxe une certaine sØmantique de maniŁre � obtenir des traductions des textes sources en des programmes exØcutables performants. L’idØe sous-jacente est d’obtenir � partir de langages simples des langages plus complexes. Cori et Richard

[9] utilisŁrent cette idØe pour ØnumØrer des objets que l’on ne peut pas coder par des langages algØbriques mais dont la sØrie ØnumØratrice est algØbrique. Pour cela ils ont introduits la notion d’Øquations � opØrateur. Ils montrŁrent ainsi que pour certaines de ces Øquations non algØbriques la sØrie gØnØratrice des objets peut Œtre algØbrique.

L’application est donnØe dans le domaine des cartes par Cori [7]. C’est cette approche que nous voulons exposer ici partiellement. On dØfinit l’image commutative d’un opØrateur.

DØfinition 4. Si H est un opØrateur de %< <X> > dans %< <X> >, Hχo est l’opØrateur de 1 [ [X] ] dans 1 [ [X] ] qui s’il existe est tel que Hχo o χ^0 = χ^0 o H.

EXEMPLE 4. Les morphismes alphabØtiques ont une image commutative. Soit H1 l’opØrateur qui conserve le mot vide et dans un mot non vide ne conserve que la premiŁre lettre. H1 n’admet pas d’image commutative. Cori dans [7] dØfinit l’opØrateur Λ sur %< <{x,y}> > de la maniŁre suivante:

si _f_x= 0 alors Λ(f)=0 sinon f=ynxg et Λ(f)= yn+1g.

Soit s(x,y) une sØrie de 1 [ [{x,y}] ]. L’image commutative de l’opØrateur Λ est donnØe par:

Λ^{χ 0} (s(x, y)) = y x χ^0 (s(x,y))− χ^0(s(0,y)) ( ) Il est clair que le fait qu’un opØrateur commute permettra de prendre l’image commutative d’un systŁme faisant intervenir cet opØrateur. Le problŁme ØtudiØ concerne les conditions de rØsolution pour de telles Øquations. D’autres auteurs ont regardØ par la suite les systŁmes pour lesquels on pouvait dØduire des propriØtØs d’algØbricitØ de la sØrie gØnØratrice du langage solution. Ainsi Chottin [6] en a donnØ une formalisation puis Dulucq [18] a introduit des φ -dØrivations pour lesquelles des rØsultats d’algØbricitØ peuvent Œtre prouvØs. L’un des rØsultats est la preuve bijective par Cori, Dulucq, Viennot [8] du fait que CnCn+1 compte les produit de mØlange de deux mots de Dyck et dØduisent le nombre de permutations de Baxter alternantes.

Par la suite cette technique fut utilisØ � nouveau dans le calcul asymptotique de la complexitØ de l’algorithme de Na�mi-Trehel par Arnold, Delest et Dulucq [2].

5 - q-GRAMMAIRES

En Informatique, la compilation nous enseigne que la mØthode des attributs sØmantiques dØcrite par Irons [24][25] puis Knuth [26] permet d’associer une traduction � tout mot d’un langage algØbrique. Certaines de ces traductions ne sont pas des langages algØbriques. Ce point est d’un grand intØrŒt pour la combinatoire

ØnumØrative puisque certains problŁmes connus comme algØbriques pour certains paramŁtres sont aussi non algØbriques pour d’autres. On prendra pour exemple le cas de la sØrie ØnumØrative des diagramme de Ferrers (reprØsentation d’une partition, figure 3) qui est algØbrique suivant le pØrimŁtre f(x) =

x_2

1− 2x ,

Langages algØbriques : � la frontiŁre entre la Combinatoire et l’Informatique 7

Figure 3. ReprØsentation d’une partition d’un entier

par un diagramme de Ferrers.

et non algØbrique suivant l’aire

f(q) = 1 1 − q^i i=1

� ≡^.

L’intØrŒt de la mØthode des attributs rØside dans le fait que chaque traduction est dØfinie localement sur chaque rŁgle de la grammaire. Ceci est un moyen trŁs efficace de construire un traducteur fiable. En effet, les grammaires des compilateurs

comptent frØquemment une centaine de rŁgles. Les problŁmes de traduction en fonction du contexte d’utilisation d’une rŁgle parmi les cents peut Œtre ramenØ � un problŁme local. Le lecteur trouvera dans [26] une Øtude plus gØnØrale. Nous nous restreignons aux attributs "synthØtisØs". Pour introduire cette dØfinition, nous dØcrivons tout d’abord un exemple.

EXEMPLE 5. Afin d’Øvaluer les expressions arithmØtiques des compilateurs, des instructions machines de chargement dans des registres du processeur sont gØnØrØes. Ces opØrations de chargement sont trŁs coßteuses en temps, il faut donc minimiser leurs nombres. On calcule le nombre minimum de registres nØcessaires pour l’Øvaluation de l’expression avant gØnØration du code par la grammaire attribuØe suivante: E �E+T, ν(E):=si ν(E)=ν(T) alors ν(T)+1 sinon max(ν(E),ν(T)) E �T , ν(E):=ν(T) T �T*F, ν(T):=si ν(T)=ν(F) alors ν(T)+1 sinon max(ν(E),ν(T)) T �F , ν(Τ):=ν(F) F �( E ), ν(F):=ν(E) F �a . ν(F):=1 On trouvera Figure 4 le calcul de cet attribut sur l’arbre de dØrivation dØcrit figure1. Ce calcul n’est autre que celui du nombre de Strahler des arbres binaires [30] qui intervient Øgalement en Biologie dans le paramŁtre ordre des tRNA. On a montrØ figure 4 ce calcul sur l’arbre de syntaxe abstraite de l’expression. On trouvera un survol de ce sujet dans [34].

Nous donnons cidessous une dØfinition trŁs parcellaire des grammaires d’attributs.

DEFINITION 5. Une grammaire d’attributs est une grammaire algØbrique G=<V,X,S,S> ayant un ensemble fini d’attributs A(Y) associØ � chaque non terminal Y de V. Chaque attribut τ est une application de V dans un domaine Dτ. Un attribut τ est dit synthØtisØ si pour chaque rŁgle de S de la forme Y � u1Y_1u2Y2..... Ynun+1

8 M. DELEST telle que ui est dans X*, τ(Y) peut-Œtre calculØ rØcursivement comme suit τ(Y) = f(γ1(Y1), ..., γn(Yn)) avec pour tout k dans [1,n], γk est dans A(Yk) et f est une application de Dγ 1 A�... ADγ n dans Dτ. L’image d’un mot w par τ est Øgal � la valeur de τ(S) dans la dØrivation S �* �w de w dans G.

Suivant cette idØe de traduction, en Combinatoire, on peut espØrer ramener le problŁme de trouver des rØcurrences sur un objet suivant un paramŁtre non algØbrique � un problŁme local de traduction sur des configurations particuliŁres algØbriques. Nous nous bornerons ici au cas simple oø la traduction est Øquivalente � l’adjonction d’une lettre [13].

Definition 6. Une q-grammaire (G,τ) est une grammaire d’attribut telle que :

(i) G = <V,X,S,S> une grammaire non ambiguº,

(ii) τ est un attribut synthØtisØ � valeur dans &[X�{q}],

(iii) Pour chaque lettre x dans X et chaque mot w dans O(G) on a

_τ(w)_x�=_w_x�.

La traduction τ(w) d’un mot w est appelØ q-analogue du mot w et est notØe (w;q).

Soit qG = (G,τ) une q-grammaire.

E

+ E T

T

F

F T *

F a

a

( ) E

+ E T

T F a

F T *

F a

a

1 1

1 1

1

1

1

1 1

1

1

1 1

1

2

2

2

2

2

+

* a a

+ a * a a

1

1 1

1 1

3

2

2

2

2

3

Figure 4. Arbre de dØrivation attribuØ et nombre de strahler de l’arbre de syntaxe abstraite.

10 M. DELEST rØsultats rØunis ont permis de produire la formule donnØe par Dubernard et Dutour

[17].

NOTE

Cet article aurait pu Œtre celui de l’Øquipe de Combinatoire Bordelaise qui depuis

1975 sous la direction de Robert Cori et Xavier Viennot a considØrablement dØveloppØ cette dØmarche.

REMERCIEMENTS

L’auteur remercie Tony Guttmann pour son accueil chaleureux et efficace en

Australie.

REFERENCES

[1] A. AHO, J. ULLMAN, "The theory of parsing, translation and compiling", Prentice Hall,

Englewood Cliffs, NJ (1973).

[2] A. ARNOLD, M. DELEST, S. DULUCQ, ComplexitØ de l’algorithme d’exclusion mutuelle de Na�mi-Trehel, Actes du 37Łme CongrŁs de l’ACFAS, UQUAM, MontrØal,

Canada, Mai 1989.

[3] J. BERSTEL et alt, "SØries formelles en variables non commutatives et applications",

Actes de la cinquiŁme Ecole de Primptemps d’Informatique ThØorique, Vieux-Boucau les Bains (1977).

[4] J. BETREMA, J.G. PENAUD, Animaux et arbres guingois, TCS 117 (1993), 67-89.

[5] M. BOUSQUET-MELOU, A method for the enumeration of various classes of columnconvex polygons, Rapport LaBRI No. 578-93, soumis a publication.

[6] L. CHOTTIN, Etude syntaxique de certains langages solutions d’Øquations avec opØrateurs, T.C.S. 5 (1977), 51-84.

[7] R. CORI, Un code pour les graphes planaires et ses applications, AstØrisque 27 (1975).

[8] R. CORI, S. DULUCQ, X. VIENNOT, Shuffle of parenthesis systems and Baxter permutations, J. of Comb. Th. A, 43 (1986), 1-22.

[9] R. CORI, J. RICHARD, EnumØration des graphes planaires � l’aide des sØries formelles en variables non commutatives, Discrete Maths., 2 (1972), 115-162.

[10] M. DELEST, Polyominoes and animals: some recent results, J. of Maths Chemistry, 8

(1992), 3-18.

[11] M. DELEST, J.M. FEDOU, G. MELANCON, N. ROUILLON, Faire des mathØmatiques avec CalICo, � para�tre dans le Bulletin des Annales du QuØbec.

[12] M. DELEST, J.M. FEDOU, Enumeration of skew Ferrers diagrams, Discrete Maths,

112 (1993), 65-79.

[13] M. DELEST, J.M. FEDOU, Attribute grammars are usefull for combinatorics, Actes des

JournØes Traitement des sØries en variables non commutatives de Paris, Rapport

UniversitØ de Rouen, Eds. G. Duchamps, G. Jacob et D. Krob, Avril 1990, TCS 98

(1992) 65-76.

[14] M. DELEST, X. VIENNOT, Algebraic languages and polyominoes enumeration, Theor.

Comp. Sci., 34(1984), 169-206.

[15] M. DELEST, N. ROUILLON, CalICo a software for combinatorics, � para�tre dans

AMS series.

[16] J.P. DUBERNARD, q-grammaires et polyominos parallØlogrammes, ThŁse de l’UniversitØ Bordeaux 1, 1993.

[17] J.P. DUBERNARD, I. DUTOUR, EnumØration de polyominos convexes dirigØs, � paraitre dans les actes de SFCA’94.

[18] S. DULUCQ, Equations avec opØrateurs : un outil combinatoire, ThŁse de 3iŁme cycle,

Bordeaux, 1981.

[19] I. DUTOUR, J.M. FEDOU, Grammaires d’objets, prØ-publication, LaBRI 1994.

[20] P. FLAJOLET, Ambiguity and transcendence, rapport INRIA, 397 (1985).

Langages algØbriques : � la frontiŁre entre la Combinatoire et l’Informatique 11

[21] P. FLAJOLET, B. SALVY, P. ZIMMERMAN, Automatic average-case analysis of algorithms, TCS 79, 1 (1991), 37-109.

[22] S. GINSBURG, "The mathematical theory of context free languages", McGraw-Hill, New-York, 1966.

[23] M. GROSS, Applications gØomØtriques des langages formels, I.C.C. Bul., 5 (1961), 141- 168.

[24] E.T. IRONS, A syntax directed compiler for Algol 60, Comm. ACM 4 (1961) 51-55. [25] E.T. IRONS, Towards more versatile mechanical translations, Proc. Symp. Appl. Math., 15 (1963) 41-50.

[26] D.E. KNUTH, Semantics of context-free languages, Maths. Sys. 2 (1968), 127-145. [27] B. RANDELL, L.J. RUSSEL, Algol 60 implementation, Academic Press, New-York, 1964.

[28] M.P. SCH� TZENBERGER, Certain elementary families of automata, in Proc. Symp. on Mathematical Theory of Automata, Polytechnic Institute of Brooklyn, 1962, 139-153.

[29] M.P.SCH� TZENBERGER, Context-free langages and pushdown automata, Information and Control 6 (1963), 246-264.

[30] M. VAUCHAUSSADE, X. VIENNOT, Enumeration of RNA secondary structures by complexity, Actes Mathematics in Biology and Medecine, Bari (1985), Lecture Notes in Biomathematics, 1985, 360-365.

[31] X. VIENNOT, Enumerative combinatorics and algebraic languages, Actes FCT’85, ed.

L. Budach, Lecture Notes in Computer Science, 199, 450-464. [32] X. VIENNOT, entretien privØ avec M.P. Sch�tzenberger, Mai 1991. [33] X. VIENNOT, A survey of polyominoes enumeration, Actes SFCA’92, Ed. P. Leroux et C. Reutenauer, MontrØal, 1992, 399-420.

[34] X. VIENNOT, Trees dans "Mots", mØlange offert � M.P. Sch�tzenberger, M. Lothaire, Ed. hermes, Paris, 1990, 265-291.