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Correction Devoir Maison n° 1

1) Xqo(abbaaaabaa) =4 .

2) On écrit tout les mots de Q1, Q9 et 3 et on détermine leur image par X. En sommant
dans chacun des cas, on obtient :

Gl(z) = é
Galz) = T+7
G 5 2z 22
3(2) = g + g + g .
3) On voit q 1e Ay = {a}, By = {b}, P.(a) = P,(b) = 5 et X(a) = X(b) =0. On a donc
Hl(z) = ?
Kl(Z) = 5 .

4) Par définition, Hy, (1) = 3" ,ca, Pr(w). Or 37, ca Pr(w) est la probabilité de A,. La pro-
babilité de A, est la probabilité que la derniere lettre d’un mot de n lettres soit a. Tout les

1 1

mots étant équiprobables cette probabilité est P.(A,,) = 3 Donc H,(1) = 7
1
De méme K, (1) = P.(B,,) = 3

5) Par définition G, (2) = Y ,cq, Pr(w)zXr () 11 est clair que Q, = A, B, et que cette
union est disjointe d’ou :

Z PT('LU)ZXn(w) — ( Z Pr(’w)ZX"(w> ( Z P (w Xn(w) .

wWEN, wEA, wE By,

On a donc la relation G,,(z) = Hyp(2) + K (2) .
6) On suit l'indication de I’énoncé qui nous invite a écrire
Apy1 = {wa tel que w € A} U{wa tel que w € By} .

(Dans la ligne ci-dessus, on note wa un mot de n+1 lettre formé du mot de n lettres w auquel
on rajoute la lettre a.)
Il est bien clair que cette union est disjointe. On en déduit :

Hup = 30 Prlw)een®) = (Z Pr<wa>zxn+1<wa>) + ( > Pr<wa>zXn+1<wa>> - ()

wEAp4+1 wEAy, wEBR

Maintenant, on remarque que Yw € €, P.(wa) = %Pr(w) (car P.(w) = 2% et P.(wa) =
1

on+1 )

D’autre part X, 1(wa) = X, (w) si w finissait par la lettre b (car les occurrences du motif

aa sont toute dans w) et X,41(wa) = X, (w) + 1 si w finissait par la lettre a (car il y a une

occurrence supplémentaire du motif aa & la fin du mot wa). On a donc

Z P, (wa)z Xn+1 wa) _ Z P Xn(w Z P.( X"(w :an(Z)

wEAn wEA, wGAn

et
1
Z P wa Xn+1 wa) Z P Xn(w Z P X"(w) = §Kn(2’) .

wE By, wEBn wEBn



En reportant ces égalités dans I’équation (1) on obtient

Hon(z) = SHal2)+ %Kn(z).

De méme, on a

By y1 = {wb tel que w € A, } U{wb tel que w € B, } .

Do,

Knp1 = (Z Py (wb)z n+1<wb>) + ( > Pr(wb)zx"“(wb)) .

wEA wEBp,

1
On remarque que Yw € Q,, P,.(wb) = EPr(w) et Yw € Q,, X,11(wb) = X,

(2)

(w) (car on ne

crée pas d’occurrences supplémentaires du motif aa en rajoutant la lettre ) dont on déduit

Z PT(wb) n+1(wb Z P Xn(w _ Z P Xn(w

wEA, wWEAn wEA

et

Z Pr(wb)zXnJrl(wb Z P Xn(w Z P Xn(w) _

wE By, wEBn wEBn

En reportant ces égalités dans I’équation (2), on obtient

Kn1(2) = 3Ha(z)+ 3Kal2)

7) (Question optionnelle)

= SHA(2)

En vue du systeme d’équation de la question précédente, il suffit de prendre M =

Kpir(2) 1/2

%Kn(z) .
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DO 0=
v

. o [ H 1/2 ,
On montre maintenant la propriété < n+1(2) ) =Mm". < / ) par récurrence sur 7 :

H 1/2
— Pour n = 0, il s’agit de montrer que < 1(2) ) = < / ) ce qui a été fait en question

Ki(2) 1/2
n® 3.
Hn-i—l(z)

— Supposons la propriété vrai au rang n. [ On suppose donc
Kn—H (Z)

On sait que ( an(z) ) =M - < Kn:(z) )

Kn+2 (Z)

Donc, en utilisant 'hypothese de récurrence, il vient n2(2) = Mt <

La propriété est donc vrai au rang n + 1.
La propriété est donc vrai pour tout n > 0.
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