
Inféren
esStatistiques

Le
al
uldesprobabilitéspermet,àpartird'unmodèlethéorique,

d'asso
ieràunévénementuneprobabilitéquimesurelafréquen
ede

sonapparitiondansunesuited'épreuvesidentiques.La
onstru
tion

dumodèlemêmeestuneautreinvestigationquiresteàfaire.Les

te
hniquesstatistiquesvontnousaideràre
onstruirelemodèleou

nousautoriserànousposerun
ertainnombredequestionssurle

modèleàpartird'unbonnombred'observations(uné
hantillon)de

réalisationsdel'événementétudié.Ces inféren
essontfondéessur

des
ritèrestelsquelavraisemblan
edesvaleursobservées,l'absen
e

debiaisoula
onvergen
edesprévisionssuggéréesparl'é
hantillon

lorsquelataillede
elui-
iaugmente.
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Estimation

Lathéoriedel'estimationestuneproblématiqueimportanteensta-

tistiquethéorique.Disposantd'uné
hantillon

x
1
,...,x

n deréalisations

d'unev.a.
Xd'uneloidonnée,oùunouplusieursparamètressontin-


onnus,quelle(s)valeur(s)peut-onproposerpourle(s)paramètre(s)

in
onnu(s)?
Nousappelonsdanslasuitelav.a.

Xvariablealéatoireparente.Pour

l'évaluationd'unparamètre(ouunve
teurparamètre)in
onnu

θdont

dépendlaloide

X,
onsidéronsl'appli
ation:
θ̂
n

=
θ̂
n
(X

1
,...,X

n
),

quiestunev.a.,prenantunevaleurpossiblede
θ.L'appli
ation

θ̂
n

doitêtremesurable.

2

Elleseraappeléeunestimateurde

θ;i.e.pouruneréalisation

(x
1
,...,x

n
),

lavaleurde

θestévaluéepar:θ̂
n
(x

1
,...,x

n
).

Ilfautnoterquelenombred'argumentsd'unestimateurn'estpas

�xé etvarieave


n,quiestlatailledel'é
hantillon.

QualitésSouhaitées

Jusqu'i
iunestimateurestdé�nidefaçonarbitraire.Ilestévident

qu'unetelleintrodu
tionneprésenteau
unintérêtquesionl'enri
hit

de
ertainesqualitésoude
ertainesmesuresdeperforman
es.Nous

énuméronsdanslasuitequatrepropriétéssouhaitées.Ellesnesontpas

né
essairement
ompatibles.Deplus,lare
her
hed'unestimateur,

possédantuneperforman
esouhaitéepeutnepasêtreunetâ
he

fa
ile.

3

MaximumdeVraisemblan
e

Dé�nition.Onpeutjusti�erle
hoixd'unestimateurparlefaitqu'il

maximiselavraisemblan
edelaréalisationdel'é
hantillon

(x
1
,...,x

n
).

•Silaloiestdis
rète,lafon
tiondevraisemblan
eestlaprobabilité

pourque:

(X
1
,...,X

n
)
=

(x
1
,...,x

n
).

•Silaloiadmetunedensité

f,lafon
tiondevraisemblan
eestle

produit:

f
(x

1
)...f

(x
n
).

Danslesdeux
aslafon
tiondevraisemblan
e,notée

L
n
(θ

)dépend

de

n,de

(x
1
,...,x

n
)etde

θ.

4



L'estimateur

θ̂
n
(x

1
,...,x

n
)estappeléunestimateurdumaximumde

vraisemblan
e,s'ilmaximiselafon
tiondevraisemblan
e.

Exemple.Ondisposed'uné
hantillon

(x
1
,...,x

n
)d'unev.a.

Xsuivant

uneloidePoissondeparamètre

λin
onnu.Trouverunestimateurdu

maximumdevraisemblan
ede

λ.

Solution.Lafon
tiondevraisemblan
evaut:

L
n
(λ

)
=

e −
n
λ

λ
x
1
+

...+
x

n

x
1
!...x

n
!

.

Pourmaximiser
etteexpressionparrapportà

λ,ilsu�tdemaximiser

e −
n
λ

λ
x
1
+

...+
x

noudefaçonéquivalentesonlogarithme.
5

Un
al
ulsimple,passantparladérivationdulogarithme,aboutità

l'estimateurdumaximumdevraisemblan
e:

λ̂
n

=
1n

n∑i=
1

x
i .

Onendéduitquel'estimationduparamètred'uneloidepoissonpar

laméthodedumaximumdevraisemblan
enous
onduitàidenti�er

leparamètreparlamoyennearithmétiquedel'é
hantillon.

Biaisd'unEstimateur

Dé�nitions.Unestimateur
θ̂
n de

θestditsansbiais,sisonespéran
e

vaut

θpourtout

n
∈

N
∗;sinononditqu'ilestbiaisé.Sil'espéran
ede

θ̂
n 
onvergevers

θ,ilestalorsappeléasymptotiquementsansbiais.6

L'estimateur

λ̂
n

=
1n

∑
ni=

1
x

i estunestimateursansbiaisdupara-

mètredelaloidePoisson.
Convergen
ed'unEstimateur

Dé�nition.Unestimateur

θ̂
n de

θestdit
onvergent,s'iltenden

probabilitévers

θ,lorsque

n
→

∞.

E�
a
itéAbsolued'unEstimateur

Dé�nition. Unestimateur

θ̂
n de

θestabsolumente�
a
esi,étant


onvergentetsansbiais,ilpossèdelapluspetitevarian
eparmitous

lesestimateurspartageantlesdeuxpremièrespropriétés.
7

QuelquesEstimateursStandard

Estimateurstandarddel'espéran
e.Soit

(x
1
,...,x

n
)uné
hantillon

d'unev.a.possédantuneespéran
ein
onnue

µ.Sonestimateurstan-

dardestlamoyennedel'é
hantillon:

µ̂
n
(x

1
,...,x

n
)

=
1n

n∑i=
1

x
i .

Cetestimateurestsansbiais.Ilestdeplus
onvergent,lorsquelav.a.

parenteadmetunevarian
e(laloidesgrandsnombres).

Danslasuite,pourallégerlanotation,noussupprimonslaréféren
e

del'estimateuràl'indi
e

netauxarguments

x
1
,...,x

n ,lorsqu'iln'ya

pasledangerde
onfusion.
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Estimateurstandardd'unedistributiondeprobabilité�nie.Soit
(x

1
,...,x

n
)uné
hantillond'unev.a.

Xprenantunedesvaleurs
α
1
,...,α

k

ave
lesprobabilitésin
onnues

p
1
,...,p

k respe
tivement.L'estimateur

standardduve
teur

p
=

(p
1
,...,p

k
)estdé�nipar:

p̂
i

=
1n

n∑j
=

1 1

{
α

i } (x
j ),

i
=

1
,...,k

.

Autrementdit,l'estimateurstandardde
haque

p
i estlafréquen
e

relatived'o

urren
esde

α
i dansl'é
hantillon.C'estunestimateur

sansbiais.Onpeutaussidémontrerque
etestimateurmaximisela

fon
tiondevraisemblan
e.

9

Estimateurstandarddelavarian
e.Soit

Xunev.a.admettantune

espéran
e
µetunevarian
e

V,toutesdeuxin
onnues.Soit

(x
1
,...,x

n
)

uné
hantillonde
X.L'estimateurstandardjoint

(µ̂
,V̂

)estdonnépar:

µ̂
=

1n

n∑i=
1

x
i et

V̂
=

1

n
−

1

n∑i=
1

(x
i −

µ̂
)
2
.

Cetestimateurdelavarian
eest
onvergentetsansbiais.Onnotera

qu'ilvautlavarian
eempiriquemultipliéeparlefa
teur

n
n−

1 .On

démontreene�etquel'espéran
ede
ettedernièrevaut

n−
1

n
Vetil

faut,don
,lamultiplierpar
n

n−
1 pourla�débiaiser�.
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Dansle
asoùl'espéran
e

µest
onnue,l'estimateurstandarddela

varian
edevient:

V̂
=

1n

n∑i=
1

(x
i −

µ
)
2

et
etestimateurdelavarian
eest
onvergentetsansbiais.

Estimateurstandarddel'é
art-type.Ilestdonnéepar:

σ̂
=

√
V̂

,

où
V̂estl'estimateurstandardde

V,donnéparl'unedesdeuxformules

delase
tionpré
édente.
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Estimateursstandarddela
ovarian
eetdu
oe�
ientde
or-

rélation. Étantdonnéuné
hantillon

(
(x

1
,y

1
),...,(x

n
,y

n
)) du
ouple

(X
,Y

)dev.a.réellesadmettant
ha
uneuneespéran
eetuneva-

rian
ein
onnues.L'estimateurstandard

ĉo
vde

co
v
(X

,Y
)estdonné

par:

ĉo
v

=
1

n
−

1

n∑i=
1

(x
i −

µ̂
)(y

i −
ν̂
),

où

µ̂et

ν̂sontlesestimateursstandarddel'espéran
ede

Xetde


ellede

Yrespe
tivement.

Demême,l'estimateurstandard

ĉo
r
rde

co
r
r
(X

,Y
)estdonnépar:

ĉo
r
r

=
ĉo

v

σ̂
.τ̂

,

où

σ̂et

τ̂sontlesestimateursstandarddel'é
art-typede

Xetde


eluide

Yrespe
tivement.Cesdeuxestimateurssontsansbiais.12



IntervalledeCon�an
e(J.Istas)

Étantdonnéunestimateur

θ̂
n d'unparamètrein
onnu

θ,quelle
on�an
e

peut-onluia

order?Prenonsunintervalle
entréderayon
δautour

de

θ̂ ,et
her
honsàdéterminersi

θappartientoupasà
etintervalle.

Évidemment,saufdansdes
astrèsparti
uliers,onnepeutrépondre

ave

ertitudeàlaquestion�

θ
∈

[θ̂
n
±

δ
]?�.Onpeuttoutefois
on�r-

mer,dumoinsenprin
ipe,qu'ave
une
ertaineprobabilité

α,lavraie

valeurduparamètresetrouvedans
etintervalle.Nousdironsalors

quel'intervalle

[θ̂
n
±

δ
]estunintervallede
on�an
edeniveau

α.

Exemple.Soit

(x
1
,...,x

n
)uné
hantillond'unev.a.normaleré-

duited'espéran
e

µin
onnue(i.e.

N
(µ

,1
)).Trouverunintervallede


on�an
edeniveau

αpourl'estimateurstandarddel'espéran
e.13

Solution.L'estimateurstandarddel'espéran
eétantdé�nipar:

µ̂
n
(x

1
,...,x

n
)

=
1n

n∑i=
1

x
i ,

ondémontrefa
ilementque
'estunev.a.normaled'espéran
e

µ

etdevarian
e
1n .Onendéduitquelav.a.

√
n

(µ̂
n
−

µ
)estunev.a.

normale
entrée-réduite.Nousavonsalors,pourtout

δ
>

0:

P
r

(|µ̂
n
−

µ|≤
δ

√
n

)
=

1
√

2
π

∫|x|≤
δ
e −

x
2
/
2
d
x
.

Pourunniveau

αdonné,
hoisissons
δdesorteque:

1
√

2
π

∫|x|≤
δ
e −

x
2
/
2
d
x

=
α

.

Onpeutdon
a�rmerque
µappartientàl'intervalle

[µ̂
−

δ
/ √

n
,

µ̂
+

δ
/ √

n ]

ave
laprobabilité

α.
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Ils'agitdon
d'unintervallede
on�an
edeniveau

αpourl'estima-

teur.IntervalledeCon�an
eAsymptotique

Ilarrivesouventquele
al
ulexa
td'unintervallede
on�an
esoit

di�
ile,alorsquele
al
uld'unintervallede
on�an
eappro
hé,

lorsquelatailledel'é
hantillontendversl'in�ni,soita

essible.On

parlealorsd'intervallede
on�an
easymptotique.

Exemple.Soit
Xunev.a.quel
onqued'espéran
e

µin
onnueet

devarian
e
1.Soit

(x
1
,...,x

n
)uné
hantillonde

X.On
onsidère

l'estimateurstandard
µ̂

n
=

1n

∑
ni=

1
x

n de

µ.Trouverunintervallede


on�an
easymptotiquedeniveau

αpour

µ̂
n .
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Solution.Nousne
onnaissonspaslaloidelav.a.

µ̂
n .Noussavons

enrevan
heque,lorsque

n
→

∞, √
n
(µ̂

n
−

µ
)
onvergeenloiversune

v.a. normale
entréeetdevarian
e1.Nousavonsdon
asymptoti-

quement:

P
r

(|µ̂
n
−

µ|≤
δ

√
n

)
≍

1
√

2
π

∫|x|≤
δ
e −

x
2
/
2
d
x
.

Choisissonsalors

δdesorteque:

1
√

2
π

∫|x|≤
δ
e −

x
2
/
2
d
x

=
α

.

Nouspouvonsalors
on�rmerquelaprobabilitépourquelepara-

mètrein
onnu

µsetrouvedansl'intervalle

[µ̂
−

δ
/ √

n
,

µ̂
+

δ
/ √

n ]vaut

asymptotiquement

α.Par
onséquent
etintervalleestunintervalle

de
on�an
easymptotiquedeniveau

αpourl'estimateurproposé.16


