
ProbabilitésContinues

Dansle
asoùl'espa
edesévénementsélémentairesn'estpasdénom-

brablelesprobabilitésnepeuventpasêtre
ara
tériséespon
tuelle-

ment.Ene�et,ilsepeutque
esprobabilitéssoientnulleset,don
,

leur
onnaissan
en'apporteau
uneinformationsurlaprobabilitédes

événements
ontenantunein�nitéindénombrabled'événementsélé-

mentaires.Considéronsàtitred'exemple,lesproblèmessuivants:

�(AiguilledeBu�on).Onlan
euneaiguilledelongueur1surun

parquetdontleslamessontparallèlesdedistan
e1.Quelle estla

probabilitéquel'aiguille
hevau
heunelameduparquet?

�Unepro
édureagénéréuniformémenttroisréelsaléatoiresdans

l'intervalle(réel)[0;1℄.Quelleestlaprobabilitépourque
esgran-

deurssoientlesmesuresdes
�tésd'untriangle?
1

Onnepeutpasformuler
esquestionsentermesdeprobabilités

asso
iéesàdesvaleurspon
tuellesdesparamètresquidéterminent

l'événement.Nous sommesalorsramenéàemprunterd'autresoutils

quelasommedeprobabilités(oud'unesériedeprobabilités).

Dansle
asdesespa
es
ontinus,le
al
uldelaprobabilitéd'un

événementparunesomme(employédansle
asdesespa
esdis
rets)

doitêtrerempla
éeparuneintégrale.Onpeutavoiraussiunespa
e

quin'estni
ontinunidis
ret.UneintégrationausensdeLebesgue

peutfournirunen
adrementuniverseluniformepourtouslesespa
es

probabilisés.
Danslasuite,nousintroduisonsunfondementélémentairedu
al
ul

desprobabilités,ensupprimantlespreuvesde
ertaines
onstru
tions,

quipeuventsetrouverdanslesouvragessurle
al
uldesprobabilités

ousurlathéoriedelamesure.
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Espa
eProbabilisé

Dé�nition.Soit
unensemblenonvidequel
onque.Unefamille

Adesous-ensemblesde
(i.e.A�P(
))estappelée�-algèbreou

tribu,sielle
ontient
etestferméepourla
omplémentationetla

réuniondénombrable:

�
2A
�A2A) �A2A

�Sipourtouti2N,Ai 2A,alors Si2N Ai 2A.
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Exemple.Pour
=fa;b;
g,les�-algèbrespossiblessur
sont:

�f;;
g
�f;;
;fag;fb;
ggetdeuxautresfamillesobtenuesparlespermutions

b !aet
 !a.

�P(
)=f;;fag;fbg;f
g;fa;bg;fa;
g;fb;
g;
g.

*********************************************************

Propriétés.Ondémontrefa
ilementque:

�Toute�-algèbreestferméepouruneinterse
tiondénombrable.

�L'interse
tiond'une
lassede�-algèbresesten
oreune�-algèbre

�SoitCunsous-ensembledeP(
).Ilyaunepluspetite�-algèbre

qui
ontient C.
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Dé�nitions.Lapluspetite�-algèbre
ontenantCestappelée�-

algèbreengendréeparC.Dansle
asdeR(ouR kengénéral),on

prendpourCla
lassedesintervalles(oudespavés)ouverts,fermés,

àdroiteet/ouàgau
he(pourR k,Cestla
lassedespavésdutype

Qk1 hai ;bi i,oùhetiprennentlesvaleurs[et℄.La�-algèbreengendrée

parCestalorsappeléetribudesboréliensdeR(oudeR k).Cette

TribuestnotéeparB(ouBk ).

Exemple.Soit 
=fa;b;
;dg.Quelleestla�-algèbreengendréepar

ffag;f
;dgg?
Solution.Onvéri�efa
ilementquel'ensemble:

D=f;;
;fag;fbg;fa;bg;f
;dg;fa;
;dg;fb;
;dgg

estlapluspetite�-algèbre
ontenantl'ensembledonné.
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Dé�nition.Unespa
eprobabiliséestuntriplet(
;A;Pr),où
est

unensemblenonvide,Aune�-algèbresur
etPruneappli
ation

de Adans[0;1℄telleque:

�P(
)=1
�pourtoutesuiteAi ,i2N,d'élémentsdeA2-à-2disjoints:

Pr 0� [i2N Ai 1A= Xi2N Pr(Ai ):(�-additivité)

Prestappeléeuneloi(oumesureoudistribution)deprobabilitésur

A,etpourtoutA2A,Pr(A)s'appelleprobabilitédeA.
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En
equi
on
ernelestribusdesboréliens,nousadmettonslethéo-

rèmesuivant,dontladémonstrationdébordele
adrequenousnous

sommes�xéi
i.

Théorème.SoitPruneappli
ationdel'ensembledespavésdeR k

dans[0;1℄satisfaisant:

�Pr(R k)=1
�siAestunpavédeR kquiestlaréuniond'unesuiteAi ,i2Nde

pavés,2-à-2 disjoints,deR kalors:
Pr(A)= Xi2N Pr(Ai ):

AlorsPrseprolongedefaçonuniqueenunemesuredeprobabilité

surBk .
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PropriétésÉlémentaires

Soit(
;A;Pr)unespa
eprobabilisé.Nousavons:

�Pr(;)=0.
� PourtoutA2A,Pr( �A)=1�Pr(A).

�PourtoutA;B2A:
Pr(A[B)+Pr(A\B)=Pr(A)+Pr(B)

etdon
:
Pr(A[B)�Pr(A)+Pr(B):

8



QuelquesExemplesSimples

Exemple1.Unepro
édureagénérédeuxréelsXetYuniformément

etindépendammentdansl'intervalle[0;1℄.Dé�nirl'espa
eprobabilisé

et
al
ulerlaprobabilitépourqueladistan
e(eu
lidienne)dupoint

(X;Y)del'originenedépassepas1.

Solution.Onprendpour
le
arré[0;1℄�[0;1℄.La�-algèbreA

estengendréeparl'ensembledespavés(oui
ire
tangles)
ontenus

dans
.LamesuredeprobabilitéPrestleprolongementuniquede

l'appli
ationquiasso
ieàtoutre
tangle
ontenudans
sonaire.

Ladistan
edupoint (X;Y)del'originenedépassepas1sietseule-

mentsiilsetrouveàl'intérieurdupremierquadrantdélimitéparle


er
led'origine(0;0)etderayon1.Or
etterégionestd'aire �4 .D'où

laprobabilitére
her
héevaut �4 .
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X

Y

O

Pr(ZoneHa
hurée)= �4 �0:78539816
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Exempe2.Unepro
éduregénèrelesréelsXetYuniformémentetin-

dépendammentdansl'intervalle[a;b℄,oùa<b,etenretournelemaxi-

mum.Quellelaprobabilitépourlavaleurretournéesoit�z2[a;b℄?

Pourqu'elleappartienneàl'intervalle[
;d℄�[a;b℄?

Solution.SoitZ=maxfX;Yg.OnaZ�zsietseulementsiX�z

etY�z,pourtoutz2[a;b℄.Laprobabilitéde
ha
unde
esdeux

événementsest z�ab�a .Ilssontdeplusindépendantset,don
:

Pr(Z�z)= (z�a) 2
(b�a) 2 :

Onendéduit:Pr(
<Z�d)= (d�a) 2
(b�a) 2 � (
�a) 2
(b�a) 2 :
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Fon
tiondeRépartition

Danslasuite,nousintroduisonslafon
tionderépartitionetladensité

(lorsqu'elleexiste)pourlesmesuresdeprobabilitésdé�niessur(R;B).

SoitPrunemesuredeprobabilité.Safon
tionderépartition(f.r.)F

estdé�niepar:F(t)=Pr( ℄�1;t℄) ;8t2R:

Propriétés

Nousadmettonslesdeuxpropositionssuivantessurlesf.r.12



Proposition.Laf.r.Fest
roissante,àvaleurdans[0;1℄,
ontinue

àdroiteettellequelimt!1 F(t)=1etlimt!�1 F(t)=0.

LaPropositionsuivantepermetde
ara
tériseruneloideprobabilité

entermesdesaf.r.

Proposition.SoitF:R![0;1℄
roissante,
ontinueàdroiteettelle

que limt!1 F(t)=1etlimt!�1 F(t)=0.Alorsilexisteunemesure

deprobabilitéuniquePrsur(R;B)dontlaf.r.estF.
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Densité

SoitFlaf.r.deladistributionPr.S'ilexisteunefon
tionftelleque:

F(t)= Zt�1 f(x)dx;8t2R;

alors
ettefon
tionfs'appelleladensitédePr.Laf.r.étant
rois-

sante,siladensitéfexiste,sonintégralede�1àt,doitvaloirF(t).

Don
,onpeutdé�nirladensitéf
ommeladérivéededelaf.r.,si


ettedernièreenadmetune.
QuelquesExemplesSimples

Exemple1.SoitPrladistributionuniformesur[0;1℄,donnéepar

Pr(ha;bi)=l([0;1℄\ha;bi),pourtoutintervalleha;bi,oùl'appli
ation

ldésignelalongueurd'unintervalle.
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Laf.r.estdonnéepar:F(t)= 8><>: 0sit<0
tsi0�t<1

1sit�1:

Elleadmetladensité:f(t)= 8><>: 0sit<0
1 si0�t<1

0 sit�1:
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1

F
onction de répartition de la loi uniform

e

tt

F
(t)

f(t)1

1

OOD
ensité de la loi uniform

e
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Exemple2.SoientZlavaleurmaximalededeuxréalisationsindé-

pendantesdelaloiuniformedans[0;1℄,fournieparl'exemplepré
é-

dent.Nousavons:
Pr(Z�t)=Pr(X�tetY�t)=t 2;8t2[0;1℄:

Onendéduit:
FZ (t)= 8><>: 0sit<0
t 2si0�t<1

1 sit�1:

Cettef.r.admetladensité:
fZ (t)= 8><>: 0sit<0
2tsi0�t<1

0sit�1:
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