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Probabilités Dis
rètes

Exemple. On lan
e deux dés.

Ω = D × D =


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L'espa
e Ω 
ontient 6 × 6 = 36 éléments. 5

Distribution uniforme :tous les éléments de Ω sont de même probabilité 1
36

⇐⇒tous les éléments de D sont de même probabilité 1
6.*******************************************Dé�nitions. Un espa
e probabilisé dis
ret est un 
ouple (Ω, Pr), où

Ω est un ensemble non vide au plus dénombrable et Pr une appli
ationde Ω dans [0,1] telle que :
∑

ω∈Ω

Pr(ω) = 1.

6
• Ω : espa
e des événements élémentaires

• A ⊂ Ω : événement

• Pr : une loi (ou distribution) de probabilité sur Ω

• On prolonge Pr sur P(Ω) par :

Pr(A) =
∑

ω∈A

Pr(ω), ∀A ⊂ Ω

Pr(A) : probabilité de AProposition
• Pr(∅) = 0

• Pr(Ā) = 1 − Pr(A)

• Pr(∪i∈IAi) =
∑

i∈I Pr(Ai) , pour toute famille au plus dénombrable

Ai, i ∈ I d'éléments de P(Ω) 2-à-2 disjoints. 7

Exemple. On peut adopter une hypothèse non uniforme enposant :

Pr2( ) = Pr2( ) =
1

4

Pr2( ) = Pr2( ) = Pr2( ) = Pr2( ) =
1

8Sur Ω = D × D, nous pouvons dé�nir la distribution produite :

Pr22(dd′) = Pr2(d)Pr2(d
′)Dans le 
as où les deux dés sont pipés, nous avons

Pr22( ) =
1

4
.
1

8
=

1

32
.On démontrera fa
ilement que Pr22 est bien une distribution de pro-babilité sur Ω. 8



A titre d'exemple, on peut dé�nir l'événement �double� par :
A =







, , , , ,





Or nous avons par dé�nition :

Pr(A) =
∑

ω∈A

Pr(ω)Pour la distribution uniforme, 
ette probabilité vaut
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6
.Alors que, pour Pr22, elle vaut
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16
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.
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Dé�nition. Soit (Ω, Pr) un espa
e probabilisé dis
ret et soit Ω′ unensemble non vide au plus dénombrable. Une variable aléatoire (v.a.)

X à valeurs dans Ω′ est une appli
ation de Ω dans Ω′. Nous prenonssouvent pour Ω′ un sous-ensemble de N ou de R.On pourra munir Ω′ d'une loi de probabilité PrX en posant, pour tout

ω′ ∈ Ω′ :
PrX(ω′) = Pr(X−1({ω′}))Proposition. PrX est une loi de probabilité sur Ω′, i.e.

∑

ω′∈Ω′
PrX(ω′) = 1.

Nous avons de plus, pour tout A′ ⊂ Ω′ :
PrX(A′) = Pr(X−1(A′)) 10

Lorsqu'il n'y a pas le danger de 
onfusion, PrX sera désignée par Pr.

Exemple. Soit S(ω) la v.a. qui est la somme des points des deuxdés, par exemple S( , ) = 3 + 6 = 9. Le tableau 
i-dessous
ara
térise la loi de probabilité pour la v.a. S par rapport à 
ha
unedes distributions (uniforme et biaisée) :

s 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Pr11(S = s) 1
36

2
36

3
36

4
36

5
36

6
36

5
36

4
36

3
36

2
36

1
36

Pr22(S = s) 4
64

4
64

5
64

6
64

7
64

12
64

7
64

6
64

5
64

4
64

4
6411



Espéran
e Mathématique et Varian
eUne variable aléatoire admet un 
ertain nombre de valeurs typiques.Nous 
onsidérons dans la suite les v.a. à valeurs dans R.Dé�nition. En arithmétique usuelle la valeur moyenne de n nombresest dé�nie 
omme leur somme divisée par n. En 
al
ul des probabilités,l'espéran
e d'une v.a. est dé�nie 
omme la somme des valeurs prisespondérées par les probabilités respe
tives, 
'est-à-dire :

EX =
∑

x∈X(Ω)

x.Pr(X = x)lorsque 
ette somme 
onverge absolument. (X(Ω) est l'ensemble desvaleurs prises par la v.a. X). Sinon, on dit que X n'admet pas d'es-péran
e. 12

Exemple. Revenons au 
as de la v.a. S, désignant la somme desdeux dés, et 
al
ulons son espéran
e pour 
ha
une des distributions

Pr11 et Pr22 :
• E11S = 2. 1

36 + 3. 2
36 + ... + 12. 1

36 = 7.

• E22S = 2. 4
64 + 3. 4

64 + 4. 5
64 + ... + 12. 4

64 = 7.Etant donné que l'espéran
e de la v.a. X, désignant le point obtenupar un seul dé, vaut :
• E1X = 1

6.(1 + 2 + ... + 6) = 3.5 (pour le dé uniforme)

• E2X = 1
4.(1 + 6) + 1

8.(2 + 3 + 4 + 5) = 3.5 (pour le dé pipé)on peut se demander s'il y a un lien entre l'espéran
e d'une sommede v.a. et la somme des espéran
es. 13

Linéarité de l'espéran
eProposition. Soient X1 et X2 deux v.a. dé�nies sur le même espa
eprobabilisé dis
ret (Ω, Pr) et admettant toutes deux une espéran
e.Soit α ∈ R. Alors :

E(αX1) = αEX1

E(X1 + X2) = EX1 + EX2

Que peut-on dire de l'espéran
e d'un produit de v.a. ?
14

Dé�nitions. On peut 
onsidérer plusieurs v.a. sur le même espa
eprobabilisé dis
ret. Soient les v.a. X et Y dé�nies sur (Ω, Pr). La loi(ou distribution) 
onjointe est la donnée de :

PrXY (X = x, Y = y) = Pr({ω ∈ Ω|X(ω) = x, Y (ω) = y})pour tout x et tout y possibles.

X et Y sont dites indépendantes, si pour tout x et tout y possibles,on a PrXY (X = x, Y = y) = PrX(X = x)PrY (Y = y).Proposition. Si X et Y sont deux v.a. indépendantes admettant uneespéran
e, alors la v.a. produite XY admet une espéran
e et

E(XY ) = EXEY. 15



Exemple. Soient X et Y les points obtenus en lançant deux dés(nous 
onsidérons les 
as des dés uniformes et 
elui des dés pipés).Ces deux v.a. sont indépendantes (par la dé�nition de Pr11 ou de
Pr22 ). Soient S = X + Y et P = XY . Nous avons :

• ES = 7
2 + 7

2 = 7, EP = 7
2.72 = 49

4 .(un 
al
ul dire
t fondé sur lesprobabilités des di�érentes valeurs de P aboutit au même résultatdans les deux 
as.)

• Mais S et P ne sont pas indépendantes. Nous avons toutefois

E(S + P) = ES + EP = 7 + 49
4 . Un 
al
ul des probabilités des va-leurs de SP permet d'obtenir son espéran
e : E(SP) = 637

6 dansle 
as des dés uniformes et 112 dans le 
as des pipés ; qui sontdi�érentes, dans les deux 
as de

ES.EP = 7.
49

4
=

343

4
. 16

Dé�nitions. Un paramètre important qui vient tout de suite aprèsl'espéran
e est la varian
e. Elle mesure la dispersion d'une v.a. Si Xest une v.a. dé�nie sur (Ω, Pr), sa varian
e est dé�nie par :

VX = E((X − EX)2)lorque 
elle-
i existe.Un exemple. La probabilité d'un gain égal à 100 millions d'eurospour un billet de loterie est de 1
100. Nous disposons de deux 
hoixpour a
heter deux billets de loterie : nous pouvons a
heter soit deuxbillets distin
ts, soit deux billets quel
onques.Les espéran
es dans les deux alternatives sont égales et valent 
ha-
une 2 millions d'euros. Comparons-les en fon
tion de leur varian
es.17

Dans la première alternative (billets distin
ts), on peut gagner 0 ou

100 millions d'euros ave
 les probabilités respe
tives 0.98 et 0.02.Dans la deuxième (billets quel
onques), on peut gagner 0, 100 ou

200 millions d'euros ave
 les probabilités respe
tives 0.9801, 0.0198et 0.0001.Pour la première alternative, nous avons don
 la varian
e suivante (en

1012 euros2 !) :
0.98(0 − 2)2 + 0.02(100 − 2)2 = 196.Et pour la deuxième :

0.9801(0 − 2)2 + 0.0198(100 − 2)2 + 0.0001(200 − 2)2 = 198.On en déduit que la se
onde alternative est légèrement plus risquéeque la première. 18

Dé�nition. La ra
ine 
arrée de la varian
e est appelée é
art-type etest notée par σ :

σX =
√

VX.

Proposition. Nous avons :

VX = E(X2) − (EX)2.

Proposition. Si X et Y sont deux v.a. indépendantes admettant 
ha-
une une varian
e, alors la v.a. X + Y admet une varian
e qui est lasomme des deux varian
es. 19


