
Fon
tions Génératri
esLorsque les v.a. prennent valeurs dans N, l'utilisation des fon
tionsgénératri
es pour les suites des probabilités et les te
hniques asso
iéesdeviennent outils favoris dans l'étude des distributions dis
rètes. Lafon
tion génératri
e d'une v.a. X à valeurs dans N est dé�nie par :

GX(z) =
∑

k≥0

Pr(X = k)zk.Cette série entière en z 
ontient toutes les informations sur la v.a.

X. Elle est, par ailleurs l'espéran
e de zX, puisque :

GX(z) =
∑

ω∈Ω

Pr(ω)zX(ω).
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Exemple. ( Une appli
ation à la théorie des langages) Soit

A = {a, b, c, d} un alphabet à 4 lettres. Appelons L l'ensemble des motsgénérés par le �s
héma� suivant :
a,b,c

L={a,b,c}*d
d

2

Supposons maintenant qu'on tire su

essivement une lettre dans Aave
 la même probabilité 1
4, jusqu'à 
e qu'on obtienne la lettre d.L'ensemble des mots qui peuvent être obtenus par 
es tirages est lemême langage L introduit pré
édemment :

L = {w ∈ A∗ | w se termine par une o

urren
e de det ne 
ontient pas d'autre o

urren
e de d}
= {a, b, c}∗dOn peut munir Ω = L d'une distribution de probabilité en asso-
iant à 
haque mot ∈ L la probabilité de son tirage. Par exemple

Pr(ababad) = 1
4.14.14.14.14.14 = 1

46.Soit X la v.a. asso
iant à 
haque mot de L sa longueur. Il est fa
ilede voir que Pr(X = k) = 3k−1

4k . 3

La fon
tion génératri
e de X est don
 :

GX(z) =
∞
∑

k=1

3k−1

4k
zk =

z

4 − 3z
.

Propriétés élémentairesDans la suite nous retirons l'indi
e X de GX(z) lorsqu'il n'y a pas dedanger de 
onfusion.Proposition. On a G(1) = 1.Proposition. On peut obtenir l'espéran
e et la varian
e d'une v.a. àpartir de sa fon
tion génératri
e par : 4



• EX = G′(1)
• VX = G′′(1) + G′(1) − [G′(1)]2.

Exemple. Reprenons le 
as du langage L, muni de la distributionqui asso
ie à tout mot de longueur k une probabilité égale à 1
4k . Onvéri�e fa
ilement que :

G(1) = 1.On 
al
ule l'espéran
e et la varian
e en dérivant G. On a :

G′(z) =
d

dz
G(z) =

4

(4 − 3z)2et

G′′(z) =
4.2.3.(4 − 3z)

(4 − 3z)4
=

24

(4 − 3z)3
. 5

Nous avons en vertu de la proposition pré
édente :

• EX = G′(1) = 4

• VX = G′′(1) + G′(1) − [G′(1)]2 = 24 + 4 − 42 = 12*******************************************

Une autre propriété importanteUne propriété 
ara
téristique des fon
tions génératri
es est la suivantequi est très utile en 
al
ul des probabilités, lorsqu'on a a�aire à lasomme des v.a. indépendantes. 6

Proposition. Soient X et Y deux v.a. indépendantes. La fon
tiongénératri
e de la v.a. X + Y est le produit des fon
tions génératri
esde X et de Y :

GX+Y (z) = GX(z)GY (z).

Exemple. On 
ontinue le tirage de lettres dans l'alphabet

{a, b, c, d} et l'on s'arrête, 
ette fois, après la se
onde o

urren
e dela lettre d. Le �s
héma� 
i-dessous génère le langage des mots quipeuvent être tirés :
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a,b,c
d

L2={a,b,c}*d{a,b,c}*d

d
a,b,c

Nous avons

L2 = LLet tout mot w dans L2 est la 
on
aténation d'un mot u ∈ L et un mot

v ∈ L. Ces deux derniers mots sont tirés indépendamment 
ha
un dans

L. 8

Par ailleurs, on a |w| = |u| + |v|, où X = |u| et Y = |v| sont deux v.a.indépendantes. En vertu de la proposition pré
édente, la longueur

S = X + Y du mot tiré dans L2 admet la fon
tion génératri
e :

GS(z) = GX(z)GY (z) =

[

z

4 − 3z

]2
=

z2

(4 − 3z)2
.

On peut obtenir l'espéran
e et la varian
e de S en dérivant GS(z),mais la méthode la plus simple 
onsiste à faire la somme des espé-ran
es et la somme des varian
es :
• ES = 4 + 4 = 8

• VS = 12 + 12 = 24. 9

Quelques Distributions Dis
rètesLoi de Bernoulli. La v.a. X prend deux valeurs : 1 ave
 la probabilité

p ou 0 ave
 la probabilité q ; on suppose que p, q ∈ [0,1] et p + q = 1.Nous avons :

• EX = p

• VX = pq

• σX =
√

pqUtilisation. Cette loi intervient souvent de façon impli
ite lorsqu'onveut traiter une probabilité 
omme une espéran
e. En e�et 
'est laloi de la v.a. qui est la fon
tion indi
atri
e d'un événement A deprobabilité p :
Pr(A) = E1A. 10

Loi binomiale. On e�e
tue n épreuves identiques et indépendantes ;la probabilitié de su

ès dans 
ha
une étant supposée égale à p et
elle d'é
he
 q = 1 − p. Posons X = le nombre total de su

ès obtenusdans les épreuves. X est une v.a. qui peut prendre la valeur k dansl'intervalle [0, n] ave
 la probabilité :

pk = Pr(X = k) =
( n

k

)

pkqn−k.(Rappel : (

n
k

)

= Ck
n = n!

k!(n−k)!

.)On dit alors que X suit une loi binomiale de paramètres n et p.Il est 
lair qu'on peut 
onsidérer la v.a. binomiale X 
omme la sommede n v.a. de Bernoulli identiques et indépendantes de même paramètre

p. Nous avons don
 EX = np, VX = npq et σX =
√

npq. 11



Loi géométrique. Soit p > 0 la probabilité de su

ès dans une épreuve.Posons q = 1 − p. Nous répétons la même épreuve indépendammentjusqu'à l'obtention d'un premier su

ès. Soit X la v.a. désignant lenombre d'épreuves e�e
tuées. C'est une v.a. qui peut prendre la valeur
k ∈ N∗ ave
 la probabilité :

pk = Pr(X = k) = qk−1p.On dit alors que X suit une loi géométrique de paramètre p. On
al
ule son espéran
e et sa varian
e soit par une méthode dire
te soiten dérivant sa fon
tion génératri
e :

• EX = 1
p

• VX = q
p2

• σX =
√

q

p 12

Distribution géométrique

Distribution binomiale 13

Loi de Poisson. Cette distribution intervient dans l'étude du nombred'événements intervenant dans un intervalle de temps (�les d'at-tente). Elle propose aussi des modèles statistiques pour des événe-ments dits �rares� lorsqu'un grand nombre de 
as a été étudié. Lavariable aléatoire X suit une loi de Poisson de paramère λ, si X peutprendre la valeur k ∈ N ave
 la probabilité :

pk = Pr(X = k) =
λk

k!
e−λ.On démontre fa
ilement que la somme des probabilités vaut 1.L'espéran
e et la varian
e d'une distribution de Poisson se 
al
ulentaisément et on a :

• EX = λ

• VX = λ

• σX =
√

λ 14

Distribution de Poisson pour di�érentes valeurs de λ
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Une propriété importante de la loi de Poisson se porte sur la somme :Proposition. La somme deux v.a. de Poisson indépendantes de pa-ramètres λ et µ est une v.a. de Poisson de et paramètres λ + µ.Une modélisation par la loi de Poisson est justi�ée lorsqu'on étudie leso

urren
es d'un événement de faible probabilité dans une populationde grande taille :Proposition (Approximation de la loi binomiale par la loi dePoisson.) Soit Xn une suite de v.a. de loi binomiale de paramètres pnet n. On suppose que limn→∞ npn = λ > 0. Alors, pour tout k ∈ N :

limn→∞Pr(Xn = k) = e−λλk

k!
. 16


