
FontionCaratéristique

Dansleasdesv.a.disrèteslafontiongénératriepermetune

aratérisationsimpledelaloietonstitueunoutilpuissantete�ae

pourmanipulerdesopérationsomplexestellesquelasommedes

v.a.indépendantes,aluldesmomentsetétudedesomportements

asymptotiquesdesuitesdesv.a.

Dansleasdesv.a.ontinues,ondoitremplaerleoneptdela

sommeparelledel'intégrale. Ilexisteplusieurstehniquespourdé-

�nirunetransformationdemêmeperformaneappliableàdeslois

deprobabilitéquelonques.L'outil lepluspopulaireestlafontion

aratéristique
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Dé�nition.Lafontionaratéristique(f..)d'unev.a.

Xestdé�nie
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1,laf..estbiendé�nie.

Propriétés

Proposition.Soit
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Proposition.Soient

Xet

Ydesv.a.indépendantesdef..
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Proposition.Silaf..delav.a.

Xest

ϕ
(
t),alorslav.a.

Y
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+
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où
a
,
b∈

Nvaut

e
itbϕ

(
a
t).QuelquesExemples

Exemple1(LoiUniforme).Reonsidéronslav.a.

Xuniformément

répartiedans
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,
b].Safontionaratéristiquevaut:
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Exemple2(LoiNormale).Nousalulonslaf..delav.a.suivant

uneloinormaleentrée-réduite( N
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)).Ona:
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Cettedernièreintégrale,suggèrelahangementdevariable
y

=
x−

it
√

2 ,

etl'onaura:

ϕ
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=
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t 22
√

2
π

∫
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√
2
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t 22

Exemple3(LoiExponentielle).Pourlaf..delaloiexponentielle

deparamètre

λ,nousavons:

ϕ
(
t)

=

∫

∞0
λ
e −

λ
x
e
itx

d
x

=
λ

∫

∞0
e
x
(−

λ
+

it)d
x

=
λ

λ
−

it .

Ilfautnoterquelealuldelaf..neselimitepasauxv.a.admettant

unedensité.Calulonsàtitred'exemplelaf..d'unev.a.binomiale.5

Exemple4.Soit
Xunev.a.binomialedeparamètres

pet

n.On

suppose
0
≤

p
≤

1etonpose

q
=

1
−

p.Évidemment,onpeutaluler

laf..diretementàpartirdel'expressiondelaloiprobabilité:

P
r
(
X

=
k
)

=
n
!

k
!(

n
−

k
)! p

k
q
n−

k
.

Mais,sahantquelav.a.binomialeestlasommede

nv.a.iden-

tiquesetindépendantesdeBernoullideparamètre

p,uneméthode

plussubtileonsisteàalulerlaf..delaloideBernoulli;laf..de

lav.a.seraalors,d'aprèslapropositionsurlaf..delasommedev.a.

indépendante,la

n−èmepuissanedelaf..deBernoulli.Don:

ϕ
(
t)

=
(
q
+

p
e
it)

n
.

Dansleasdesv.a.àvaleursdans
N,silaf.g.estdisponible,onpeut

latransformerenf..:
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Proposition.Soit

Xunev.a.àvaleursdans

N.Soit

G
(
z
)safontion

génératrie.Alorssafontionaratéristiquevaut:

ϕ
(
t)

=
G
(
e
it)

.

Laformuled'inversionquipermetdeonstruirelaf.r.ouladensitéà

partirdelaf..sortduadrequenousnoussommes�xéii †.

***************************************************************

†VoirM.Métivier,NotionsFondamentalesdelaThéoriedesProba-

bilités,Dunod,1972.
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ConvergeneStohastique

Proposition(InégalitédeBienaymé-Thebyhev).Soit

Xune

v.a.d'espérane

µetdevariane

V.Alors,pourtout

ǫ
>

0:

P
r
( |X

−
µ|≥

ǫ)
≤

Vǫ
2
.

Danslasuite,nousétudionstrèssommairementertainesnotions

d'approximationpourunesuitedev.a.Ilexisteplusieursdé�nitions

deonvergenespourunesuitedev.a.Ellesnesontpaséquivalentes

etertainessontplusfortesqued'autres.Lesonvergenesquenous

allonsonsidérersontparmilesplussimples.
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Nousenavons,d'ailleurs,déjàitédeuxexemplesportantsurlaloi

binomiale.Soit

X
n unesuitedev.a.binomialesdeparamètres

λet
n.

Alors:•Si

preste�xéetque

ntendvers

∞,alors

P
r
(| X

n
n

−
p|≥

ǫ
)

→
0,

quelquesoit

ǫ
>

0.

•Si

ntendvers

∞et

ptendvers

0telsque

n
p
→

λ
>

0,alors

P
r
(
X

n
=

k
)tendvers

e −
λ

λ
k

k
! (i.e.unedistributiondePoisson).

Ilestévidentqueesdeuxmodesdeonvergene,l'unpour

X
n

n et

l'autrepour

X
n ,sontdistints:lepremieron�rmeque

X
n

n s'approhe

aveunequasi-ertitudevers

palorsqueleseondmontreque

X
n

suitasymptotiquementuneloidePoisson.
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Dé�nitions.Soit
X

n
,
n

∈
Nunesuitedev.a.etsoit

X
n unev.a.

quelonque.
•Onditquelasuite

X
n onvergeenprobabilitéverslav.a.

X,si

pourtout
ǫ

>
0:

lim
n→

∞
P

r
( |X

n
−

X
|≥

ǫ)
=

0
.

•Onditquelasuite
X

n onvergeenloiverslav.a.

X,sipourtout

apointdeontinuitédelaf.r.de
X:

lim
n→

∞
P

r
(
X

n
≤

a
)

=
P

r
(
X

≤
a
)
,

autrementdit,laf.r.

F
n
(
x
)de

X
n onvergeverslaf.r.

F
(
x
)de

X

entoutpointdeontinuitéde
F
(
x
).
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L'inégalitédeBienaymé-Thebyhev(pourlesv.a.réelles)permetde

généraliserlaloidesgrandsnombrespourlessuitesdev.a.indépen-

dantesetidentiquementdistribuées(quinesontpasnéessairement

disrètes).
Théorème(LoifaibledesGrandsNombres).Soit

X
n unesuitede

v.a.indépendantesetidentiquementdistribuées,admettanthaune

l'espérane
µetlavariane

V.Alorslasuitedesv.a.onstituéesde

leursmoyennesarithmétiques,i.e.lasuite

M
n

=
1n

∑

n1
X

i onvergeen

probabilitévers
µ.
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ThéorèmeCentralLimite

Laloidesgrandnombreesttrèsimportante.Elleétablitene�et

unpontentredesprévisionsprobabilistesetdeson�rmationsqui

frisentlaquasi-ertitude.Maispourenarriverlà,ungrandnombrede

répétitionsd'épreuveestnéessaire.Malheureusementlaloinenous

ditriensurla vitessedeonvergeneverslaertitude.

Lethéorèmeentrallimiteapourobjetifderemédieràeproblème

enmultipliant l'éartentrelavaleuraléatoire(lamoyenne)etlavaleur

ertaineapprohée(l'espérane)parlarainearréedede

n.12



Théorème(Centrallimite).Soit

X
n ,

n
=

1
,2

,3
,
...,unesuitede

v.a.indépendantesetidentiquementdistribuées,admettanthaune

l'espérane

µetlavariane

V
=

σ
2

>
0.Soit

M
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M
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X
n
.

Alorslasuite

√
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n
→

∞,versune
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σ
2.Nousavonsdon,pourtout
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Onendéduitommeorollaire:
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Théorème(deMoivre-Laplae).Soit

X
n ,

n
=

1
,2

,3
,
...,unesuite

dev.a.binomialesdeparamètres

pet

n;onsuppose

0
<

p
<

1.Alors

lasuite
X

n −
n
p

√
n onvergeenloi,lorsque

n
→

∞,versunev.a.deloi

N
(0

,
√

p
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−
p
)
).

Exemple(J.Istas).Deuxandidatsseprésententàuneéletion.Un

institute�etuedessondagesauprèsdeséleteurs.Lorsquel'institut

veutdiviserl'erreurommisepar 10,deombiendoit-ilaugmenter

l'e�etifdessondés?

Solution.Onpeutmodéliserlenombred'életeurssondésfavo-

rablesparunev.a.deBernoullideparamètres
pet

n.Lethéorème

deMoivre-Laplaenousditquel'erreurommiseene�etuantun

sondagediminueavelarainearréedunombredessondés.Diviser

l'erreurpar 10obligeàaugmenterlenombredesondéspar100.14
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