
Loi des Grands NombresIl arrive souvent que l'on répète un grand nombre de fois une épreuvede façon indépendante. Soit A un événement qui peut se réaliser ave
une probabilité p. Que peut-on dire du lien entre la fréquen
e observéede A et sa probabilité p ? Il arrive que p soit in
onnue ; peut-on enfaire une approximation fondée sur la fréquen
e de A ?Avant de répondre à 
es questions, 
onsidérons le 
as d'une v.a. Savarian
e étant introduite pour mesurer sa dispersion autour de l'es-péran
e. Peut-on, en termes de 
e paramètre, 
on�rmer ave
 une
on�an
e relativement grande, que l'é
art entre l'espéran
e et la va-leur prise par la v.a. ne sera pas trop grand ? 1

Proposition (Inégalité de Bienaymé-T
heby
hev). Soit X un v.a.d'espéran
e µ et de varian
e V . Alors, pour tout ǫ > 0 :

Pr(|X − µ| ≥ ǫ) ≤
V

ǫ2
.

Exemple. Soit Xn une v.a. binomiale de paramètres p = 1
10 et n ∈ N.

• Peut-on 
on�rmer, que pour n = 100 l'é
art entre Xn
n et son espé-ran
e 1

10 ne dépasse pas 0.1 ave
 une probabilité supérieure à 0.9 ?

• Pour quelles valeurs de n, peut-on 
on�rmer, qu'ave
 une probabi-lité ≥ 0.99, 
et é
art ne dépasse pas 0.05 ? 2

Solution

• La varian
e de Xn
n pour n = 100 vaut :

npq ×
1

n2
=

9

10000
.D'après l'inégalité de Bienaymé-T
heby
hev, nous avons :

Pr

(

|
X100

100
−

1

10
|≥ 0.1

)

≤
9

10000
× 100 = 0.09 < 0.1.La réponse est don
 positive.

• Nous avons :
Pr

(

|
Xn

n
−

1

10
| ≥ 0.05

)

≤
9

100
×

1

n
×

1

0.052
.D'où, pour que la probabilité re
her
hée soit au moins égale à 0.99 ilsu�t que n soit assez grand pour qu'on ait 9

100 × 1
n × 1

0.0025 ≤ 0.01,
'est-à-dire n ≥ 3600. 3

Théorème (Loi faible des grands nombres). Soit X une v.a.admettant l'espéran
e µ et la varian
e V et soit X1, X2, ..., Xn une suitede v.a. indépendantes 
ha
une suivant la même loi que X. Désignonspar Sn la valeur moyenne de la suite :

Sn =
1

n

n
∑

i=1

Xi.Alors Sn 
onverge en probabilité vers son espéran
e µ ; i.e. pour tout

ǫ > 0, on a :

lim
n→∞

Pr(| Sn − µ |≥ ǫ) = 0.Exemple. On lan
e une paire de dés authentiques n fois et l'on 
al
ulela moyenne arithmétique des produits des deux points. Nous avonsvu que l'espéran
e du produit vaut 49
4 . Puisque 
ette v.a. admet unevarian
e, la loi des grands nombre permet de 
on�rmer que la moyennedes produits 
onverge en probabilité vers 49

4 . 4



Une Appli
ation : Problème de Ha
hage*Une te
hnique populaire utilisée en informatique pour l'organisationde données est 
elle de ha
hage. On voudrait gérer un ensemble d'en-registrements, 
ha
un ayant une 
lé. L'a

ès à un enregistrement sefait via sa 
lé. A titre d'exemple, on peut 
onsidérer les enregistre-ments 
ontenant des informations sur les étudiants d'une promotion.On peut munir 
et ensemble de données de 
lés d'a

ès qui seront lesnoms des étudiants. La méthode de ha
hage pla
e un enregistrementen fon
tion de sa 
lé, la transformant dire
tement en une adressedans une zone de mémoire 
ontiguë. L'ensemble de 
es méthodespermet les opérations de re
her
he, d'adjon
tion et de suppression.�������������������������*Types de Données et Algorithmes, C. Froidevaux, M.-C. Gaudel,M.Soria. 5

Dans la suite, nous proposons le modèle simple suivant. On se donneun tableau de ha
hage à m pla
es. Nous avons un univers U des 
lés.

U étant de taille très grande, nous ne pouvons pas a�e
ter à tousses éléments une pla
e attitrée dans le tableau de ha
hage. On utilisealors une fon
tion de ha
hage h, qui asso
ie à 
haque 
lé un entierdans [1, m] :
h : U → [1, m].Le 
hoix de h est fondamental : il faut appliquer U de manière aussiuniforme que possible sur [1, m]. Cela revient à dire que, dans le 
asidéal, on doit avoir :

∀x ∈ U et ∀i ∈ [1, m] Pr(h(x) = i) =
1

m
.On dit alors que h est uniforme. Il est aussi souhaitable que le 
al
ulde h soit rapide. 6

Nous disons qu'il y a une 
ollision entre deux 
lés distin
tes x ∈ U et

y ∈ U sur la 
ase v, si h(x)=h(y)=v.Étant donné un ensemble E de n 
lés distin
tes, la probabilité pourqu'il n'y ait pas de 
ollisions entre ses éléments vaut :

P = 1
mn.m(m − 1)...(m − n + 1). Cette probabilité est petite lorsque

m n'est pas très grand par rapport à n, 
omme le montre le 
al
ulsuivant. Paradoxe d'anniversaireEn supposant que l'année 
omporte 365 jours et que la probabilitéd'avoir son anniversaire est la même pour les jours de l'année, 
al
ulerla probabilité pour que, dans une 
lasse de n étudiants les anniversairessoient tous di�érents. Cal
uler numériquement 
ette probabilité pourune 
lasse de 23 étudiants. 7

Solution. Portant la valeur m = 365 dans l'équation pour P , il vient :

P =
1

365n
.365.364.363...(365 − n + 1).La 
ourbe de variations de 1 − P en fon
tion de n se trouve sur lapage suivante.On voit que pour un nombre d'étudiants n ≥ 23, 
e qui est relative-ment petit par rapport à 365, la probabilité d'anniversaires di�érentstombe au dessous de 0.5.

On peut don
 raisonnablement s'attendre à des 
ollisions, mêmelorsque la taille de la table est relativement élevée par rapport aunombre d'éléments qui sont à y pla
er. Un traitement de 
ollisionss'impose alors. 8



9

Soit v un indi
e quel
onque �xé dans l'intervalle réel [1, m]. Suppo-sons que n 
lés soient présentes dans le tableau. La valeur α = n
m estappelée taux de remplissage du tableau. Soit Xm,n la v.a. désignantle nombre de 
lés x telles que h(x) = v.Si m, n → ∞, alors Xm,n tend vers une v.a. de Poisson de paramètre

α ; i.e. :

Pr(Xm,n = k) = e−ααk

k!
, ∀k ∈ N.En parti
ulier, la probabilité pour que la 
ase v soit vide vaut e−α.

10

Considérons maintenant la méthode de 
haînage séparé dans la réso-lution des 
ollisions : on fait une liste 
haînée des 
lés en 
ollision surla même 
ase dans leur ordre d'arrivée.Faisons une analyse de la 
omplexité moyenne, en termes de nombrede 
omparaisons, pour la re
her
he d'une 
lé x dans un tableau deha
hage de taux de remplissage α = n/m. On peut alors 
onsidérerdeux 
as distin
ts :
• La 
lé x ne �gure pas dans le tableau (re
her
he négative) ; lenombre de 
omparaisons né
essaires pour 
on
lure qu'elle n'y estpas est la longueur de la liste 
haînée dans la 
ase h(x).

• La 
lé x �gure dans le tableau (re
her
he positive) ; on pourra latrouver peut-être avant de par
ourir toute la liste 
haînée. 11

Nous sommes don
 ramenés à faire une analyse di�érente pour 
ha
undes 
as : la 
omplexité moyenne d'une re
her
he négative et 
elled'une re
her
he positive.Commençons par la plus simple.Complexité Moyenne d'une Re
her
he NégativeReprenons les données pré
édentes pour un tableau de ha
hage. Soit

Li la v.a. désignant la longueur de la liste située dans dans la ième
ase du tableau. Supposons qu'on 
her
he une 
lé x, qui n'existe pas,dans le tableau. D'après l'hypothèse d'uniformité h(x) peut prendreune valeur i ∈ [1, m] ave
 la même probabilité 1
m. 12



Puisque, pour arriver à la 
on
lusion que x n'est pas dans le tableau, ilfaut e�e
tuer Li 
omparaisons (où i = h(x)), l'espéran
e du nombrede 
omparaisons vaut :

CompRech−(m, n) =
1

m

m
∑

i=1

E(Li).Par ailleurs 
es dernières espéran
es valent 
ha
une α = n
m. En e�et
ha
une des n 
lés du tableau 
ontribue une augmentation égale à 1

mà l'espéran
e de Li. Nous avons don
 :

CompRech−(m, n) =
1

m
× m ×

n

m
=

n

m
= α,

13

Complexité Moyenne d'une Re
her
he PositiveSupposons qu'on 
her
he une 
lé x qui �gure dans le tableau de ha-
hage. Nous retenons l'hypothèse d'uniformité qu'elle peut être égaleà une des n 
lés existant dans le tableau ave
 la même probabilité 1
n.Soient x1, ..., xn les 
lés du tableau dans leur ordre d'insertion. On voitfa
ilement que si x = x1, le nombre de 
omparaisons pour la trouverest 1 et, de façon générale, si x = xi, le nombre de 
omparaisonsvaut le nombre de 
omparaisons, e�e
tuées lors de l'insertion la 
lé

xi, plus 1. Ce dernier nombre en moyenne n'est que le nombre moyende 
omparaisons dans une re
her
he négative dans le tableau lorsqu'iln'a que i − 1 
lés. 14

Nous avons don
 :

CompRech+(m, n) =
1

n

n−1
∑

i=0

[

CompRech−(m, i) + 1
]

= 1 +
n(n − 1)

2nm

=
α

2
−

1

2m
+ 1,
e qui vaut asymptotiquement α/2. Ces 
al
uls de 
omplexité moyennemettent en éviden
e l'e�
a
ité des te
hniques de 
haînage dans letraitement de 
ollisions, en 
on�rmant que dans les deux 
as, lenombre moyen de 
omparaisons pour 
her
her une 
lé est pro
hed'une 
onstante et non pas proportionnel au nombre d'éléments dutableau. 15


