
Corrélation

Nousavonsdéjàdé�nil'indépendanedesv.a.Ilrestealorsàdé�nir

unemesurededépendaneentrelesv.a.Étantdonnéesdeuxv.a.
Xet

Y,sont-ellespositivementounégativementliées,lorsqu'ellesne

sontpasindépendantes?Pourformulermathématiquementesques-

tions,nousintroduisonsdanslasuitelesnotionsde ovarianeetde

oe�ientdeorrélation.Ellesaurontpourbutdefournirunemesure

quantitativede�liaison�éventuelleentrelesv.a.Cesdé�nitionsetles

propriétéssous-jaentessontvraiesaussibiendansleasdesespaes

disretsqueontinus.

Pourétudierlesonséquenesdeesdé�nitions,nousauronsbesoin

del'inégalitésuivante:

1

Proposition(InégalitédeCauhy-Shwarz).Soient

Xet

Ydeux

v.a.admettanthauneunevariane.Nousavons:

|E
(X

Y
)|

≤
√

E
X

2
E

Y
2
.

Dé�nitions.Soient
Xet

Ydeuxv.a.admettanthauneunevariane.

Laovarianeentre
Xet

Yestdé�niepar:

co
v
(X

,Y
)

=
E

[ (X
−

E
X

)(Y
−

E
Y

)] .

Silesvarianesde
Xetde

Ysontnonnulles,ondé�nitleoe�ient

deorrélationentre
Xet

Ypar:
co

r
r
(X

,Y
)

=
co

v
(X

,Y
)

√
V

X
V

Y
.

L'inégalitédeCauhy-Shwarzimpliquequeeoe�ientestsitué

dansl'intervalle

[−
1
,+

1
].
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Laovarianeetleoe�ientdeorrélationmesurentenquelque

sortelelienentrelesv.a.Si

co
r
r
(X

,Y
)estpositiflesdeuxv.a.sont

positivementorréléeset,don,l'augmentationdel'une�favorise�

l'augmentationenmoyennedel'autre.S'ilestnégatif,lasituation

s'inverse.
Ondémontreaussifailement:

Proposition.Si

Xet

Ysontdeuxv.a.indépendantesadmettant

hauneuneespérane,alors:co
v
(X

,Y
)
=

0
.

Si,deplus,ellesadmettenthauneunevariane,alors:

co
r
r
(X

,Y
)
=

0
.
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Laréiproqueestfausse:

Exemple.Soit

Xunev.a.prenantunedesvaleurs

−
1
,0

,1avela

mêmeprobabilité

13 .Posons

Y
=

X
2.Ilestévidentque

Xet

Ysont

fortementliéesetenpartiulier:

P
r
(X

=
1
,Y

=
0
)

=
0

6=
P

r
(X

=
1
)P

r
(Y

=
0
).

Néanmoins,ona

co
v
(X

,Y
)
=

co
r
r
(X

,Y
)

=
0.
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OpérationsSimplessurlesVariables

Aléatoires

Soit

Xunev.a.réelleetsoit

huneappliationde

Rdans

Rmesurable

(i.e.pourtoutborélien

B,

h −
1
(B

)
∈

B).Alors

Y
=

h
(X

)estune

nouvellev.a.Onpeutalulersaloideprobabilité.Dans ertainsas,

ilyadesformulessimplesquidonnentlaf.r.(ouladensitéde

Y,si

elle-iexiste)àpartirdeellede

X.

ChangementdeVariable

Soitla

Flaf.r.delav.a.

X.Onsupposequel'intervalle

Iestl'in-

tervalledevariationsde

F(i.e.

Feststritementroissantesur

I

etonstanteendehorsde

I).Soit

huneappliationréellequiest

stritementroissanteetontinuesur

I.Nousavonsalors:5

Proposition.Soit
Y

=
h
(X

),où

X
,hsatisfontlesonditionsi-

dessus.Alorslaf.r.
Gde

Yvaut:

G
(y

)
=

F
(h −

1
(y

)).

Corollaire.Si
Uestunev.a.uniformetiréedans

[0
,1

]etlaf.r.

F

satisfaitlaonditioni-dessus,alorslav.a.

X
=

F
−
1
(U

)admetlaf.r.

F.Uneappliationensimulation.Poursimulerdesévénementsquiar-

riventdefaçonaléatoire,nousavonsbesoindegénérerdesv.a.suivant

unedistributiondonnée.Ilarrivesouventqu'unesouredegénération

uniformesoitdisponible.Ceorollairenouspermetdeonstruireune

v.a.

Xàpartird'unev.a.uniformémenttiréedans
[0

,1
].

6

Sousertaineshypothèsessupplémentaires,onpourraalulerdire-

tementladensitéde

Y
=

h
(X

):

Proposition.Reonsidéronsleshypothèsesdelapropositionpréé-

denteetsupposonsque,deplus,

Xadmetteunedensité

f
(x

)sur

I

etque
hsoitontinûmentdérivablesur

I.Alors

Y
=

h
(X

)admetla

densité:
g
(y

)
=
(

h −
1
)′(y

)f
(

h −
1
(y

)
)

.
Exemple1.Soit

Xunev.a.uniformesur

[0
,1

].Trouverladensité

de
Y

=
A

r
csin

(X
).

Solution.Onvéri�efailementquel'onestdanslesonditionsde

l'appliationdelapropositionpréédente,pour

I
=

[0
,1

].
7

Ondémontrealorsque

Yadmetladensité:

g
(y

)
=

co
s
(y

),
y
∈

[0
,π

/
2
].

Exemple2.Disposantd'unesouredegénérationuniformedans

l'intervalle

[0
,1

],ommentpeut-ongénérerdesv.a.exponentiellesde

paramètre

λ
>

0?

Solution.Soit

Uunev.a.uniformesur

[0
,1

].Leorollairepréédent

on�rmeque

X
=

ln
(
1−

U
)

−
λ estunev.a.def.r.

F
(x

)
=

P
r
(X

≤
x
)
=

1
−

e −
λ
x
,

∀
x
≥

0
.
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SommedesVariablesAléatoiresIndépendantes

Nousavonsvuquelaf..d'unesommedev.a.indépendantesest

leproduitdesf..desv.a.Cettepropriétépermetdetransformerle

alulsurlasommeenunalulsurlesf..Atitred'exemple,nous

allonsdémontrerquelasommededeuxv.a.normalesindépendantes

estenoreunev.a.normale.

Théorème.Soit

Xunev.a.normaledetype

N
(m

1
,σ

1
)et

Yune

autrev.a.normaleindépendantede

Xdetype

N
(m

2
,σ

2
).Alorslav.a.

Z
=

X
+

Yestunev.a.normaledetype:

N
(

m
1
+

m
2
,
√

σ
21
+

σ
22

)

.

9

Ilarrivetoutefoisquelealuldesf..oul'inversiondelatrans-

formationsoitdi�ileetqu'unaluldiretsurlesf.r.(ousurles

densités)soitplussimple.Lapropositionsuivantepeutdansertains

assimpli�erlealuldeladistributiondelasommededeuxv.a.

indépendantes.
Proposition.Soient

Xet
Ydeuxv.a.indépendantesadmettantles

densités

f
X et

f
Y respetivement.Alorslav.a.

Z
=

X
+

Yadmetla

densité:

f
Z
(z

)
=

∫

∞−
∞

f
X
(x

)f
Y
(z−

x
)d

x
.
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Exemple.Trouverladensitédelasommededeuxv.a.indépendantes

etuniformémenttiréesdans

[0
,1

].

Solution.Silesv.a.

Xet

Ysontuniformesdansl'intervalleunitaire,

ellesonttoutesdeuxladensité1

[0
,1

] .Etantparailleursindépen-

dantes,lapropositioni-dessuss'appliqueàlaleursomme

Zquisera

dondedensité:g
(z

)
=

∫

∞−
∞ 1

[0
,1

] (x
)1

[0
,1

] (z−
x
)d

x
.

L'expressionàintégrervaut1sil'onasimultanément

0
≤

x
≤

1et

0
≤

z−
x
≤

1;0sinon.

Noussommesramenésàonsidérerdeuxaspour

z:
11

•Si

0
≤

z
≤

1,esdeuxonditionssontsatisfaites,ssi

0
≤

x
≤

z,et

g
(z

)seraégaleà

∫

z0
d
x

=
z.

•Si

1
≤

z
≤

2,esdeuxonditionssontsatisfaites,ssi

z−
1
≤

x
≤

1,

et

g
(z

)seraégaleà

∫

1z−
1

d
x

=
2
−

z.

Densitédelasommededeuxv.a.uniformesetindépendantes

z
1

1

2
O

g(z)
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QuelquesLoisUtilesenStatistique

Nousprésentonsdanslasuitedeuxloisquiinterviennentouramment

entestsstatistiques.LoiduKhi-deux

Dé�nition.Lasommedesarrés

∑

ki=
1

X
2i de

kv.a.normalesindé-

pendantes,entrées-réduitesestunev.a.quisuituneloidu

χ
2 à

k

degrésdeliberté.Cettev.a.estdésignéepar

χ
2k .

Dansleasoù

k
=

1,lav.a.suituneloidu

χ
2 à

1degrédeliberté

etelleestlearréd'unev.a.detype

N
(0

,1
).Elleadmetladensité:

f
(x

)
=

1
√

2
π
x
e −

x2
,

x≥
0
.
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Nousadmettonslapropositionsuivantesurlaloidu

χ
2 :

Proposition.Soitunev.a.
χ
2k .Alors:

•Ladensitéde
χ
2k vaut:

f
(x

)
=

1

2
k
/
2
Γ
(k

/
2
)
e −

x
/
2
x

k
/
2−

1
,

x≥
0
.

•Sonf..estdonnéepar:
ϕ
(t)

=
E
(e

itχ
2k)

=
1

(1
−

2
it)

k
/
2
.

• Sonespéranevaut

ketsavariane
2
k.
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LoideStudent

Dé�nition. OnappelleloideStudentà

kdegrédelibertélaloidu

quotient

X
√

Z
k
/
k ,où

Xet

Z
k sontdeuxv.a.indépendantes,lapremière

suivantuneloinormaleentrée-réduiteetlaseondeuneloidu

χ
2 à

kdegrésdeliberté.Cetteloiestnotéepar

tk .

NousadmettonslapropositionsuivanteàproposdelaloideStudent:

Proposition.Pouruneloi

tk deStudent,nousavons:

•Ladensitédelaloi
tk vaut:

f
(x

)
=

Γ
(

k
+

1
2

)

Γ
(

k2
) √

k
π

(

1
+

x
2k

)

−
k
+

1
2

.

•Sonespéraneest0etsavarianevaut

k
k−

2 .
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LoiNormaleCentrée-Réduite

f
(z

)
=

1
√

2
π
e
−

x
2

2

16



LoiduKhi-2à

nDegrésdeLiberté

f
(χ

2
)
=

(χ
2
)

n2 −
1
e
x
p
(−

12
χ
2
)2 −

n2
1

Γ
(
n2
)
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LoideStudentà

nDegrésdeLiberté

f
(t)

=
Γ
(
n
+

1
2

)(1
+

x
2n
) −

n2 −
12

Γ
(
n2
) √

π
n
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