
FontionsGénératries

Lorsquelesv.a.prennentvaleursdans

N,l'utilisationdesfontions

génératriespourlessuitesdesprobabilitésetlestehniquesassoiées

deviennentoutilsfavorisdansl'étudedesdistributionsdisrètes.La

fontiongénératried'unev.a.
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Exemple.(Uneappliationàlathéoriedeslangages)Soit

A
=

{
a
,
b,

c,
d}unalphabetà4lettres.Appelons

Ll'ensembledesmots

générésparle�shéma�suivant:
a,b,c

L
=

{a,b,c}*d
d
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Supposonsmaintenantqu'ontiresuessivementunelettredans

A

avelamêmeprobabilité

14 ,jusqu'àequ'onobtiennelalettre

d.

L'ensembledesmotsquipeuventêtreobtenusparestiragesestle

mêmelangage
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Xlav.a.assoiantàhaquemotde
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Lafontiongénératriede
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Propriétésélémentaires

Danslasuitenousretironsl'indie

Xde

G
X
(
z
)lorsqu'iln'yapasde

dangerdeonfusion.

Proposition.Ona

G
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)
=

1
.

Proposition.Onpeutobtenirl'espéraneetlavarianed'unev.a.à

partirdesafontiongénératriepar:
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Exemple.Reprenonsleasdulangage

L,munideladistribution

quiassoieàtoutmotdelongueur

kuneprobabilitéégaleà

14
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Onalulel'espéraneetlavarianeendérivant
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Nousavonsenvertudelapropositionpréédente:

•
E
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*******************************************

Uneautrepropriétéimportante

Unepropriétéaratéristiquedesfontionsgénératriesestlasuivante

quiesttrèsutileenaluldesprobabilités,lorsqu'onaa�aireàla

sommedesv.a.indépendantes.
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Proposition.Soient

Xet

Ydeuxv.a.indépendantes.Lafontion

génératriedelav.a.

X
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Exemple.Onontinueletiragedelettresdansl'alphabet

{
a
,
b,

c,
d}etl'ons'arrête,ettefois,aprèslaseondeourrenede

lalettre

d.Le�shéma�i-dessousgénèrelelangagedesmotsqui

peuventêtretirés:
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a,b,c
d

L
2=

{a,b,c}*d{a,b,c}*d

d
a,b,c

Nousavons

L
2

=
L

L

ettoutmot

wdans

L
2estlaonaténationd'unmot

u
∈

Letunmot

v
∈

L.Cesdeuxderniersmotssonttirésindépendammenthaundans

L.
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Parailleurs,ona
|w

|
=

|u|
+

|v|,où

X
=

|u|et

Y
=

|v|sontdeuxv.a.

indépendantes.Envertudelapropositionpréédente,lalongueur

S
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L
2admetlafontiongénératrie:
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Onpeutobtenirl'espéraneetlavarianede

Sendérivant

G
S
(
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),

maislaméthodelaplussimpleonsisteàfairelasommedesespé-
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QuelquesDistributionsDisrètes

LoideBernoulli.Lav.a.

Xprenddeuxvaleurs:1avelaprobabilité

pou0avelaprobabilité

q;onsupposeque

p
,
q
∈

[0
,1

]et

p
+

q
=

1.

Nousavons:

•
E

X
=

p

•
V

X
=

p
q

•
σ
X

=
√

p
q

Utilisation.Cetteloiintervientsouventdefaçonimpliitelorsqu'on

veuttraiteruneprobabilitéommeuneespérane.Ene�et'estla

loidelav.a.quiestlafontionindiatried'unévénement

Ade

probabilité
p:

P
r
(
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)
=

E1

A
.
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Loibinomiale.One�etue

népreuvesidentiquesetindépendantes;

laprobabilitiédesuèsdanshauneétantsupposéeégaleà

pet

elled'éhe

q
=

1
−

p.Posons

X
=lenombretotaldesuèsobtenus

danslesépreuves.

Xestunev.a.quipeutprendrelavaleur

kdans

l'intervalle

[0
,
n
]avelaprobabilité:

p
k
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(Rappel:
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=
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n
!

k
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k
)
! .)

Onditalorsque

Xsuituneloibinomialedeparamètres

net

p.

Ilestlairqu'onpeutonsidérerlav.a.binomiale

Xommelasomme

de

nv.a.deBernoulliidentiquesetindépendantesdemêmeparamètre

p.Nousavonsdon

E
X

=
n
p,

V
X

=
n
p
qet

σ
X

=
√

n
p
q.

11



Loigéométrique.Soit

p
>

0laprobabilitédesuèsdansuneépreuve.

Posons

q
=

1
−

p.Nousrépétonslamêmeépreuveindépendamment

jusqu'àl'obtentiond'unpremiersuès.Soit

Xlav.a.désignantle

nombred'épreuvese�etuées.C'estunev.a.quipeutprendrelavaleur
k
∈

N
∗avelaprobabilité:p

k
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P
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=
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q
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1
p
.

Onditalorsque

Xsuituneloigéométriquedeparamètre

p.On

alulesonespéraneetsavarianesoitparuneméthodediretesoit

endérivantsafontiongénératrie:
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Distributiongéométrique

Distributionbinomiale
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LoidePoisson.Cettedistributionintervientdansl'étudedunombre

d'événementsintervenantdansunintervalledetemps(�lesd'at-

tente).Elleproposeaussidesmodèlesstatistiquespourdesévéne-

mentsdits�rares�lorsqu'ungrandnombredeasaétéétudié.La

variablealéatoire

XsuituneloidePoissondeparamère

λ,si

Xpeut

prendrelavaleur

k
∈

Navelaprobabilité:

p
k
=

P
r
(
X

=
k
)
=

λ
k

k
!
e −

λ
.

Ondémontrefailementquelasommedesprobabilitésvaut1.

L'espéraneetlavarianed'unedistributiondePoissonsealulent

aisémentetona:
•

E
X

=
λ

•
V

X
=

λ

•
σ
X

=
√

λ
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DistributiondePoissonpourdi�érentesvaleursde
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UnepropriétéimportantedelaloidePoissonseportesurlasomme:

Proposition.Lasommedeuxv.a.dePoissonindépendantesdepa-

ramètres

λet

µestunev.a.dePoissondeetparamètres
λ

+
µ.

UnemodélisationparlaloidePoissonestjusti�éelorsqu'onétudieles

ourrenesd'unévénementdefaibleprobabilitédansunepopulation

degrandetaille:

Proposition(Approximationdelaloibinomialeparlaloide

Poisson.)Soit

X
n unesuitedev.a.deloibinomialedeparamètres

p
n

et

n.Onsupposeque
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n→

∞
n
p
n

=
λ

>
0.Alors,pourtout

k
∈

N:
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∞
P

r
(
X

n
=

k
)

=
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λ
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k

k
!
.
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