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Lorsquelesv.a.prennentvaleursdans

N,l'utilisationdesfon
tions

génératri
espourlessuitesdesprobabilitésetleste
hniquesasso
iées

deviennentoutilsfavorisdansl'étudedesdistributionsdis
rètes.La
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tiongénératri
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Exemple.(Uneappli
ationàlathéoriedeslangages)Soit

A
=

{
a
,
b,

c,
d}unalphabetà4lettres.Appelons

Ll'ensembledesmots

générésparle�s
héma�suivant:
a,b,c

L
=

{a,b,c}*d
d
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Supposonsmaintenantqu'ontiresu

essivementunelettredans

A

ave
lamêmeprobabilité

14 ,jusqu'à
equ'onobtiennelalettre

d.

L'ensembledesmotsquipeuventêtreobtenuspar
estiragesestle

mêmelangage

Lintroduitpré
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L
=

{
w

∈
A
∗

|
wsetermineparuneo

urren
ede

d

etne
ontientpasd'autreo

urren
ede

d}
=

{
a
,
b,

c} ∗
d

Onpeutmunir
Ω

=
Ld'unedistributiondeprobabilitéenasso-


iantà
haquemot
∈

Llaprobabilitédesontirage.Parexemple
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a
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d
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. 14
. 14

=
14
6 .

Soit
Xlav.a.asso
iantà
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Lsalongueur.Ilestfa
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Lafon
tiongénératri
ede

Xestdon
:

G
X
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∞∑k
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z
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3
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Propriétésélémentaires

Danslasuitenousretironsl'indi
e

Xde

G
X
(
z
)lorsqu'iln'yapasde

dangerde
onfusion.

Proposition.Ona

G
(1

)
=

1
.

Proposition.Onpeutobtenirl'espéran
eetlavarian
ed'unev.a.à

partirdesafon
tiongénératri
epar:
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•
E

X
=

G
′(1

)

•
V

X
=

G
′′(1

)
+

G
′(1
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[G

′(1
)] 2

.

Exemple.Reprenonsle
asdulangage

L,munideladistribution

quiasso
ieàtoutmotdelongueur

kuneprobabilitéégaleà

14
k .On

véri�efa
ilementque:

G
(1

)
=

1
.
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al
ulel'espéran
eetlavarian
eendérivant
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G
′(

z
)
=
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z
G
(
z
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=

4
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−

3
z
)
2
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G
′′(

z
)
=

4
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.3
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−
3
z
)
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3
z
)
4

=
2
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−

3
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)
3
.
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Nousavonsenvertudelapropositionpré
édente:

•
E

X
=

G
′(1

)
=

4

•
V

X
=

G
′′(1

)
+

G
′(1
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[G

′(1
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=
2
4

+
4
−

4
2

=
1
2

*******************************************

Uneautrepropriétéimportante

Unepropriété
ara
téristiquedesfon
tionsgénératri
esestlasuivante

quiesttrèsutileen
al
uldesprobabilités,lorsqu'onaa�aireàla

sommedesv.a.indépendantes.
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Proposition.Soient

Xet

Ydeuxv.a.indépendantes.Lafon
tion

génératri
edelav.a.

X
+

Yestleproduitdesfon
tionsgénératri
es

de

Xetde

Y:

G
X

+
Y
(
z
)
=

G
X
(
z
)
G

Y
(
z
)
.

Exemple.On
ontinueletiragedelettresdansl'alphabet

{
a
,
b,

c,
d}etl'ons'arrête,
ettefois,aprèslase
ondeo

urren
ede

lalettre

d.Le�s
héma�
i-dessousgénèrelelangagedesmotsqui

peuventêtretirés:
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a,b,c
d

L
2=

{a,b,c}*d{a,b,c}*d

d
a,b,c

Nousavons

L
2

=
L

L

ettoutmot

wdans

L
2estla
on
aténationd'unmot

u
∈

Letunmot

v
∈

L.Cesdeuxderniersmotssonttirésindépendamment
ha
undans

L.
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Parailleurs,ona
|w

|
=

|u|
+

|v|,où

X
=

|u|et

Y
=

|v|sontdeuxv.a.

indépendantes.Envertudelapropositionpré
édente,lalongueur

S
=

X
+

Ydumottirédans
L
2admetlafon
tiongénératri
e:

G
S
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z
)
=

G
X
(
z
)
G
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z
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=

[

z

4
−

3
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2
=

z
2
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−

3
z
)
2
.

Onpeutobtenirl'espéran
eetlavarian
ede

Sendérivant

G
S
(
z
),

maislaméthodelaplussimple
onsisteàfairelasommedesespé-

ran
esetlasommedesvarian
es:
•

E
S

=
4

+
4

=
8

•
V

S
=

1
2

+
1
2

=
2
4
.
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QuelquesDistributionsDis
rètes

LoideBernoulli.Lav.a.

Xprenddeuxvaleurs:1ave
laprobabilité

pou0ave
laprobabilité

q;onsupposeque

p
,
q
∈

[0
,1

]et

p
+

q
=

1.

Nousavons:

•
E

X
=

p

•
V

X
=

p
q

•
σ
X

=
√

p
q

Utilisation.Cetteloiintervientsouventdefaçonimpli
itelorsqu'on

veuttraiteruneprobabilité
ommeuneespéran
e.Ene�et
'estla

loidelav.a.quiestlafon
tionindi
atri
ed'unévénement

Ade

probabilité
p:

P
r
(
A
)
=

E1

A
.
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Loibinomiale.One�e
tue

népreuvesidentiquesetindépendantes;

laprobabilitiédesu

èsdans
ha
uneétantsupposéeégaleà

pet


elled'é
he


q
=

1
−

p.Posons

X
=lenombretotaldesu

èsobtenus

danslesépreuves.

Xestunev.a.quipeutprendrelavaleur

kdans

l'intervalle

[0
,
n
]ave
laprobabilité:

p
k
=

P
r
(
X

=
k
)
=

(

nk

)

p
k
q
n−

k
.

(Rappel:

(

nk

)

=
C

kn
=

n
!

k
!(

n−
k
)
! .)

Onditalorsque

Xsuituneloibinomialedeparamètres

net

p.

Ilest
lairqu'onpeut
onsidérerlav.a.binomiale

X
ommelasomme

de

nv.a.deBernoulliidentiquesetindépendantesdemêmeparamètre

p.Nousavonsdon


E
X

=
n
p,

V
X

=
n
p
qet

σ
X

=
√

n
p
q.
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Loigéométrique.Soit

p
>

0laprobabilitédesu

èsdansuneépreuve.

Posons

q
=

1
−

p.Nousrépétonslamêmeépreuveindépendamment

jusqu'àl'obtentiond'unpremiersu

ès.Soit

Xlav.a.désignantle

nombred'épreuvese�e
tuées.C'estunev.a.quipeutprendrelavaleur
k
∈

N
∗ave
laprobabilité:p

k
=

P
r
(
X

=
k
)
=

q
k−

1
p
.

Onditalorsque

Xsuituneloigéométriquedeparamètre

p.On


al
ulesonespéran
eetsavarian
esoitparuneméthodedire
tesoit

endérivantsafon
tiongénératri
e:

•
E

X
=

1p

•
V

X
=

qp
2

•
σ
X

=
√

qp
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Distributiongéométrique

Distributionbinomiale
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LoidePoisson.Cettedistributionintervientdansl'étudedunombre

d'événementsintervenantdansunintervalledetemps(�lesd'at-

tente).Elleproposeaussidesmodèlesstatistiquespourdesévéne-

mentsdits�rares�lorsqu'ungrandnombrede
asaétéétudié.La

variablealéatoire

XsuituneloidePoissondeparamère

λ,si

Xpeut

prendrelavaleur

k
∈

Nave
laprobabilité:

p
k
=

P
r
(
X

=
k
)
=

λ
k

k
!
e −

λ
.

Ondémontrefa
ilementquelasommedesprobabilitésvaut1.

L'espéran
eetlavarian
ed'unedistributiondePoissonse
al
ulent

aisémentetona:
•

E
X

=
λ

•
V

X
=

λ

•
σ
X

=
√

λ
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DistributiondePoissonpourdi�érentesvaleursde
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UnepropriétéimportantedelaloidePoissonseportesurlasomme:

Proposition.Lasommedeuxv.a.dePoissonindépendantesdepa-

ramètres

λet

µestunev.a.dePoissondeetparamètres
λ

+
µ.

UnemodélisationparlaloidePoissonestjusti�éelorsqu'onétudieles

o

urren
esd'unévénementdefaibleprobabilitédansunepopulation

degrandetaille:

Proposition(Approximationdelaloibinomialeparlaloide

Poisson.)Soit

X
n unesuitedev.a.deloibinomialedeparamètres

p
n

et

n.Onsupposeque

lim
n→

∞
n
p
n

=
λ

>
0.Alors,pourtout

k
∈

N:

lim
n→

∞
P

r
(
X

n
=

k
)

=
e −

λ
λ

k

k
!
.
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