
Indépendan
e

Dé�nitions

•Deuxévénements

Aet

Bsontditindépendants,si:

P
r
(A

∩
B

)
=

P
r
(A

)P
r
(B

)
.

•Unefamille

A
i ,i

=
1
,...,n,d'événementsestditeindépendantedans

sonensemble,sipourtoutsous-ensemble

J
⊂

{
1
,...,n

}:

P
r



⋂

i∈
J

A
i



=
∏

i∈
J

P
r
(A

i ).

Remarque.Pourdémontrerl'indépendan
ed'unefamille

A
i ,i

=
1
,...,n,

ilnesu�tpasdeprouverqueles

A
i sont2-à-2indépendants,
omme

lemontrel'exemplesuivant.

1

Exemple.Soit
Ω

=
{
1
,2

,3
,4

,5
,6

,7
,8

}l'espa
easso
iéautirage

d'undéà8fa
esave
laprobabilitéuniforme

18 .Soient:

A
1

=
{
1
,2

,3
,4

}

A
2

=
{
1
,2

,5
,6

}

A
3

=
{
3
,4

,5
,6

}

Ona:

P
r
(A

1
∩

A
2
)
=

P
r
({

1
,2

}
)
=

14
=

P
r
(A

1
)P

r
(A

2
)

P
r
(A

1
∩

A
3
)
=

P
r
({

3
,4

}
)
=

14
=

P
r
(A

1
)P

r
(A

3
)

P
r
(A

2
∩

A
3
)
=

P
r
({

5
,6

}
)
=

14
=

P
r
(A

2
)P

r
(A

3
)

2

Or:

P
r
(A

1
∩

A
2
∩

A
3
)
=

P
r
(∅

)
=

0
6=

P
r
(A

1
)P

r
(A

2
)P

r
(A

3
)
=

18
.

*****************************************************************

ProbabilitésConditionnelles

Ilarrivequeladonnéed'unévénementmodi�elaprobabilitéinitiale-

menta�e
téeàunautre.Lanotiondeprobabilité
onditionnelleest

introduitea�ndeformaliserle
on
eptdelaprobabilitédel'o

ur-

ren
ed'unévénement
Bsa
hantqu'unautre

As'estproduit.3

Notonstoutdesuiteque

B
onditionnépar

An'impliquepasque

A

pré
èdené
essairement

B(dansl'ordre
hronologique).

Exemple.Undéuniformeestlan
éetnoussavonsquelepoint

obtenuest pair(événement

A).Quelleestlaprobabilitépourquele

pointsoitaumoins4(événement

B)?

4



Ilest
lairquelenouvelespa
e(
onditionnéparl'événement
A)

surlequellesévénementsélémentairessontàdé�nirest
Ω

′
=

A,qui


ontient

3éléments.Or,laportionde

Aquiestenmêmetempsfavo-

rableà

Ben
ontient

2.Ilestdon
raisonnablededé�nirlaprobabilité

de

B
onditionnépar

Aparleratio

23 (à
omparerave


P
r
(B

)
=

12 ).

Dé�nitions.Soit

(Ω
,P

r
)unespa
eprobabilisédis
retetsoit

Aun

événementdeprobabiliténonnulle.Ondé�nitsur

P
(Ω

),l'appli
ation

P
r
(./A

)àvaleursdans

[0
,1

]par:

P
r
(B

/A
)
=

P
r
(A

∩
B

)

P
r
(A

)
,

∀
B

∈
P
(Ω

).

Onappelle

P
r
(B

/A
)probabilité
onditionnellede

Bsa
hant

A(ou

probabilitéde

Bsa
hant

A).

5

Nousavonsalors:
P

r
(A

∩
B

)
=

P
r
(B

/A
)P

r
(A

)
.

Nousdisonsalorsquel'onae�e
tuéun
onditionnementparA.

Dansle
asoù
P

r
(A

)
6=

0,l'indépendan
ede

Aet

Bestéquivalente

à

P
r
(B

/A
)
=

P
r
(B

);
equiestena

ordave
sadé�nitionintuitive.

Proposition.Le
ouple
(A

,P
r
(./A

))estunespa
eprobabilisédis
ret.

Proposition.Soit
A

1
,...,A

n unepartitionde
Ω.Si
ha
unde
es

ensemblesestdeprobabiliténonnulle,alors:
P

r
(B

)
=

n∑

i=
1

P
r
(A

i )P
r
(B

/A
i ),

∀
B

∈
P
(Ω

).
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Exemple.Onlan
edeuxdésuniformes.

•Quelleestlaprobabilitéd'avoirobtenuundoublesa
hantquela

sommedespointsvaut

8?

•Quelleestlaprobabilitéd'avoirobtenuundoublesa
hantquela

sommedespointsvautaumoins

1
0?

Solution:Cha
unede
esprobabilités
onditionnellesestdé�niepar

unefra
tiondontlenumérateurestlaprobabilitédel'interse
tionet

ledénominateur
elledela
ondition.Ontrouvefa
ilement:

•
P

r
(double

/
S

=
8
)
=

1
/
3
6

5
/
3
6

=
15
.

•
P

r
(double

/
S
≥

1
0
)
=

2
/
3
6

6
/
3
6

=
13
.

7

ProbabilitédesCauses

Soitl'événement

B
auséparl'undesévénements

A
1
,A

2
,...,A

n ,tous

deprobabiliténonnulle.On
onnaît lesprobabilités

P
r
(A

i )de
es

derniersévénementsetaussilesprobabilités
onditionnelles

P
r
(B

/A
i ).

Commenttrouverlesprobabilitésdes
ausessa
hantque

Bs'est

produit,i.e.lesprobabilités

P
r
(A

i /
B

)?

Théorème(FormuledeBayes).Soit

A
1
,...,A

n unepartitionde

Ω

telleque

P
r
(A

i )
6=

0
,∀

i
=

1
,...,n.Soit

Bunévénementdeprobabilité

nonnulle.Nousavons:

P
r
(A

i /
B

)
=

P
r
(A

i )P
r
(B

/A
i )

∑

ni=
1

P
r
(A

i )P
r
(B

/A
i )

,
i
=

1
,2

,...,n

8



Enparti
ulier,pourdeuxévénements

Aet

Bdeprobabiliténonnulle,

nousavons:

P
r
(A

/
B

)
=

P
r
(A

)P
r
(B

/A
)

P
r
(B

)
.

•
P

r
(A

):probabilitéaprioride

A

•
P

r
(A

/
B

):probabilitéaposterioride

A

9

Exemple(F.Dress).Dansunjeutélévisé,un
andidatdoit
hoi-

sirunequestionderepê
hageentirantauhasardparmi3papiers.Il

y a:�unequestionfa
ileave
3
han
essur4dedonnerlaréponse


orre
te,
�unequestionmoyenneave
 2
han
essur5dedonnerlaréponse


orre
te,et
�unequestiondi�
ileave
 1
han
esur5dedonnerlaréponse


orre
te.
Sa
hantquele
andidatadonnélaréponse
orre
te,quelleestla

probabilitépourqu'ils'agissedelaquestion fa
ile?
10

Solution:Désignonspar

F,

Met

Dlesévénementstiragedela

questionfa
ile,delaquestionmoyenneetdelaquestiondi�
ileres-

pe
tivement.Soit,parailleurs,l'événement�réponse
orre
te�noté

par
C.D'aprèslaformuledeBayes,nousavons:

P
r
(F

/
C
)
=

P
r
(F

)P
r
(C

/
F
)

P
r
(C

/
F
)P

r
(F

)
+

P
r
(C

/
M

)P
r
(M

)
+

P
r
(C

/
D

)P
r
(D

)
,


equivaut:
13
. 34

13
. 34

+
13
. 25

+
13
. 15

=
59

.
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LoiConjointe

Danslasuite,nous
onsidéronsun
oupledev.a.,maisl'études'étend

àunnombrequel
onquedev.a.

Dé�nitions.Soient

Xet

Ydeuxv.a.réellessurlemêmeespa
e

Ω.Le
ouple

(X
,Y

)peutêtre
onsidéré
ommeunve
teuraléatoire

sur

Ω.Saloiestappeléeloi
onjointede

(X
,Y

).La
onnaissan
ede


ettedernièrepermetderetrouverlaloide

Xet
ellede

Yindivi-

duellement.Ene�et,pourtoutensemble

A
⊂

X
(Ω

)ettoutensemble

B
⊂

Y
(Ω

):

P
r
1
(X

∈
A
)
=

P
r
(X

∈
A

,Y
∈

R
)

et

P
r
2
(Y

∈
B

)
=

P
r
(X

∈
R

,Y
∈

B
).

12



Xet

Ysontditesindépendantes,sipourtoutensemble
A

⊂
X

(Ω
)et

toutensemble

B
⊂

Y
(Ω

):

P
r
(X

∈
A

,Y
∈

B
)
=

P
r
1
(X

∈
A
)P

r
2
(Y

∈
B

).

Lesdistributions

P
r
1 et

P
r
2 sontappeléesloismarginalesduve
teur

(X
,Y

).Danslasuite,noussupprimonslesindi
esde

P
rlorsqu'iln'y

apasledangerde
onfusion.La
onnaissan
edesloismarginalesne

permetpas dere
onstruirelaloi
onjointe.

Exemple.Onlan
eunepiè
eauthentiqueunepremièrefois.Pour

le2elan
er,on
onsidèredeuxpossibilités:

13

A.Onreprendlapiè
eetonlareposesurlamêmefa
e.

B.Onlarelan
eindépendammentdupremierlan
er.

Leslois
onjointessontdonnéespar:

A.

P
r
({

F
,F

}
)
=

P
r
({

P
,P

}
)
=

12 et
P

r
({

F
,P

}
)
=

P
r
({

P
,F

}
)
=

0
.

B.

P
r
({

F
,F

}
)
=

P
r
({

P
,F

}
)
=

P
r
({

F
,P

}
)
=

P
r
({

P
,P

}
)
=

14
.

Ils'agitdon
dedeuxloisdistin
tes

Lesloismarginalesdanslesdeux
assontdonnéespar:

P
r
({

P
}
)
=

P
r
({

F
}
)
=

12
.

Pourdeuxlois
onjointesdistin
tes,onalesmêmesloismarginales.14

Espéran
eConditionnelle

Soit
Xunev.a.etsoit

Aunévénementdeprobabiliténonnulle.

L'espéran
ede

Xsa
hant

Aestdé�niepar:

E
(X

/A
)
=

E
P

r
(./A

) X

ou:
E
(X

/A
)
=

1

P
r
(A

)

∑

ω
∈

A

X
(ω

)P
r
({

ω
}
).

Exemple.Quelleestl'espéran
ed'undéuniformesa
hantquele

nombresortiestinférieurouégalà 3?

15

Solution:Soit

Xlav.a.asso
iéeaulan
erdudé.L'événement

A

asso
iéàla
onditionestl'ensemble

{
1
,2

,3
}.Laprobabilitédela


ondition

Aest

12 .L'espéran
e
onditionnellere
her
héevaut:

E
(X

/A
)

=
112

[ 16
+

26
+

36
]
=

2
.
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