
LoidesGrandsNombres

Ilarrivesouventquel'onrépèteungrandnombredefoisuneépreuve

defaçonindépendante.Soit

Aunévénementquipeutseréaliserave

uneprobabilité

p.Quepeut-ondiredulienentrelafréqueneobservée

de

Aetsaprobabilité

p?Ilarriveque

psoitinonnue;peut-onen

faireuneapproximationfondéesurlafréquenede
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A vantderépondreàesquestions,onsidéronsleasd'unev.a.Sa

varianeétantintroduitepourmesurersadispersionautourdel'es-

pérane.P eut-on,entermesdeeparamètre,on�rmeraveune

on�anerelativementgrande,quel'éartentrel'espéraneetlava-

leurpriseparlav.a.neserapastropgrand?
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Proposition(InégalitédeBienaymé-Thebyhev).Soit
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Exemple.Soit
X
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p
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N.
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rane

11
0 nedépassepas0.1aveuneprobabilitésupérieureà

0
.9?

•Pourquellesvaleursde
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lité

≥
0
.9

9,etéartnedépassepas0.05?
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Solution
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X
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D'aprèsl'inégalitédeBienaymé-Thebyhev,nousavons:
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Laréponseestdonpositive.
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D'où,pourquelaprobabilitéreherhéesoitaumoinségaleà0.99il
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Théorème(Loifaibledesgrandsnombres).Soit

Xunev.a.

admettantl'espérane

µetlavariane

Vetsoit

X
1
,X
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n unesuite

dev.a.indépendanteshaunesuivantlamême loique

X.Désignons
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S
n lavaleurmoyennedelasuite:
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Exemple.Onlaneunepairededésauthentiques

nfoisetl'onalule

lamoyennearithmétiquedesproduitsdesdeuxpoints.Nousavons

vuquel'espéraneduproduitvaut

4
94 .Puisqueettev.a.admetune

variane,laloidesgrandsnombrepermetdeon�rmerquelamoyenne

desproduitsonvergeenprobabilitévers

4
94 .
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UneAppliation:ProblèmedeHahage*

Unetehniquepopulaireutiliséeeninformatiquepourl'organisation

dedonnéesestelledehahage.Onvoudraitgérerunensembled'en-

registrements,haunayantunelé.L'aèsàunenregistrementse

faitviasalé.Atitred'exemple,onpeutonsidérerlesenregistre-

mentsontenantdesinformationssurlesétudiantsd'unepromotion.

Onpeutmuniretensemblededonnéesdelésd'aèsquiserontles

nomsdesétudiants.Laméthodedehahageplaeunenregistrement

enfontiondesalé,latransformantdiretementenuneadresse

dansunezonedemémoireontiguë. L'ensembledeesméthodes

permetlesopérationsdereherhe,d'adjontion etdesuppression.

�������������������������

*TypesdeDonnéesetAlgorithmes,C.Froidevaux,M.-C.Gaudel,

M.Soria.
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Danslasuite,nousproposonslemodèlesimplesuivant.Onsedonne

untableaudehahageà
mplaes.Nousavonsununivers

Udeslés.

Uétantdetailletrèsgrande,nousnepouvonspasa�eteràtous

sesélémentsuneplaeattitréedansletableaudehahage.Onutilise

alorsunefontiondehahage
h,quiassoieàhaqueléunentier

dans
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:
U

→
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Lehoixde

hestfondamental:ilfautappliquer

Udemanièreaussi

uniformequepossiblesur
[1

,m
].Celarevientàdireque,dansleas

idéal,ondoitavoir:

∀
x
∈
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∀
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Onditalorsque

hestuniforme.Ilestaussisouhaitablequelealul

de

hsoitrapide.
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Nousdisonsqu'ilyauneollisionentredeuxlésdistintes

x
∈

Uet

y
∈

Usurlaase

v,si

h
(x

)=
h
(y

)=
v.

Étantdonnéunensemble

Ede

nlésdistintes,laprobabilitépour

qu'iln'yaitpasdeollisionsentresesélémentsvaut:

P
=

1m
n
.m

(m
−

1
)...(m

−
n

+
1
).Cetteprobabilitéestpetitelorsque

mn'estpastrèsgrandparrapportà

n,ommelemontrelealul

suivant.
Paradoxed'anniversaire

Ensupposantquel'annéeomporte365joursetquelaprobabilité

d'avoirsonanniversaireestlamêmepourlesjoursdel'année,aluler

laprobabilitépourque,dansunelassede

nétudiantslesanniversaires

soienttousdi�érents.Calulernumériquementetteprobabilitépour

unelassede
2
3étudiants.
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Solution.Portantlavaleur

m
=

3
6
5dansl'équationor

P,ilvient:

P
=

1

3
6
5

n
.3

6
5
.3

6
4
.3

6
3
...(3

6
3
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n
+

1
).

Laourbedevariationsde

1
−

Penfontionde

nsetrouvesurla

pagesuivante.
Onvoitquepourunnombred'étudiants

n
≥

2
3,equiestrelative-

mentpetitparrapportà 365,laprobabilitéd'anniversairesdi�érents

tombeaudessousde0.5.

Onpeutdonraisonnablements'attendreàdesollisions,même

lorsquelatailledelatableestrelativementélevéeparrapportau

nombred'élémentsquisontàyplaer.Untraitementdeollisions

s'imposealors.
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Soit
vunindiequelonque�xédansl'intervalleréel

[1
,m

].Suppo-

sonsque
nléssoientprésentesdansletableau.Lavaleur

α
=

nm est

appeléetauxderemplissagedutableau.Soit

X
m

,n lav.a.désignant

lenombredelés
xtellesque

h
(x

)
=

v.

Si

m
,n

→
∞,alors

X
m

,n tendversunev.a.dePoissondeparamètre

α;i.e.:

P
r
(X

m
,n
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k
)

=
e
−

α
α

k

k
!
,

∀
k
∈

N
.

Enpartiulier,laprobabilitépourquelaase
vsoitvidevaut

e
−

α.10

Considéronsmaintenantlaméthodedehaînageséparédanslaréso-

lutiondesollisions:onfaitune listehaînéedeslésenollisionsur

lamêmeasedansleurordred'arrivée.

Faisonsuneanalysedelaomplexitémoyenne,entermesdenombre

deomparaisons,pourlareherhed'unelé

xdansuntableaude

hahagedetauxderemplissage

α
=

n
/
m.Onpeutalorsonsidérer

deuxasdistints:
•Lalé

xne�gurepasdansletableau(reherhenégative);le

nombredeomparaisonsnéessairespouronlurequ'ellen'yest

pasestlalongueurdelalistehaînéedanslaase

h
(x

).

•Lalé
x�guredansletableau(reherhepositive);onpourrala

trouverpeut-être avantdeparourirtoutelalistehaînée.11

Noussommesdonramenésàfaireuneanalysedi�érentepourhaun

desas:laomplexitémoyenned'unereherhenégativeetelle

d'unereherhe positive.

Commençonsparlaplussimple.

ComplexitéMoyenned'uneReherheNégative

Reprenonslesdonnéespréédentespouruntableaudehahage.Soit

L
i lav.a.désignantlalongueurdelalistesituéedansdansla

i ème

asedutableau.Supposonsqu'onherheunelé

x,quin'existepas,

dansletableau.D'aprèsl'hypothèsed'uniformité

h
(x

)peutprendre

unevaleur

i
∈

[1
,m

]avelamêmeprobabilité

1m .
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Puisque,pourarriveràlaonlusionque

xn'estpasdansletableau,il

faute�etuer

L
i omparaisons(où

i
=

h
(x

)),l'espéranedunombre

deomparaisonsvaut:C
o
m

p
R

ech
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=
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E
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i ).

Parailleursesdernièresespéranesvalenthaune

α
=

nm .Ene�et

haunedes

nlésdutableauontribueuneaugmentationégaleà

1m

àl'espéranede

L
i .Nousavonsdon:
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=
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=

α
,
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ComplexitéMoyenned'uneReherhePositive

Supposonsqu'onherheunelé

xqui�guredansletableaudeha-

hage.Nousretenonsl'hypothèsed'uniformitéqu'ellepeutêtreégale

àunedes
nlésexistantdansletableauavelamêmeprobabilité

1n .

Soient

x
1
,...,x

n leslésdutableaudansleurordred'insertion.Onvoit

failementquesi
x

=
x
1 ,lenombredeomparaisonspourlatrouver

est1et,defaçongénérale,si
x

=
x

i ,lenombredeomparaisons

vautlenombredeomparaisons,e�etuéeslorsdel'insertionlalé

x
i ,plus1.Cederniernombreenmoyennen'estquelenombremoyen

deomparaisonsdansunereherhenégativedansletableaulorsqu'il

n'aque

i
−

1lés.
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Nousavonsdon:

C
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2
n
m

=
α2
−

12
m

+
1
,

equivautasymptotiquement

α
/
2.Cesalulsdeomplexitémoyenne

mettentenévidenel'e�aitédestehniquesdehaînagedansle

traitementdeollisions,enon�rmantquedanslesdeuxas,le

nombremoyendeomparaisonspourherheruneléestprohe

d'uneonstanteetnonpasproportionnelaunombred'élémentsdu

tableau.
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