
InférenesStatistiques

Lealuldesprobabilitéspermet,àpartird'unmodèlethéorique,

d'assoieràunévénementuneprobabilitéquimesurelafréquenede

sonapparitiondansunesuited'épreuvesidentiques.Laonstrution

dumodèlemêmeestuneautreinvestigationquiresteàfaire.Les

tehniquesstatistiquesvontnousaideràreonstruirelemodèleou

nousautoriserànousposerunertainnombredequestionssurle

modèleàpartird'unbonnombred'observations(unéhantillon)de

réalisationsdel'événementétudié.Ces inférenessontfondéessur

desritèrestelsquelavraisemblanedesvaleursobservées,l'absene

debiaisoulaonvergenedesprévisionssuggéréesparl'éhantillon

lorsquelatailledeelui-iaugmente.
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Estimation

Lathéoriedel'estimationestuneproblématiqueimportanteensta-

tistiquethéorique.Disposantd'unéhantillonx1 ;:::;xn deréalisations

d'unev.a.Xd'uneloidonnée,oùunouplusieursparamètressontin-

onnus,quelle(s)valeur(s)peut-onproposerpourle(s)paramètre(s)

inonnu(s)?
Nousappelonsdanslasuitelav.a.Xvariablealéatoireparente.Pour

l'évaluationd'unparamètre(ouunveteurparamètre)inonnu�dont

dépendlaloideX,onsidéronsl'appliation:

^�n = ^�n (X1 ;:::;Xn );

quiestunev.a.,prenantunevaleurpossiblede�.L'appliation ^�n

doitêtremesurable.
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Elleseraappeléeunestimateurde�;i.e.pouruneréalisation(x1 ;:::;xn ),

lavaleurde�estévaluéepar:^�n (x1 ;:::;xn ) :

Ilfautnoterquelenombred'argumentsd'unestimateurn'estpas

�xéetvarieaven,quiestlatailledel'éhantillon.

QualitésSouhaitées

Jusqu'iiunestimateurestdé�nidefaçonarbitraire.Ilestévident

qu'unetelleintrodutionneprésenteauunintérêtquesionl'enrihit

deertainesqualitésoudeertainesmesuresdeperformanes.Nous

énuméronsdanslasuitequatrepropriétéssouhaitées.Ellesnesontpas

néessairementompatibles.Deplus,lareherhed'unestimateur,

possédantuneperformanesouhaitéepeutnepasêtreunetâhe

faile.

3

MaximumdeVraisemblane

Dé�nition.Onpeutjusti�erlehoixd'unestimateurparlefaitqu'il

maximiselavraisemblanedelaréalisationdel'éhantillon (x1 ;:::;xn ).

�Silaloiestdisrète,lafontiondevraisemblaneestlaprobabilité

pourque:(X1 ;:::;Xn )=(x1 ;:::;xn ):

�Silaloiadmetunedensitéf,lafontiondevraisemblaneestle

produit:f(x1 ):::f(xn ):

Danslesdeuxaslafontiondevraisemblane,notéeLn (�)dépend

den,de(x1 ;:::;xn )etde�.
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L'estimateur ^�n (x1 ;:::;xn )estappeléunestimateurdumaximumde

vraisemblane,s'ilmaximiselafontiondevraisemblane.

Exemple.Ondisposed'unéhantillon(x1 ;:::;xn )d'unev.a.Xsuivant

uneloidePoissondeparamètre�inonnu.Trouverunestimateurdu

maximumdevraisemblanede�.

Solution.Lafontiondevraisemblanevaut:

Ln (�)=e �n� � x1 +:::+xn
x1 !:::xn ! :

Pourmaximiseretteexpressionparrapportà�,ilsu�tdemaximiser

e �n �� x1 +:::+xnoudefaçonéquivalentesonlogarithme.
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Unalulsimple,passantparladérivationdulogarithme,aboutità

l'estimateurdumaximumdevraisemblane:

^�n = 1n nXi=1 xi :

Onendéduitquel'estimationduparamètred'uneloidepoissonpar

laméthodedumaximumdevraisemblanenousonduitàidenti�er

le paramètreparlamoyennearithmétiquedel'éhantillon.

Biaisd'unEstimateur

Dé�nitions.Unestimateur ^�n de�estditsansbiais,sisonespérane

vaut �pourtoutn2N �;sinononditqu'ilestbiaisé.Sil'espéranede

^�n onvergevers�,ilestalorsappeléasymptotiquementsansbiais.6

L'estimateur ^�n = 1n Pni=1 xi estunestimateursansbiaisdupara-

mètredelaloidePoisson.
Convergened'unEstimateur

Dé�nition.Unestimateur ^�n de�estditonvergent,s'iltenden

probabilitévers�,lorsquen!1.

E�aitéAbsolued'unEstimateur

Dé�nition. Unestimateur ^�n de�estabsolumente�aesi,étant

onvergentetsansbiais,ilpossèdelapluspetitevarianeparmitous

lesestimateurspartageantlesdeuxpremièrespropriétés.
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QuelquesEstimateursStandard

Estimateurstandarddel'espérane.Soit(x1 ;:::;xn )unéhantillon

d'unev.a.possédantuneespéraneinonnue�.Sonestimateurstan-

dardestlamoyennedel'éhantillon:
^�n (x1 ;:::;xn )= 1n nXi=1 xi :

Cetestimateurestsansbiais.Ilestdeplusonvergent,lorsquelav.a.

parenteadmetunevariane(laloidesgrandsnombres).

Danslasuite,pourallégerlanotation,noussupprimonslaréférene

del'estimateuràl'indie netauxargumentsx1 ;:::;xn ,lorsqu'iln'ya

pasledangerdeonfusion.
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Estimateurstandardd'unedistributiondeprobabilité�nie.Soit

(x1 ;:::;xn )unéhantillond'unev.a.Xprenantunedesvaleurs�1 ;:::;�k

avelesprobabilitésinonnuesp1 ;:::;pk respetivement.L'estimateur

standardduveteurp=(p1 ;:::;pk )estdé�nipar:

^pi = 1n nXj=1 1f�i g (xj );i=1;:::;k:

Autrementdit,l'estimateurstandarddehaquepi estlafréquene

relatived'ourrenesde�i dansl'éhantillon.C'estunestimateur

sansbiais.Onpeutaussidémontrerqueetestimateurmaximisela

fontiondevraisemblane.
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Estimateurstandarddelavariane.SoitXunev.a.admettantune

espérane �etunevarianeV,toutesdeuxinonnues.Soit(x1 ;:::;xn )

unéhantillondeX.L'estimateurstandardjoint(^�; ^V)estdonnépar:

^�= 1n nXi=1 xi et ^V= 1n�1 nXi=1 (xi �^�) 2:

Cetestimateurdelavarianeestonvergentetsansbiais.Onnotera

qu'ilvautlavarianeempiriquemultipliéeparlefateur nn�1 .On

démontreene�etquel'espéranedeettedernièrevaut n�1n Vetil

faut,don,lamultiplierpar nn�1 pourla�débiaiser�.
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Dansleasoùl'espérane�estonnue,l'estimateurstandarddela

varianedevient:
^V= 1n nXi=1 (xi � �) 2

etetestimateurdelavarianeestonvergentetsansbiais.

Estimateurstandarddel'éart-type.Ilestdonnéepar:

^�= p^V ;

où ^Vestl'estimateurstandarddeV,donnéparl'unedesdeuxformules

delasetionpréédente.
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Estimateursstandarddelaovarianeetduoe�ientdeor-

rélation. Étantdonnéunéhantillon( (x1 ;y1 );:::;(xn ;yn )) duouple

(X;Y)dev.a.réellesadmettanthauneuneespéraneetuneva-

rianeinonnues.L'estimateurstandard dovdeov(X;Y)estdonné

par:
dov = 1n�1 nXi=1 (xi �^�)(yi �^�);

où^�et^�sontlesestimateursstandarddel'espéranedeXetde

elledeYrespetivement.

Demême,l'estimateurstandard dorrdeorr(X;Y)estdonnépar:

dov= dov^�:^� ;

où^�et^�sontlesestimateursstandarddel'éart-typedeXetde

eluideYrespetivement.Cesdeuxestimateurssontsansbiais.12



IntervalledeCon�ane(J.Istas)

Étantdonnéunestimateur ^�n d'unparamètreinonnu�,quelleon�ane

peut-onluiaorder?Prenonsunintervalleentréderayon Æautour

de ^�,etherhonsàdéterminersi�appartientoupasàetintervalle.

Évidemment,saufdansdesastrèspartiuliers,onnepeutrépondre

aveertitudeàlaquestion� �2[ ^�n �Æ℄?�.Onpeuttoutefoison�r-

mer,dumoinsenprinipe,qu'aveuneertaineprobabilité�,lavraie

valeurduparamètresetrouvedansetintervalle.Nousdironsalors

quel'intervalle[ ^�n �Æ℄estunintervalledeon�anedeniveau�.

Exemple.Soit (x1 ;:::;xn )unéhantillond'unev.a.normaleré-

duited'espérane�inonnue(i.e.N(�;1)).Trouverunintervallede

on�anedeniveau�pourl'estimateurstandarddel'espérane.13

Solution.L'estimateurstandarddel'espéraneétantdé�nipar:

^�n (x1 ;:::;xn )= 1n nXi=1 xi ;

ondémontrefailementque'estunev.a.normaled'espérane�

etdevariane 1n .Onendéduitquelav.a. pn(^�n ��)estunev.a.

normaleentrée-réduite.Nousavonsalors,pourtoutÆ>0:

Pr  j^�n ��j� Æpn != 1p2� Zjxj�Æ e �x 2=2dx :

Pourunniveau�donné,hoisissonsÆdesorteque:

1p2� Zjxj� Æ e �x 2=2dx=�:

Onpeutdona�rmerque�appartientàl'intervalle �^��Æ= pn;^�+Æ= pn �

avelaprobabilité�.
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Ils'agitdond'unintervalledeon�anedeniveau�pourl'estima-

teur.IntervalledeCon�aneAsymptotique

Ilarrivesouventquelealulexatd'unintervalledeon�anesoit

di�ile,alorsquelealuld'unintervalledeon�aneapprohé,

lorsquelatailledel'éhantillontendversl'in�ni,soitaessible.On

parlealorsd'intervalledeon�aneasymptotique.

Exemple.Soit Xunev.a.quelonqued'espérane�inonnueet

devariane1.Soit(x1 ;:::;xn )unéhantillondeX.Ononsidère

l'estimateurstandard^�n = 1n Pni=1 xn de�.Trouverunintervallede

on�aneasymptotiquedeniveau�pour^�n .
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Solution.Nousneonnaissonspaslaloidelav.a.^�n .Noussavons

enrevanheque,lorsquen!1, pn(^�n ��)onvergeenloiversune

v.a.normaleentréeetdevariane1.Nousavonsdonasymptoti-

quement:Pr  j^�n ��j� Æpn !� 1p2� Zjxj�Æ e �x 2=2dx:

ChoisissonsalorsÆdesorteque:
1p2� Zjxj�Æ e �x 2=2dx=�:

Nouspouvonsalorson�rmerquelaprobabilitépourquelepara-

mètreinonnu�setrouvedansl'intervalle �^��Æ= pn;^�+Æ= pn �vaut

asymptotiquement �.Paronséquentetintervalleestunintervalle

deon�aneasymptotiquedeniveau�pourl'estimateurproposé.16


