
ProbabilitésContinues

Dansleasoùl'espaedesévénementsélémentairesn'estpasdénom-

brablelesprobabilitésnepeuventpasêtrearatériséespontuelle-

ment.Ene�et,ilsepeutqueesprobabilitéssoientnulleset,don,

leuronnaissanen'apporteauuneinformationsurlaprobabilitédes

événementsontenantunein�nitéindénombrabled'événementsélé-

mentaires.Considéronsàtitred'exemple,lesproblèmessuivants:

�(AiguilledeBu�on).Onlaneuneaiguilledelongueur1surun

parquetdontleslamessontparallèlesdedistane1.Quelle estla

probabilitéquel'aiguillehevauheunelameduparquet?

�Uneproédureagénéréuniformémenttroisréelsaléatoiresdans

l'intervalle(réel)[0;1℄.Quelleestlaprobabilitépourqueesgran-

deurssoientlesmesuresdes�tésd'untriangle?
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Onnepeutpasformuleresquestionsentermesdeprobabilités

assoiéesàdesvaleurspontuellesdesparamètresquidéterminent

l'événement.Nous sommesalorsramenéàemprunterd'autresoutils

quelasommedeprobabilités(oud'unesériedeprobabilités).

Dansleasdesespaesontinus,lealuldelaprobabilitéd'un

événementparunesomme(employédansleasdesespaesdisrets)

doitêtreremplaéeparuneintégrale.Onpeutavoiraussiunespae

quin'estniontinunidisret.UneintégrationausensdeLebesgue

peutfournirunenadrementuniverseluniformepourtouslesespaes

probabilisés.
Danslasuite,nousintroduisonsunfondementélémentairedualul

desprobabilités,ensupprimantlespreuvesdeertainesonstrutions,

quipeuventsetrouverdanslesouvragessurlealuldesprobabilités

ousurlathéoriedelamesure.
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EspaeProbabilisé

Dé�nition.Soit
unensemblenonvidequelonque.Unefamille

Adesous-ensemblesde
(i.e.A�P(
))estappelée�-algèbreou

tribu,sielleontient
etestferméepourlaomplémentationetla

réuniondénombrable:

�
2A
�A2A) �A2A

�Sipourtouti2N,Ai 2A,alors Si2N Ai 2A.
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Exemple.Pour
=fa;b;g,les�-algèbrespossiblessur
sont:

�f;;
g
�f;;
;fag;fb;ggetdeuxautresfamillesobtenuesparlespermutions

b !aet !a.

�P(
)=f;;fag;fbg;fg;fa;bg;fa;g;fb;g;
g.

*********************************************************

Propriétés.Ondémontrefailementque:

�Toute�-algèbreestferméepouruneintersetiondénombrable.

�L'intersetiond'unelassede�-algèbresestenoreune�-algèbre

�SoitCunsous-ensembledeP(
).Ilyaunepluspetite�-algèbre

quiontient C.
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Dé�nitions.Lapluspetite�-algèbreontenantCestappelée�-

algèbreengendréeparC.DansleasdeR(ouR kengénéral),on

prendpourClalassedesintervalles(oudespavés)ouverts,fermés,

àdroiteet/ouàgauhe(pourR k,Cestlalassedespavésdutype

Qk1 hai ;bi i,oùhetiprennentlesvaleurs[et℄.La�-algèbreengendrée

parCestalorsappeléetribudesboréliensdeR(oudeR k).Cette

TribuestnotéeparB(ouBk ).

Exemple.Soit 
=fa;b;;dg.Quelleestla�-algèbreengendréepar

ffag;f;dgg?
Solution.Onvéri�efailementquel'ensemble:

D=f;;
;fag;fbg;fa;bg;f;dg;fa;;dg;fb;;dgg

estlapluspetite�-algèbreontenantl'ensembledonné.
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Dé�nition.Unespaeprobabiliséestuntriplet(
;A;Pr),où
est

unensemblenonvide,Aune�-algèbresur
etPruneappliation

de Adans[0;1℄telleque:

�P(
)=1
�pourtoutesuiteAi ,i2N,d'élémentsdeA2-à-2disjoints:

Pr 0� [i2N Ai 1A= Xi2N Pr(Ai ):(�-additivité)

Prestappeléeuneloi(oumesureoudistribution)deprobabilitésur

A,etpourtoutA2A,Pr(A)s'appelleprobabilitédeA.
6

Enequionernelestribusdesboréliens,nousadmettonslethéo-

rèmesuivant,dontladémonstrationdébordeleadrequenousnous

sommes�xéii.

Théorème.SoitPruneappliationdel'ensembledespavésdeR k

dans[0;1℄satisfaisant:

�Pr(R k)=1
�siAestunpavédeR kquiestlaréuniond'unesuiteAi ,i2Nde

pavés,2-à-2 disjoints,deR kalors:
Pr(A)= Xi2N Pr(Ai ):

AlorsPrseprolongedefaçonuniqueenunemesuredeprobabilité

surBk .
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PropriétésÉlémentaires

Soit(
;A;Pr)unespaeprobabilisé.Nousavons:

�Pr(;)=0.
� PourtoutA2A,Pr( �A)=1�Pr(A).

�PourtoutA;B2A:
Pr(A[B)+Pr(A\B)=Pr(A)+Pr(B)

etdon:
Pr(A[B)�Pr(A)+Pr(B):
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QuelquesExemplesSimples

Exemple1.UneproédureagénérédeuxréelsXetYuniformément

etindépendammentdansl'intervalle[0;1℄.Dé�nirl'espaeprobabilisé

etalulerlaprobabilitépourqueladistane(eulidienne)dupoint

(X;Y)del'originenedépassepas1.

Solution.Onprendpour
learré[0;1℄�[0;1℄.La�-algèbreA

estengendréeparl'ensembledespavés(ouiiretangles)ontenus

dans
.LamesuredeprobabilitéPrestleprolongementuniquede

l'appliationquiassoieàtoutretangleontenudans
sonaire.

Ladistanedupoint (X;Y)del'originenedépassepas1sietseule-

mentsiilsetrouveàl'intérieurdupremierquadrantdélimitéparle

erled'origine(0;0)etderayon1.Oretterégionestd'aire �4 .D'où

laprobabilitéreherhéevaut �4 .
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X

Y

O

Pr(ZoneHahurée)= �4 �0:78539816
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Exempe2.UneproéduregénèrelesréelsXetYuniformémentetin-

dépendammentdansl'intervalle[a;b℄,oùa<b,etenretournelemaxi-

mum.Quellelaprobabilitépourlavaleurretournéesoit�z2[a;b℄?

Pourqu'elleappartienneàl'intervalle[;d℄�[a;b℄?

Solution.SoitZ=maxfX;Yg.OnaZ�zsietseulementsiX�z

etY�z,pourtoutz2[a;b℄.Laprobabilitédehaundeesdeux

événementsest z�ab�a .Ilssontdeplusindépendantset,don:

Pr(Z�z)= (z�a) 2
(b�a) 2 :

Onendéduit:Pr(<Z�d)= (d�a) 2
(b�a) 2 � (�a) 2
(b�a) 2 :
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FontiondeRépartition

Danslasuite,nousintroduisonslafontionderépartitionetladensité

(lorsqu'elleexiste)pourlesmesuresdeprobabilitésdé�niessur(R;B).

SoitPrunemesuredeprobabilité.Safontionderépartition(f.r.)F

estdé�niepar:F(t)=Pr( ℄�1;t℄) ;8t2R:

Propriétés

Nousadmettonslesdeuxpropositionssuivantessurlesf.r.12



Proposition.Laf.r.Festroissante,àvaleurdans[0;1℄,ontinue

àdroiteettellequelimt!1 F(t)=1etlimt!�1 F(t)=0.

LaPropositionsuivantepermetdearatériseruneloideprobabilité

entermesdesaf.r.

Proposition.SoitF:R![0;1℄roissante,ontinueàdroiteettelle

que limt!1 F(t)=1etlimt!�1 F(t)=0.Alorsilexisteunemesure

deprobabilitéuniquePrsur(R;B)dontlaf.r.estF.
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Densité

SoitFlaf.r.deladistributionPr.S'ilexisteunefontionftelleque:

F(t)= Zt�1 f(x)dx;8t2R;

alorsettefontionfs'appelleladensitédePr.Laf.r.étantrois-

sante,siladensitéfexiste,sonintégralede�1àt,doitvaloirF(t).

Don,onpeutdé�nirladensitéfommeladérivéededelaf.r.,si

ettedernièreenadmetune.
QuelquesExemplesSimples

Exemple1.SoitPrladistributionuniformesur[0;1℄,donnéepar

Pr(ha;bi)=l([0;1℄\ha;bi),pourtoutintervalleha;bi,oùl'appliation

ldésignelalongueurd'unintervalle.
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Laf.r.estdonnéepar:F(t)= 8><>: 0sit<0
tsi0�t<1

1sit�1:

Elleadmetladensité:f(t)= 8><>: 0sit<0
1 si0�t<1

0 sit�1:
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Exemple2.SoientZlavaleurmaximalededeuxréalisationsindé-

pendantesdelaloiuniformedans[0;1℄,fournieparl'exemplepréé-

dent.Nousavons:
Pr(Z�t)=Pr(X�tetY�t)=t 2;8t2[0;1℄:

Onendéduit:
FZ (t)= 8><>: 0sit<0
t 2si0�t<1

1 sit�1:

Cettef.r.admetladensité:
fZ (t)= 8><>: 0sit<0
2tsi0�t<1

0sit�1:
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